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Circulaire  de  Monsieur  le  Ministre  de  i. 'Instruction  pubmquf 
à MM.  les  Recteurs . 

Paris,  17  octobre  i838. 

Monsieur  i.f.  Rcctefr, 

Lcn  principaux  Libraires  de  Paris  qui  s'occupent  de  la  publication 
des  Livres  employés  dans  renseignement,  en  me  faisant  connaître  qu'il 
existe  de  nombreuses  conli  efaçons  de  ces  ouvrages,  se  plaignent  de  .la  fa> 
cilité  avec  laquelle,  elles  sont  introduit»  s dans  les  Collèges  et  dans  les  Écoles 
primaires,  où  leur  prix  semble,  disent-ils,  les  faire  préférer  aux  éditions 
originales.  De  là  le  double  inconvénient  de  propager  l'usage  d 'éditions  in- 
correctes et  de  décourager  les  Editeur»  légitimes  qui,  trompés  dans  leurs 
prévisions,  sont  souvent  lorcés  de  renoncer,  au  détriment  de  la  science, 
à améliorer  et  même  à publier  des  ouvrages  qu'ils  craignent  de  lie  pouvoir 
exploiter  sans  dommages  et  sans  troubles. 

Vous  voudrez  bien  , en  conséquence , monsieur  le  Recteur,  inviter  les  chefs 
d'établissements  d'inslructi«>n  secondaire  et  d'instruction  primaire  à prendre 
des  précautions  pour  qu'aucun?  édition  contrefaite  ne  soit  à l’avenir  admise 
dans  les  Collèges  et  dans  les  Écoles.  N ous  appellerez  leur  attention  sur  les 
inconvénients  qui  résultent,  pour  les  études,  de  l 'incorrection  jte  ces  édi- 
tions. Il  y a d'ailleurs,  dans  le  fait  de  la  contrefaçon , une  action  coupable 
que  l.i  loi  et  la  morale  réprouvent  également,  et  dont  aucun  membre  de 
l’Université  ne  voudra,  j’en  suis  assuré,  se  rendre  complice.  Je  vous  in- 
vite à rappeler  à MM  les  chefs  d'établissements  de  tous  les  degrés  qu'ils  no 
doivent  employer  que  des  Livres  régulièrement  approuvés  ou  autorisés 
par  l'Université,  et  à leur  faire  remarquer  que  comme  l'indication  du  nom 
de  l'Éditeur  accompagne  toujours  le  titre  des  ouvrages  dans  les  notifications 
des  décisions  dont  ces  ouvrages  ont  été  l'objet,  toute  erreur  C6t  facile  à 
éviter.  L'intérêt  des  études  leur  prescrit  d'y  veiller. 

Le  Ministre  de  l'Instruction  publique , grand  maître 
de  l’Université, 

Signe  SALV  ANDY. 


Tout  exemplaire  du  présent  ouvrage,  qui  ne  porterait  pas , 
comme  ci-dessous , la  signature  de  l'auteur  et  celle  du  libraire , 
sera  réputé  contrefait . Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour 
atteindre , conformément  a la  loi , les  fabricatenrs  et  les  débitants 
de  ces  exemplaires . - m 
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AVERTISSEMENT. 


Quelques  modifications  apportées  par  le  Conseil 
de  perfectionnement  de  l’École  Polytechnique  au 
programme  d’admission,  m’ont  engagé  à retoucher 
d’une  manière  notable  les  derniers  chapitres  de  cette 
édition.  C'est  ainsi  que,  dans  le  second  paragraphe  du 
huitième  chapitre,  qui  traite  de  la  deuxième  partie  de 
l’élimination , j’ai  supprimé  complètement  la  méthode 
générale  qui  avait  pour  objet  la  détermination  de  la 
véritable  équation  finale ; et  je  me  suis  borné  à in- 
diquer sur  des  exemples  nombreux  et  choisis  conve- 
nablement, les  moyens  d’obtenir  exclusivement  tous  les 
systèmes  de  valeurs  propres  à satisfaire  aux  équations 
données.  J’ai  fait  voir  ensuite  comment  on  peut  ap- 
pliquer les  principes  de  l'élimination  à la  résolutiou 
des  équations  irrationnelles  à une  seule  inconnue. 

La  résolution  des  équations  à deux  termes  par  la 
trigonométrie  , et  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples,  étant  actuellement 
exigées  pour  les  examens,  j’ai  cru  devoir  détacher  ces 
théories  des  deux  derniers  chapitres  où  elles  se  trou- 
vaient développées,  et  j’en  ai  fait  un  cinquième  para- 
graphe du  huitième,  (pii  se  trouve,  comme  dans  les 
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AVERTISSEMENT. 


* éditions  précédentes,  suivi  d’une  Note  sur  les  poly- 
nômes rationnels  et  entiers.  Le  neuvième  et  le  dixième 
chapitre  ont  dû,  par  cela  même,  être  remaniés  en 
très-grande  partie.  Quant  aux  sept  premiers,  ils  n’ont 
subi  aucun  changement  important. 
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ALGÈBRE 


INTRODUCTION. 

1.  L’Algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l’on  emploie 
des  signes  propres  à abréger  et  à généraliser  les  raisonnements 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 

On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  : 

Le  théorème , qui  a pour  but  de  démontrer  l’existence  de  cer- 
taines propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés; 
et  le  problème , dont  l’objet  est  de  déterminer  certains  nombres 
d’après  la  connaissance  d’autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers 
des  relations  indiquées  par  l’énoncé. 

2.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre, 
pour  parvenir  à ce  double  but,  sont  : 

1°.  — Les  lettres  de  l’alphabet,  qui  servent  à désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire, 
soit  pour  abréger  les  raisonnements,  soit  pour  les  généraliser,  en 
ce  que  l’on  sent  mieux,  par  l’emploi  de  ces  lettres,  que  telle  ou 
telle  propriété  appartient  à plusieurs  nombres  A la  fois;  ou  bien, 
s’il  s’agit  d’un  problème,  que  la  manière  de  satisfaire  à son  énoncé 
est  indépendante  de  toute  valeur  particulière  attribuée  aux  nom- 
bres compris  dans  cet  énoncé. 

2°.  — Le  signe  -f-,  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
deux  ou  plusieurs  nombres,  et  qui  s’énonce  plus. 

Ainsi,  25  -+-  36  s’énonce  25  plus  36,  ou  25  augmenté  de  36. 
De  meme , a b s'énoncé  a plus  b,  ou  le  nombre  désigné  par  a , 
augmenté  du  nombre  désigné  par  b. 

3°.  — Le  signe* — , qui  s’énonce  moins , et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l’un  de  l’autre. 

Mg.  £.,  ioe  éd.  1 
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Ainsi  ,45  — 24  s’énonce  45  moins  24  , ou  45  diminué  de  24 , 
ou  bien  encore,  l'excès  de  45  sur  a4- 

a — b s'énonce  a moins  b , ou  a diminué  de  b. 

4°.  — Le  signe  de  lu  multiplication , qui  est  X , ou  un  point  que 
l’on  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi,  36  X 25,  ou  36. %5,  s’énonce  36  multiplié  pnr  ?.5,  ou 
le  produit  de  36  par  25. 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres,  on  convient  encore  de  les  écrire  les 
uns  à la  suite  des  autres  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signifie  la  même  chose  que  a X b ou  a . b ; abc  signifie 
la  même  chose  que  a X b X c , ou  a . b .c. 

11  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc,  qui  est  plus  sim- 
ple que  celle  a X b ou  a X b X c,  ne  peut  être  employée  que 
lorsque  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres  ; car  si  l’on  vou- 
lait, par  exemple,  représenter  le  produit  de  5 par  6,  et  qu’on 
écrivît,  pour  abréger,  56,  on  confondrait  cette  notation  avec  le 
nombre  cinquante-six  écrit  dans  le  système  décimal.  Cette  re- 
marque est  importante  pour  les  commençants. 

5°.  — Le  signe  de  la  division,  qui  consiste  en  deux  points  : que 
l’on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore,  en  une 
barre  — , au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place  respective- 
ment le  dividende  et  le  diviseur. 

Ainsi,  24  : 6,  ou  ",  , s’énonce  24  divisé  par  b,  ou  le  quotient 


de  24  par  6. 


a 

y ou  a 
b 


b s’énonce  a divisé  par  b. 


On  dit  encore  a sur  b. 


La  notation 


a 

b 


est  la  plus  usitée. 


6°.  — Le  coefficient,  signe  que  l’on  emploie  pour  indiquer 
l’addition  de  plusieurs  nombres  égaux.  Ainsi,  au  lieu  d’écrire 
a-f-a-t-a-t-a-f-n  qui  représente  l’addition  tle  5 nombres  égaux 
à a , on  écrit  5a.  De  même , lut  exprime  l’addition  de  1 1 nombres 
égaux  à a ; iiab,  l’addition  de  12  nombres  égaux  au  produit 
de  a par  b. 
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Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier  écrit  à ta  gauche 
d'un  autre  nombre  exprimé  par  une  ou  plusieurs  lettres , et  qui 
marque  combien  de  fois  on  doit  prendre. la  lettre  ou  le  produit  que 
représentent  les  lettres. 

7°.  — L’exposant,  signe  dont  on  se  sert  lorsqu’un  nombre  dé- 
signé par  une  lettre,  doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur 
dans  un  produit.  Ainsi , au  lieu  d’écrire 

ou  a.a.a.ç.a,  on  écrit  plus  simplement  ah  que  l’on  prononce 
a cinq  ; ou  plutôt  a 5'im‘  puissance. 

On  appelle  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  de  plusieurs 
nombres  égaux,  et  degré  de  la  puissance,  la  quotité  des  nombres 
égaux  multipliés  entre  eux. 

L’exposant  est  le  signe  de  ce  degré.  Il  s 'écrit  à la  droite  et  un  peu 
au-dessus  d'une  lettre,  et  il  marque  combien  de  fois  la  quantité 
exprimée  par  cette  lettre  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit. 

Pour  faire  sentir  toute  l’importance  de  l’exposant  et  du  coeffi- 
cient en  Algèbre,  supposons  qu’on  veuille  exprimer  un  produit 
composé  de  4 facteurs  égaux  à a,  de  3 facteurs  égaux  à b , et  de 
2 facteurs  égaux  à c;  on  écrira  a'b,c'',  au  lieu  de  aaaabbbcc. 

Veut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris 
7 fois,  ou  doit  être  multiplié  par  7 ; on  écrira  7 a'b'c'1.  Ceci  donne 
une  idée  du  laconisme  de  la  langue  algébrique. 

8°.  — Le  signe  y/,  dont  on  fait  précéder  un  nombre,  lorsqu’on 

veut  indiquer  que  l’on  a à extraire  de  ce  nombre  une  racine  d’un 

.1 

certain  degré.  Ainsi  y la  s’énonce  racine  troisième  ou  cubique 

de  a \J  b s’énonce  racine  quatrième  de  b. 

On  appelle  racine  2e,  3e,  • • • d’un  nombre,  un  second  nom- 

bre qui,  étant  élevé  à la  2e,  3e,  4e»  • • • puissance,  reproduit  le 
premier  nombre. 

Nous  ne  ferons  usage  du  signe  y/  qu’à  partir  du  troisième  cita-  * 
pitre. 

g°.  — Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quan- 
tités sont  égales.  Ce  signe  est  = , et  s’énonce  est  égal  à,  ou  égale. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  l’excès  de  3fi  sur  25  est 
égal  à 1 1 , on  écrit  36  — a5  = 1 1 . 
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C'est-à-dire  36  moins  a5  est  égal  à il,  ou  égale  1 1 . 

io°.  — Le  signe  d’inégalité  > , dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu’une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu’une  autre. 

Ainsi,  17 b signifie  a plus  grand  que  b ou  supérieur  à b ; a <^_b 
signifie  a moindre  que  b ou  inférieur  à b;  c’est-à-dire  que  l’ouver- 
ture du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D’après  l’expose  précédent,  on  voit  que  l'on  peut  regarder 
l’Algèbre  comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes  à 
l’aide  desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité  l'enchaînement  des 
idées  dans  les  raisonnements  qu’on  est  obligé  de  faire , soit  pour 
démontrer  l’existence  d’une  propriété,  soit  pour  trouver  la  solu- 
tion d’un  problème. 

On  concevra  mieux  encore  l’utilité  des  signes  algébriques  par 
les  questions  suivantes  : 


PREMIÈRE  OC  EST I OS  . 

5.  La  somme  de  deux  nombres  est  6 7 ; leur  différente  est  19, 
quels  sont  ees  deux  nombres? 

Mode  tle  résolution. 

Tâchons  d’abord  d'établir,  à l’aide  des  signes  dont  nous  sommes 
convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  les  nombres 
inconnus  de  l’énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu,  on 
aurait  le  plus  grand  en  ajoutant  19311  plus  petit.  Cela  posé,  dési- 
gnons le  plus  petit  nombre  par.r;  le  plus  grand  peut  alors  être 
désigné  par  x 19,  et  leur  somme  par  x -+-  x 19  ou  2.r  -+-  iq. 
Mais,  d’après  l’énoncé,  cette  somme  doit  être  67;  ainsi  l’on  a 
l’égalité  ou  l 'équation.  . .2.r  -+-  19  — 67. 

Or,  ix  augmenté  de  19  donne  67  pour  résultat , 7.x  seul  est 
égal  à 67  moins  19,  ou  2.r  — 67 — 19,  ou,  en  effectuant  la 
soustraction  , 7.x  = 48. 

Donc  enfin,  x est  égal  à la  moitié  de  48,  c’est-à-dire 
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Le  plus  petit  nombre  étant  24,  le  plus  grand  x + 19  est  24  -H  iy, 
ou  43. 

En  effet,  on  a 43+24  = 67,  et  43  — 24=19. 
l'oici  le  tableau  des  calculs  algébriques  : 

Soit  x le  plus  petit  nombre, 

x -t-  1 9 est  le  plus  grand . 

/O 

Éq...2x-(- 19=67,  d’où  2x  = 67  — 19  = 48;  donc  x=  ~ =9.4, 

et,  par  conséquent,  x -f-  1 9 = 24  -H  19  = 43- 
En  effet,  43+24=67,  43  — 24=19. 

Autre  mode  de  résolution. 

Soit  x le  plus  grand  nombre , 
x — 19  est  le  plus  petit. 

hq...2x — 19=67,  d’où  2x=67+  19=86;  donc  x=  — =43, 

et,  par  conséquent,  x — 19  = 43 — «9  = 24. 

On  voit  par  là  comment , à l’aide  des  signes  algébriques,  on  par- 
vient à comprendre  dans  un  cadre  très-resserré  les  raisonnements 
qu’on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  un  problème;  raisonne- 
ments qui,  écrits  en  langage  ordinaire,  exigeraient  souvent  une 
ou  plusieurs  pages. 

RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  UK  CE  PROBLÈME. 

4.  La  somme  tic  deux  nombres  est  a,  leur  différence  est  b.  On 

demande  de  trouver  les  deux  nombres  ? 

Soit  x. . . . le  plus  petit  nombre, 

x b désigne  alors  le  plus  grand. 

...  , , a — b a b 

Eu.  ..7.x  ri-  b = a , d ou  2x  — a — 0;  donc  x= = ) 

a b a b 

et,  par  conséquent,  x-l-  b = - — 0 = 
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Comme  la  forint  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a et  b , il  s’ensuit  que 
connaissant  la  somme  i le  deux  nombres  et  leur  différence,  on 
obtiendra  te  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme  à ta 
demi-différence , cl  le  plus  petit , en  retranchant  de  la  demi-somme 
la  demi-differende. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  yg, 


le  plus  grand  est 


237 


2 


> ou 


237  -t-  f)ç) 336 


= 168,  et  le 


237  qq  i38  . 

plus  peut,  — - — ou  = bq. 


En  effet,  168-1-69  = 237,  168  — 69  = 99. 

On  conçoit,  d'après  la  question  précédente,  l'utilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d’un  problème.  Comme  on  ne  j>eut 
qu’indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l’Arithmétique,  le  ré- 
sultat auquel  on  parvient  conserve  la  trace  des  opérations  qu’il 
faut  effectuer  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  les  valeurs 
des  quantités  que  l’on  cherche. 

a b a b 

Les  expressions — | — et , auxquelles  on  est  parvenu 

2222'  ‘ 

dans  le  problème  précédent,  s’appellent,  en  Algèbre,  des  for- 
mules, parce  qu’elles  peuvent  être  regardées  comme  comprenant 
les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature,  dans  l’énoncé 
desquelles  on  fait  seulement  varier  les  valeurs  numériques  îles 
données. 

On  nomme,  en  général,  solutions  d’un  problème  les  nombres 
susceptibles  de  vérifier  son  énoncé. 


DEUXIÈME  QUESTION.  — THÉORÈME. 

15.  La  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence 
donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puis- 
sances de  ces  deux  nombres. 

Ainsi,  soient  12  et 9 ces  deux  nombres;  leur  somme  est  21  , et 
leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  X 3 ou  63  est 


•i 
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égal  à i44  qui  est  le  carré  de  12,  diminué  de  8i  qui  est  le  carré 
de  9. 

Mais,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  que 
soient  les  deux  nombres,  représentons  ces  nombres  par  les  lettres 
a et  b.  La  somme  sera  exprimée  par  « -+-  b,  et  la  différence  par 
a — b. 

Pour  former  le  produit  de  ces  deux  expressions , on  supposera 
d’abord  que  l’on  ait  à multiplier  la  somme  a b par  a , et  le  pro- 
duit sera  sX»  + JX<i|  ou  plus  simplement , a7  -+-  ab  : car  il 
faut  prendre  chacune  des  deux  parties  dont  a -4-  b est  composé, 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  a , et  ajouter  les  deux  pro- 
duits. Mais  ce  n’est  point  par  a tout  entier  qu’il  fallait  multiplier, 
c’est  par  a diminué  de  b\  ainsi,  le  produit  a 7 4-  ab  est  trop  fort 
du  produit  de  a + b par  b , c’est-à-dire  de  ab  4-  b7.  Il  faut  donc 
retrancher  ab  - 1-  b7  du  produit  précédent  a7  -f-  ab  , ce  qu’on  in- 
diquera algébriquement  de  cette  manière  : a7  -t-  ab  — ab  — b7. 
Comme  d’ailleurs  les  deux  produits  -+-  ab , — ab,  se  détruisent 
réciproquement,  il  vient  enlin  a 7 — b7  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a7 — b 7 ayant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à a et  b , il  s’ensuit  que  le  théorème 
énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 


TROISIÈME  QUESTION.  — THÉORÈME. 


C.  Si,  aux  deux  termes  d'une  fraction  proprement  dite,  ou 
d’un  nombre  plus  petit  que  l’unité,  on  ajoute  un  meme  nombre 
entier,  la  nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que  la 
première. 

5 

Soit  — la  fraction  proposée;  ajoutant  3 à chacun  de  ses  deux 


ternies,  on  obtient  -g-  Ces  deux  frictions,  réduites  au  même  dé- 
nominateur, deviennent  or  la  2e  fraction  est  évidem- 

180  180 

ment  plus  grande  que  la  première. 

Pour  reconaître  si  le  théorème  énoncé  est  vrai , quelle  que  soit 
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In  fraction  proposée,  désignons  cette  fraction  pur  - > en  suppo- 
sant « b. 

Soit  in  le  nombre  ajouté  aux  deux  ternies  de  cette  fraction  ; il 

i. 

en  resuite.  . . 


b ■+•  m 

Afin  de  comparer  les  deux  frartions,  il  faut  les  réduire  au 
même  dénominateur  : il  suffît  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
termes  a et  b de  la  première  fraction  paré -+-/«,  et  les  deux 
termes  de  la  seconde  par  b.  Or  multiplier  a par  b -4-  in , revient 
à prendre  a autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  b , plus  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  ni,  ce  qui  donne  nb  ain.  On  prouve- 
rait de  même  que  le  produit  de  b par  b -+-  ni  est  b1  -f-  b ni , ce  qui 


donne 


nb  - 


b ni 


pour  la  première  fraction.  De  même,  si  l’on  mul- 


par  b , comme  on  l’a 


tiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  j- 

, ",  . "b  -+-  bm 

vu  ln°  K',  elle  devient  — 

1 b'-hbm 

Les  deux  numérateurs  nb  -J-  a ni , ab+bm,  ont  une  partie 
commune  nb;  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  arn  du  premier  numérateur,  puisqu’on  a sup- 
pose é a.  Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la 
première;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  d'ailleurs,  par  le  raisonnement  précédent,  qu’il' faut  que 

'j  soit  une  fraction  proprement  dite,  pour  que  le  théorème  soit 

vrai;  car  autrement,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que  la 
première , puisque  alors  on  aurait  ab  -f-  bm  <^nb  arn. 


7.  En  réfléchissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  questions 
précédentes,  on  sentira  que  l’emploi  des  signes  algébriques  doit 
donner  lieu  à des  règles  cortlmunes  à plusieurs  questions.  C’est 
ainsi,  par  exemple,  que  dans  la  seconde  et  la  troisième,  on  a été 
conduit  à effectuer  la  multiplication  d’une  somme  a b par  on 
nombre  a,  d’une  somme  a 4-  b paré,  d’un  nombre  « par  une 
somme  b ■+■  m.  D’où  il  résulte  qu’en  établissant  des  préceptes 
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généraux  pour  trouver  les  résultats  des  opérations  qu’on  peut  avoir 
à effectuer  sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens 
fixes  de  résoudre  par  les  symboles  algébriques  toutes  les  questions 
relatives  aux  nombres. 

Celte  partie  de  l’Algèbre  a pour  titre  : La  manière  d'effectuer 
les  opérations  de  l’Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou 
littérales  ; c’est-à-dire  sur  les  nombres  représentés  par  des  signes 
algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride , 
peut-être  même  rebutante  pour  les  commençants;  mais  il  est  indis- 
pensable de  la  bien  posséder,  si  l’on  veut  avancer  rapidement  dans 
le  champ  vaste  et  fécond  de  l’Algèbre. 


i 
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CHAPITRE  PREMIER. 

§ l".  Des  Opérations  algébrir/ucs. 


Définitions  préliminaires. 

8.  Tonte  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  c’est-à-dire 
à l’aide  des  signes  de  l’Algèbre,  s’appelle  rpiantitê  algébrique , ou 
quelquefois  quantité  littérale  : c’est  plutôt  l'expression  algébrique 
de  la  quantité. 

Ainsi,  3 a est  l’expression  algébrique  du  triple  du  nombre»; 
5a1  est  l’expression  algébrique  du  quintuple  du  carre  de  »; 
■jw’ô1  est  l’expression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du  cube 
de  a,  multiplié  par  le  carré  de  b. 

3 a — 5 b est  l’expression  algébrique  de  la  différence  entre  le 
triple  de  a et  le  quintuple  de  b. 

2 »’ — Sab+^b*  est  l’expression  algébrique  du  douille  du 
carré  de  »,  diminué  du  triple  produit  «le  » par  b,  et  augmenté 
du  quadruple  du  carré  de  b. 

On  appelle  monôme , ou  quantité  à un  seul  terme,  ou  sim- 
plement terme,  une  quantité  algébrùpie  qui  n'est  réunie  à au- 
cune autre  par  le  signe  de  l’addition  ou  de  la  soustraction;  et 
polynôme , ou  quantité  à plusieurs  termes,  une  expression  algé- 
brique composée  de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres 
par  les  signes  -f-  ou  — . Ainsi,  3 a,  5 a7,  ya^b',  sont  tics  mo- 
nômes; 3«  — 5l>,  la* — 3 ab  + lfb1,  sont  des  polynômes.  La 
première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme,  parce  «pi’elle 
est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est  dite  un  trinôme, 
comme  étant  composée  de  trois  termes.. . . 

0.  La  valeur  numérique  «l’une  expression  algébri«(uc  est  le 
nombre  qu’on  obtiendrait  si,  en  donnant  «les  valeurs  particu- 
lières aux  lettres  qui  v entrent , on  effectuait  toutes  les  opérations 
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tic  l'Arithmétique  que  comporte  cette  expression.  Celte  valeur 
numérique  dépend  évidemment  des  valeurs  particulières  attri- 
buées aux  lettres,  et  doit  généralement  varier  avec  elles.  Ainsi, 
2 a3  a pour  valeur  numérique  5q , lorsque  l’on  fait  a — 3;  car  le 
cube  de  3 est  27,  et  2 fois  27  donne  54*  La  valeur  numérique  de 
cette  même  expression  est  25o , lorsque  l’on  fait  a = 5 ; car  le 
cube  de  5 est  125,  et  2 fois  125  donne  25o. 

Je  dis  généralement,  car,  dans  quelques  cas,  la  valeur  numé- 
rique d’une  expression  algébrique  reste  constante,  quoiqu’on 
fasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent.  Ainsi,  dans 
l’expression  a — b,  tant  qu’on  donnera  il  a et  à b des  valeurs 
croissant  chacune  de  la  même  quantité,  l’expression  ne  changera 
pas. 

Soit,  par  exemple,  a = 7,  b =4;  «1  on  résulte  a — ô = 3. 

Soit  maintenant  a = 12  ou  7-4-5,  et  b — g ou  4 +5;  il  en 
résulte  a — b — 12  — g = 3 , etc. 

La  valeur  numérique  d’un  polynôme  ne  change  point  lorsqu’on 
intervertit  l’ordre  de  ses  termes,  pourvu  que  l’on  ait  soin  de 
conserver  à tous  leurs  signes  respectifs.  Ainsi,  les  polynômes 
4 fl3  — 3«’ô  -4- 5 «rc5,  5ac3  — 3a3b  + l\a3,  ^a3-{-  5ac3  — 3 a3b, 
ont  la  même  valeur  numérique.  C’est  une  conséquence  évidente  de 
la  nature  de  l’addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques.  Mais 
cette  observation  sera  très-utile  par  la  suite. 

10.  Des  différents  termes  qui  composent  un  polynôme  donné, 
les  uns  sont  précédés  du  signe  -4-,  les  autres  du  signe  — . Les  pre- 
miers portent  le  nom  de  termes  additifs,  les  autres  s’appellent 
termes  soustractifs.  On  appelle  aussi  les  premiers,  termes  positifs, 
et  les  autres,  termes  négatifs;  dénominations  assez  impropres , que 
l’usage  seul  a consacrées. 

Le  premier  terme  d’un  polynôme  n’est  ordinairement  précédé 
d’aucun  signe;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  -4-. 

11.  On  appelle  dimension  d’un  terme,  chacun  des  facteurs  lit- 
téraux qui  composent  ce  terme,  et  degré  le  nombre  de  ces  facteurs 
ou  dimensions.  Le  coefficient  ne  compte  pas  pour  une  dimension. 
Ainsi,  3 a est  dit  un  terme  à une  dimension,  on  du  premier 
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degré,  ou  linéaire;  5ab  est  dit  un  terme  à deux  dimensions,  ou 
du  second  degré;  ’ja'bc'  étant  la  même  chose  que  7 aaabcc , est 
dit  à six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

En  général , le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  iC un  terme 
s'estime  par  la  somme  des  exposants  des  lettres  t/ui  entrent  dans  ce 
terme.  A ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d’après  la  définition 
même  de  l’exposant  (n°  2),  une  lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est 
censée  avoir  t pour  exposant.  Ainsi,  le  degré  du  terme  8 a'bcd‘ 
est  2 -4-  t -f*  1 -4-  3,  ou  ’j. 

Un  polynôme  est  dit  homogène,  lorsque  tous  scs  termes  sont  de 
même  degré:  3 a — 7.b  -4-r,  3a’ — 4 f‘b-é-  b',5a,c  — 4 <34-2cV, 
sont  des  polynômes  homogènes;  8nJ  — !\ab  -+-  c n’est  pas  homo- 
gène. 

RÉDUCTION  UES  TERMES  SEMBLABLES. 

12.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  com- 
posés des  mêmes  lettres  affectées  respectivement  des  mêmes  expo- 
sants. 

Ainsi  7 ab  et  3 ab,  4 a'b1  et  5a' b’,  sont  des  termes  semblables. 
Sa' b et  7 ai1  ne  sont  pas  des  termes  semblables;  car  ils  sont  bien 
composés  des  mêmes  lettres,  mais  les  mêmes  exposants  n’affectent 
pas  les  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu’un  polynôme  renferme,  dans  son  expres- 
sion, plusieurs  termes  semblables,  et  alors  il  est  susceptible  de 
simplification. 

Soit  le  polynôme  4 a*b  — 3a’r  -4-  çyte' — 2a’b  -+-  ’ja'c  — Gb'  ; on 
petit  (n°  9)  l’écrire  ainsi  : 4 a'b — 2 a'b-^-rja,c — Sa’c-f-g/ïc1— Gb'; 
or,  4 a1/) — 2 a 'b  se  réduit  évidemment  à 2 n'b;  7 a'c — 3uY  se  ré- 
duit à 4 «!e;  donc  le  polynôme  lui-même  revient  à 2«,6-4-4«’c 
-t-  qae  ’ — 6 b*. 

Que  l’on  ait  dans  un  polynôme  quelconque,  les  termes 

-t-  2 a'bc'1,  — 4 a>bc,f  -4-  Ga'bc:,  — Saibc 2,  -4-  1 ta'bc'e-  ■" 

D’abord,  la  somme  des  termes  additifs  -4-  la'bc'-  -4-  6a}bc' 
-1-  1 in'ôc’  est  égale  à -t-  ign’ôe7;  la  somme  des  termes  sous- 
tractifs — ja'be'  — Sa'be'  est  égale  à — 12 a'bc:.  Donc  l’en- 
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semble  des  cinq  termes  proposes  se  réduit  à -t-  ig a3b3 — lo.a’bc3, 
ou  à -h  ja3bc3. 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit  plus 
forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas,  on  soustrait  le 
coefficient  positif  du  coefficient  négatif,  et  l’on  affecte  le  résultat 
du  signe  — . Ainsi,  que  l’on  ait  -t-  5 a‘b  pour  la  somme  des  ter- 
nies positifs,  et  — 8 n ‘b  pour  la  somme  des  termes  négatifs;  comme 
— 8 a3b  revient  h — 5 a3 b — 3 a3b,  il  s'ensuit  que-f-5n’/i — 8 a3 b 
équivaut  à -t-  5 a3b  — 5 a7 b — $a3b,  ou  à — 3 a3b. 

D où  l’on  peut  conclure  celte  règle  : Pour  opérer  la  réduction 
des  termes  semblables,  formez  un  seul  terme  additif  de  tous  les 
termes  semblables  précédés  du  signe  — ; ce  rjui  se  fait  en  ajoutant 
les  coefficients  de  ces  termes,  et  en  donnant  leur  somme  pour  coeffi- 
cient à la  partie  littérale  commune.  Formez,  par  le  même  moyen,  un 
seul  terme  soustractif  de  tous  les  termes  précédés  du  signe  — ; 
retranchez  ensuite  la  plus  petite  somme  de  la  plus  grande,  et 
donnez  au  résultat  le  signe  de  la  plus  grande. 

(Il  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  que  sur  les  coefficients  et  jamais  sur  les  exposants.) 

On  trouvera,  d’après  cette  règle,  que 

Ga-b  — 8 a3b — g a3b  -h  i5a3h — a3  b se  réduit  à -+-  3 a’b , 
7 abc’  — abc 3 — 7 abc3  — 8 abc3  -f-  ^ abc3  se  réduit  à — 5 abc3. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d’opération, 
toute  particulière  à l’Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  l 'addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  algébriques,  opé- 
rations que  nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque.  — Comme  celles-ci  doivent  offrir  à l’esprit  des 
élèves  la  même  idée  que  les  opérations  analogues  de  l'Arithmc- 
tique,  nous  nous  dispenserons  d’en  répéter  les  définitions,  qui 
doivent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu  l’a- 
rithmétique avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  les  procédés  ne 
peuvent  plus  être  les  mêmes , puisque  les  symboles  sont  différents. 
Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  à de  simples  indications,  tantôt 
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il  y a lien  réellement  à les  effectuer,  et  alors  il  faut  des  règle» 
correspondantes  aux  symboles  que  l'on  emploie. 

De  l'addition  algébrique. 

15.  Soit  d’abord  à ajouter  les  expressions  3 a,  5 b,  2 r;  on  a 
pour  le  résultat  de  cette  addition , 3a  -+-  5 b o.r,  expression  que 
l'on  ne  peut  simplifier  davantage. 

Soit  encore  à ajouter  les  monômes  4 a’b’,  2a’b’,  ' a’b';  le  ré- 
sultat est4 a,b,-+-  2 a’b’  -f-  ~a’b\  ou  réduisant  (n°  12)  i3 a’b’. 

Proposons-nous  maintenant  d'ajouter  les  polynômes 

3a’ — l\ \ab , 2 .a'  — 3ab  -f-  6%  a ab  — 5 b*. 

Pour  former  un  seid  polynôme  qui  exprime  la  somme  de  ceux- 
ci,  observons  qu’ajouter  au  nombre  exprimé  par  3a’  — & ab,  le 
nombre  exprimé  par  2 a’  — 3 ab  -f-  h',  c’est  y ajouter  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  d’unités  exprimé  par  a a 5 -f-  b ’,  et  le  nombre 
d’unités  exprimé  par  3 ab,  opération  que  l'on  ferait  aisément, 
si  l’on  attribuait  des  valeurs  particulières  à «et  b\  mais  comme 
on  ne  saurait  l’exécuter  dans  l’état  actuel  des  quantités,  on  re- 
marque qu’il  revient  au  même  d’ajouter  d’abord  an1  -+-  b1  à 
3a’  — 4ab,  et  de  retrancher  ensuite  3 ab  ; ce  qui  donne 
3a’  — 4 °b  -f-  2«’  -f-  b*  — 3 ab,  on  en  changeant  l’ordre  des 
termes  (n"  7), . . . 3 a’  — l\ab  -+-  2 a"  — 3 ab  -+-  b’.  De  même, 
pour  ajouter  2 ab  — 5b1  à cette  dernière  expression,  il  suffit  d’é- 
crire 3a1  — 4 °b  -4-  2«’  — 3 ab  -+-  b’  -t-  2 ab  — 5b’;  il  ne  s’agit 
plus  actuellement  que  de  faire  (n°  $2)  la  réduction  des  termes 
semblables,  et  il  vient  enfin  5a - — 5 ab  — 4^?I>ou''  1°  résultat 
demandé. 

Comme  des  raisonnements  analogues  pourraient  s'appliquer  à 
d’autres  polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  géné- 
rale pour  l’addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  : Écrira  les 
polynômes  proposés  les  uns  à la  suite  des  autres,  en  conservant  aux 
termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs  ; puis,  faites  la  ré- 
duction des  termes  semblables , s’il  y a lieu. 
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Voici  quelques  exemples  : 

i°.  3 -a2  — 4 ab — ib7  ; 2°.  •ja7b — 3 abc — 8 b7c — <y3  -+-  al7 

-f-  Su 7 -+-  2 ab — b*  ; H-  Sube  — Su 1 b -f-  3 c3  — 4 b*c+  cd7 

H-  3 ab  — 2 b!  — 3c’  ; -+-  \a ‘‘b  — 8c1  -f-  çfb7c  — 3c/J 

8/j1  ab  — Sb7 — 3c3;  Ga7b  bSaic  — 3 b7c — t\c3-b^cd7 — 3rf\ 

Dans  la  pratique,  on  dispose  ordinairement  les  quantités  propo- 
sées, les  unes  sous  les  autres,  comme  on  le  voit  dans  ces  deux 
exemples  ; on  fait  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l’on  écrit 
avec  leurs  signes  respectifs  les  résultats  de  la  réduction.  Ainsi,  dans 
le  premier  exemple , en  considérant  le  terme  3 a3,  comme  ce  terme 
est  semblable  au  terme  Sa7  qui  se  trouve  sur  la  seconde  ligne,  on 
écrit  8a1  pour  le  résultat  de  la  réduction  de  ces  deux  termes, 
qu’on  a soin  de  barrer  légèrement  (comme  on  le  voit  pour  le  pre- 
mier terme).  Passant  ensuite  au  terme  — ^ab,  on  le  réduit  avec 
les  termes  4-  lab  et  3 ab,  ce  qui  donne  +ab,  qu’on  écrit  à la 
droite  de  8a5,  et  l’on  barre  les  nouveaux  termes  qu’on  vient  de 
réduire.  On  continue  ainsi  l’opération  jusqu’à  ce  que  tous  les 
termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu’on  passe  sur  les  termes  sert  à prévenir  l’omis- 
sion de  quelques  termes  dans  le  résultat;  les  termes  non  barrés 
sont  encore  à réduire. 

De  la  soustraction  algébrique. 

IA.  Soit  à retrancher  4 b de  5a;  le  résultat  algébrique  est  5a — /{b. 
De  même,  la  différence  entre  qa3b  et  t\a7b  est  7 a3b  — 4 a'b,  ou 
3 a3b. 

Soit  maintenant  2//  — 3c  à retrancher  de  4 a;  on  peut  d’abord 
présenter  le  résultat  de  cette  manière,  4 a — (2 b — 3c),  en  met- 
tant la  quantité  à soustraire  entre  deux  paren thèses  et  l’écrivant 
à la  suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — . Mais  les  ques- 
tions exigent  souvent^que  l’on  forme  un  seul  polynôme  de  cette 
expression  : et  c’est  en  cela  que  consiste  principalement  la  règle  de 
la  soustraction  algébrique. 
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Pour  parvenir  à ce  but,  on  observera  que  si  a,  b,  celaient 
donnés  numériquement , on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
7.  b — 3c,  puis  on  retrancherait  le  résultat  obtenu,  de  ^a;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  être  effectuée  dans  l'état  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  2 b de  4 fl,  ce  qui  donne 
4 « — 2 6;  mais  en  retranchant  2 b unités,  on  a soustrait  un  nombre 
trop  fort  de  3c  unités;  il  faut  donc  rectifier  le  résultat  en  y ajou- 
tant 3c.  Ainsi,  l'on  a 4 « — 26  -t-  3c  pour  le  résultat  de  la  sous- 
traction proposée. 

Soit  encore  5a 3 — L [a b -+-  3 bc  — b 3 à soustraire  de  8fl 3 — 2 ab  ; 
cette  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a*  — 2 ab  — (5  a7  — 4 ab  -y  3 bc  — b 3). 

Mais,  pour  réduire  cette  expression  à un  seul  polynôme,  obser- 
vons que  retrancher  5 a’  — 4 flô  -H  3 ôr  — b1  revient  à retrancher 
la  différence  entre  la  somme  5 fl3  -+-  3 bc  des  termes  additifs,  et  la 
somme  \ab  y-  b 3 des  termes  soustractifs.  On  peut  d’abord  retran- 
cher 5 a 3 -+-  36c  , ce  qui  donne  8a1  — 2 ab  — 5 fl 3 — 3 bc-,  et 
comme  ce  résultat  est  nécessairement  trop  faible  de  4 ab  -+-  b- , il 
faut  y ajouter  cette  dernière  quantité  , et  il  vient 

8a3  — 2 ab  — 5 fl3  — 36c  4-  4 ab  -+-  63, 
ou 

8fl 3 — 7,  ab  — 5fl3  -+-  4 ab  — 3 bc  -4-'  b7 , 
en  rétablissant  l’ordre  des  termes;  ou  bien  enfin  , en  réduisant  , 
3n3  -f-  2 «6  — 36c  -+-  b7. 


D’où  l’on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  polynômes  l’un  de  l’autre,  écrivez  h la  suite 
du  polynôme  dont  il  faut  soustraire,  l’autre  polynôme  en  chan- 
geant les  signes  de  celui-ci,  et  faites  la  réduction  du  polynôme 
résultant,  s’il  y a lieu. 

On  trouvera,  d'après  cette  règle, 
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tiî.  On  peut  aussi , d'après  cette  même  règle  , faire  subir  à cer- 
tains polynômes  quelques  transformations. 

Par  exemple,  6a: — 3 ab  + ît1  — 2 bc 

revient  à 6a3 — (3 ab  — 2Ô’  -+-2  bc). 

De  même  7 n3 — 8 a3  b — 4 b' c -t-  6 b3 

revient  à 7 a3  — (8  a3  b -t-  4 b3  c — 6 b3), 

ou  bien  encore  à 7 a3 — Sa7b — (4  b3c — 6b3). 

Ces  transformations,  qui  consistent  à décomposer  un  polynôme 
en  deux  parties  séparées  l’une  de  l’autre  par  le  signe  — , sont  très- 
utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique. 


10.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est 
généralement  admis  dans  tous  les  Traités  d’Arithmétique  ( voyez 
pour  la  démonstration  , mes  Eléments  d'arithmétique , 2 ic  édition  , 
n"s  fiiî  ensuivants),  c’est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
nombres  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu’on  les  multiplie. 

Cela  posé,  considérons  d’abord  le  cas  où  l’on  a un  monôme 
multiplier  par  un  monôme. 

Soit  7 a3 b'-  à multiplier  par  /\a3b.  L’expression  de  ce  produit 
peut  d’abord  s’écrire  ainsi  : rja3b'y(.^a3b.  Maison  peut  la  simplifier, 
en  observant  que,  d’après  le  principe  précédent  et  la  signification 
des  symboles  algébriques  (n"  8),  elle  revient  à 7 X 4 X aaanabbb . 
Or,  comme  les  coefficients  sont  des  nombres  particuliers , rien 
n’empcche  d’en  former  un  seul  en  les  multipliant  entre  eux  : ce 
qui  donne  28  pour  coefficient  du  produit.  Quant  aux  lettres,  le 
produit  aaaan  équivaut  ù n4  (7",  n°  U),  et  le  produit  bbb  , à b3  ; 
ainsi , l’on  obtient  pour  résultat  final , 28«4ô!. 

Soit  encore  izcéb'c1  à multiplier  par  &a3b3d3;  ce  produit 
revient  à 12  X 8 X aaaaabbbbbbccdtl , ou  g 6a3  b* c3d3. 

D’où  l’on  voit  que,  pour  multiplier  deux  monômes  l’un  par 
l’autre,  il  faut:  t° — multiplier  les  deux  coefficients  entre  eux  ; 
2°  — écrire  h la  suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à 
la  fois  dans  le  multiplicande  et  te  multiplicateur , en  affectant 
Alg.  B.,  toe  éd.  • a 
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chaque  lettre  d’un  exposant  égal  à la  somme  des  deux  exposants 
dont  cette  même  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs ; 3°  — si 
une  lettre  n’entre  que  dans  un  des  facteurs , l’écrire  au  produit  avec 
l’exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  facteur. 

La  règle  relative  aux  coefficients  n’offre  aucune  difficulté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  exposants,  il  faut 
observer  qu'en  général  , un  nombre  a doit  se  trouver  autant  de 
fois  facteur  dans  le  produit,  qu’il  l’est , tant  dans  le  multiplicande 
que  dans  le  multiplicateur.  0r(n°2),  les  exposants  des  lettres 
marquent  le  nombre  de  fois  qu’elles  entrent  comme  facteurs  ; 
donc  la  somme  des  deux  exposants  d’une  même  lettre  mar- 
que le  nombre  de  fois  qu’elle  doit  être  facteur  dans  le  produit 
demandé. 

On  trouvera,  d’après  la  règle  précédente,  que 
8 a'bc'1  X 7 abcd2  zz - 5Ga2  b2 c2 d2 , 
ai  aib2cd  X 8 abc2  = 168 a'b3c'd, 

4 abc  X 7 df  = a.8 abedf. 

17.  Passons  à la  multiplication  des  polynômes. 

Soient  d’abord  deux  polynômes  a -f-  b -f-  c et  d -+-  f , com- 
posés de  termes  tous  additifs  ; on  peut  présenter  le  produit  sous  la 
forme  (a  b c)  [d  f).  Mais  on  a souvent  besoin  de  former 
un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué;  et  c'est  en  cela  surtout 
que  consiste  la  multiplication  de  deux  polynômes. 

Or  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a -f-  b -+-  c par 
d ■+■  f revient  à prendre  a -+-  b -+-  c autant  de  fois  qu’il  y a 
d’unités  dans  d , plus  autant  de  fois  qti-il  y a d’unités  dans./-,  et  à 
ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a -+-  b -+-  c par  d , c est 
prendre  d fois  chacune  des  parties  du  multiplicande , et  réunir  les 
produits  partiels,  ce  qui  donne  ad  bd  -f-  cd.  De  même,  mul- 
tiplier a -f-  b -+-  c par  f , c’est  prendre  f l’ois  chacune  des  parties 
du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  partiels.  Donc  enfin 
(n  + 4 4-  c ) ( </  H-/)  — a‘t  + bd  ■+■  cd  H-  af  -f-  bf  + cf . 

Ainsi,  pour  multiplier  deux  polynômes  composés  de  ternies 
tous  additifs  , il  faut  multiplier  séparément  chacun  des  termes  du 
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multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multiplicateur , et  ajouter 
tous  les  produits. 

Si  les  ternies  sont  affectés  de  coefficients  et  d’exposants,  on  suit 
les  règles  prescrites  (n°  16)  pour  la  multiplication  des  monômes. 
Par  exemple,  (3a3  -4-4  *+*  ^!)  (2a  + 5 h ) donne  pour  produit 

6a3  + 8a3  b -4-  lab'1  -4-  i5  a*  b -+-  ioab3  -4-  5 b 3 , ou  réduisant, 
6a3  -4-  23 a5  b -4-  22 ab3  -4-  5 b3. 

Pour  nous  rendre  compte  du  cas  le  plus  général , commençons 
par  remarquer  que  , si  le  multiplicande  renferme  des  termes  addi- 
tifs et  des  termes  soustractifs,  ce  facteur  exprime  une  différence 
entre  le  nombre  d’unités  marqué  par  la  somme  des  termes  addi- 
tifs et  le  nombre  d’unités  marqué  par  la  somme  des  termes  sous- 
tractifs. Même  raisonnement  par  rapport  au  multiplicateur.  D’où 
il  suit  que  la  multiplication  de  deux  polynômes  quelconques  est 
ramenée  à la  multiplication  de  deux  binômes  , tels  que  a — b , 
c — d [a  désignant  la  somme  des  termes  additifs,  et  — b la 
somme  des  termes  soustractifs  du  multiplicande  ] ; il  en  est  de 
même  par  rapport  au  multiplicateur  c — d.  Voyons  donc 
comment  on  peut  effectuer  la  multiplication  exprimée  par 
(a  — b)  (c  — d). 

Or  multiplier  a — b par  c — d revient  évidemment  à prendre 
a — b autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  c,  moins  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  d , ou  bien  à multiplier  « — b par  c, 
et  à retrancher  du  produit  celui  de  a — b par  d.  Mais  multiplier 
a — b par  c revient  à multiplier  r par  a — b (en  vertu  du  prin- 
cipe énoncé  n°  16);  ce  qui  donne  évidemment  ca — cb,  ou 
ac  — bc.  De  même,  le  produit  de  a — b par  d est  ad  — bd-,  et 
comme  on  vient  de  voir  que  ce  dernier  produit  doit  être  retran- 
ché du  précédent  ac — bc,  il  faut  (n°  14)  changer  les  signes  de 
ad — bd,  et  l’écrire  à la  suite  de  ac  — bc,  ce  qui  donne  enfin 

(a  — b)  [c  — z/)  = ac  — bc  — ad  -4-  bd. 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ce  produit  vient 
d’être  formé,  on  verra  que  , dans  toute  multiplication  , si  l’on  con- 
sidère tcus  les  termes  additifs  du  multiplicateur,  il  faut  multiplier 
chacun  des  termes  du  multiplicande,  tant  additifs  que  soustrac- 

a, 
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h fs  , par  ers  tenues  , et  affecter  les  produits  pu  rltcls  de  signes  srm- 
Itlnhles  n ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  a ffectés  ; et  en 
considérant  les  termes  soustractifs  du  multiplicateur , multiplier  de 
même  chacun  des  termes  du  multiplicande , tant  additifs  que  sous- 
tractifs , pur  ces  termes  ; mais  affecter  tes  produits  partiels  de  signes 
contraires  à ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affrétés. 
Quant  à ta  multiplication  partielle  d'un  tenue  du  multiplicande 
par  un  terme  du  multiplicateur , on  suit  les  régies  établies  pour  les 
monômes  [n"  10). 

Soient,  par  exemple,  les  deux  polynômes 

— 5 a1  h — Hal>‘  H-  a A', 
et  a a J — 3 ah  — 4^’) 

8/7*  — ton'b  — i6«7<’  4-  4 fl’ A’ 

— 1 2 n*  A 4-  1 5 n1  A’  -4-  24  a1  A’  — (j  «A* 

— iGa'b-  4-  2o«’A;  4-  32nA‘  — S lé 

Sa'  — 22«‘  A — 17  a' b'  4-  48/77A'  4-  vGale  — 8A\ 

Après  avoir  disposé  les  polynômes  l'un  au-dessous  de  l'autre  , 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2 a'-  du 
second  , ce  qui  donne  8ns  — 10  a'  A — iG/r'A’  4-4  fl1  A',  poly- 
nôme dont  les  signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multipli- 
cande. Passant  ensuite  au  terme  Zab  du  multiplicateur , comme 
ce  terme  est  alfeeté  du  signe  — , on  multiplie  chacun  des  termes 
du  multiplicande  par  ce  terme,  en  ayant  soin  d’affecter  chaque 
produit  d’un  signe  contraire  à celui  du  terme  correspondant  du 
multiplicande , ce  qui  donne  — 12  «‘A  4-  i5a5  A’4-24  a'  A’ — Gab' , 
produit  que  l’on  écrit  au-dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  4 A’,  qui  est 
aussi  soustractif,  ce  qui  donne  — 1 G n’  A1 4-  20 «’  AJ 4-  3 a a lé  — 8 As. 
On  fait  ensuite  la  réduction  clés  ternies  semblables,  et  l’on  obtient 
enfin  pour  l’expression  la  plus  simple  du  produit, 

8«*  — 22/7*  A — 1 7 «3  A*  -f-  48/t’ A'  4-  26//A*  4-  8 A’. 

La  règle  des  signes,  qui  est  la  plus  importante  à retenir  dans 
la  multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s’énoncer  ainsi: 
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Toutes  les  fois  que  les  tleujc  termes  du  multiplicande  et  du  multi- 
plicateur sont  affectés  du  meme  signe , le  produit  correspondant 
est  affecté  du  signe  -+-  ; et  lorsque  les  deux  termes  sont  affectés  de 
signes  contraires  , le  produit  est  affecté  du  signe  — . 

On  dit  encore,  en  langage  algébrique , que  -H  multiplié  par  -(- , 
ou  — multiplié  par  — , donne  -f- , et  que  — multiplié  par  -4-,  ou 
-H  multiplié  par — , donne — . Mais  ce  dernier  énoncé,  qui 
n’offre  aucun  sens  raisonnable  en  lui-même  (puisqu’on  ne  sait  ce 
que  signifie:  multiplier  entre  eux  des  symboles,  non  de  quantités , 
mais  d’opérations  arithmétiques) , ce  dernier  énoncé,  dis-je,  doit 
être  seulement  regardé  comme  une  abréviation  du  précédent. 

Ce  n’est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristes , pour 
abréger  le  discours,  emploient  des  expressions  incorrectes,  niais 
qui  ont  l’avantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivants  : 

i er  Exemple.  3 a’  — 5 bd  + çf 

— 5 a ’ -f-  4 bd  — 8 cf 

Produit  si  mpl. — t5a'-\-3’]a',bd — ityécf—  T.ob^d1 + ^\bcd/—  8c’/1. 

2e  Exemple,  t^à1  b*  — 5 a,b1c-\-  8a‘bc-  — 3r/’c5  — ’jabc3 
2 a b*  — $abc  — 2 bc1  -4-  c3 

18  a'  b‘  — lo/Pé’c-t-  28 a3b3c1  — 3^a'b!c3 
— 4 a-bsc3 — îüa*  b'c  -4-  i2«3  bc  1 -4-  7 a'b-c' 
-4- 14  a3  ics-f- 14  ab’c3 — So’c"  — 7 abc*. 

10.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement.  — Si  les  polynômes  qu’on  se  propose  de  multi- 
plier l’un  par  l'autre  sont  homogènes  (n“  11)  (et  la  plupart  des 
questions  qu’on  cherche  à résoudre  par  le  secours  de  l’Algèbre  , 
les  questions  de  Géométrie  principalement,  conduisent  à de  sem- 
blables expressions),  le  produit  de  cas  deux  polynômes  est  aussi 
homogène  ; c’est  une  conséquence  évidente  des  règles  relatives  ûux 
lettres  et  aux  exposants  dans  la  multiplication  des  quantités  mo- 
nômes. En  outre,  le  degré  du  produit  de  chaque-  terme  doit  être 
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égal  à la  somme  i les  degrés  de  lieux  termes  i/uelconi/ues  du  multi- 
plicande et  du  multiplicateur.  Ainsi,  dans  lu  premier  des  deux 
exemples  précédents  , tous  les  termes  du  multiplicande  étant  du 
deuxième  degré , ainsi  que  ceux  du  multiplicateur , tous  les 
termes  du  produit  sont  du  quatrième  degré.  Dans  le  second  , le 
multiplicande  étant  du  cinquième  degré  , et  le  multiplicateur  du 
troisième  degré  , le  produit  est  du  huitième  degré.  Cette  remarque 
sert,  dans  la  pratique,  à reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par 
rapport  aux  exposants.  Par  exemple,  si  l'on  trouve  que,  dans 
l’un  des  termes  d'un  produit  qui  doit  être  homogène  , la  somme 
des  exposants  est  égale  à G , tandis  qu’elle  est  égale  à 7 dans  tous 
les  autres  termes,  il  y a erreur  manifeste  dans  l’addition  des 
exposants;  et  alors  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes 
qui  ont  formé  ce  produit  partiel. 

Secondement.  — Lorsque , dans  la  multiplication  de  deux  poly- 
nômes, le  produit  n’offre  aucune  réduction  de  termes  semblables  , 
le  nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  du  nombre 
des  termes  du  multiplicande , multiplié  par  le  nombre  des  termes 
du  multiplicateur  ; c’est  une  conséquence  de  la  règle  (n°  17}. 
Ainsi,  que  l’on  ait  5 termes  dans  le  multiplicande , et  4 dans  le 
multiplicateur,  il  y en  a 5 X 4>  ou  20,  dans  le  produit.  En 
général , si  le  multiplicande  se  compose  de/n  termes  et  le  multipli- 
cateur de  n termes,  le  produit  en  renferme  m X «• 

Troisièmement.  — Lorsqu’il  v a des  termes  semblables,  le  nom- 
0 bre  total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beaucoup  moins 
grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  différents  termes  du 
produit,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire  avec  aucun  autre: 
ce  sont , i°  le  terme  provenant  de  la  multiplication  du  terme  du 
multiplicande  affecté  du  plus  haut  exposant  d'une  i/uelconijue  des 
lettres , ]>ar  le  terme  du  multiplicateur  affecté  du  plus  haut  expo- 
sant de  la  meme  lettre  ; 2°  le  terme  provenant  de  la  multiplication 
des  deux  termes  a ffectés  du  plus  faible  exposant  de  la  même  lettre. 
En  effet,  ces  deux  produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre 
avec  un  plus  haut  ou  plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres 
produits  partiels;  par  conséquent,  ils  ne  peuvent  être  semblables 
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aux  autres  produits.  Cette  remarque , dont  la  vérité  se  déduit  de 
la  règle  des  exposants , sera  d’une  très-grande  utilité  dans  la 
division. 

10.  Pour  terminer  ce  qui  a rapport  à la  multiplication  algé- 
brique, nous  ferons  connaître  différents  résultats  de  multiplica- 
tion, d’un  usage  fréquent  en  Algèbre. 

i°.  Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance 
d'un  binôme  a -h  b.  On  a,  d’après  les  principes  connus, 

(a  + b)2  = («4-{)(a+ = a ab  -(-  b'-; 

c’est-à-dire  que  le  carre  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose 
du  carré  de  la  première  quantité,  plus  le  carré  de  la  seconde , plus 
le  double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi,  soit  à former  le  carré  de  5a3  + 8a7b;  on  a,  d’après  ce 
qui  vient  d’être  dit,  (5a3  -t-  8a1  b)7  = 2.5a6  -f-  8o a' b + 64  a'  b*. 

2°.  Soit  à former  le  carré  d’une  différence  a — b. 

On  a (a  — b)6  — (a  — b)  (a  — b)  — a 7 — 2 ab  + b 

c’est-à-dire  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  com- 
pose du  carré  de  la  //remière , plus  le  carré  de  la  seconde , moins  le 
double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi  (7  a7  b1  — 12 ab3)7  — 49 a'  b 1 — i68rt3  b3  + \^^.a7  b6. 

3°.  Soit  proposé  de  multiplier  a + b par  a — b. 

On  a (a  + b)(u  — b)  — a7  — b7.  Donc  la  somme  de  deux  quan- 
tités , multipliée  par  leur  différence , donne  pour  produit  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés.  (C’est  le  théorème  démontré  n°  B.) 

Ainsi  (8  a3  + 7 ab7)  (8+  — 7 ab7)  = 64 a6  — 49  a7 b1. 

On  peut,  en  combinant  ces  différents  résultats,  trouver  les  pro- 
duits de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le  pro- 
cédé ordinaire.  Soit,  par  exemple,  à multiplier  5 a7  — l\ab  + 3 b7 
par  5 a 7 — 4 ab  — 3 b7\  si  l’on  remarque  que  la  première  de  ces 
deux,  expressions  est  la  somme  de  deux  quantités  5 a7 — 4 ab  et  3 b7, 
que  la  seconde  est  la  différence  de  ces  deux  mêmes  quantités , 
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on  trouve  de  suite  pour  le  produit, 

(5  fl’  — 4«6)*  — (3  li1)  ’ = 25  — 4 On  ' b -h  l6flJ  lé  — y b'. 

20.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  l'on 
vient  d’obtenir,  on  voit  que  leur  composition,  ou  la  manière 
dont  ils  se  forment  à l'aide  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, est  tout  à fait  indépendante  des  valeurs  particulières  qu’on 
peut  attribuer  aux  lettres  a et  b qui  entrent  dans  les  deux  fac- 
teurs. 

Ex  principe,  la  manière  dont  un  //rodai  t algébrique  se  forme  à 
l’aide  de  ses  deux  facteurs  , s'appelle  la  loi  de  ce  produit  ; et  cette 
loi  reste  toujours  la  même , quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

21.  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois, 
d’après  son  inspection , le  décomposer  en  facteurs,  ce  qui  est  sou- 
vent utile. 

Soit  le  polynôme  iSn'  — 3o a' b -f-  i5</'ô’:  il  est  évident  que 
les  facteurs  5 et  a ■ entrent  dans  chacun  de  ses  termes.  Ainsi,  on 
peut  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5a’(5n’  — liai/  -f-  3 b1). 
De  même,  Gf\a'b*  — 25 ad/’  se  transforme  en 

(8 a7 b'  + 5ab')  (8 a' b'  — 5 ab'). 

En  effet,  6 jn‘ôfiet  a5 idb'  étant  les  carres  de  8rt’ô’  et  5fl/é,  il 
s’ensuit  que  l’expression  proposée  est  la  différence  de  deux  carrés, 
et  qu’elle  est  (n°  19)  décomposable  dans  la  somme  des  racines  de 
ces  carrés,  multipliée  par  la  différence  des  mêmes  racines 

De  ta  Division  algébrique. 

22.  La  division  algébrique,  comme  Indivision  arithmétique,  a 
pour  but,  -ftant  donné  un  produit  de  deux  facteurs  et  l’un  de  ces 
facteurs , de  trouver  le  second  facteur. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  monômes. 

. n2fls 

Soit  à diviser  72 a"‘  par  8n3,  ce  que  l'on  indique  ainsi  : y^T' 
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On  demande  une  troisième  quantité  monôme  qui,  multipliée  par 
la  seconde,  reproduise  la  première.  Or,  d’après  les  règles  établies 
pour  la  multiplication  des  monômes,  la  quantité  cherchée  doit 
être  telle,  que  son  coefficient,  multiplié  par  8,  donne  pour  pro- 
duit 72,  et  que  l’exposant  de  la  lettre  a dans  cette  quantité, 
ajouté  à 3,  exposant  de  la  lettre  a dans  le  diviseur,  donne  pour 
somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  l’on  obtiendra  cette 
quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de  l’exposant  5 l’ex- 

posant  3,  ce  qui  donne  —5 — = on2:  et,  en  effet,  011  a 
8n3 


Sri3  X J = 72  ns. 
On  a,  d’après  les  mêmes  remarques, 

35  a^b-c 


7 ab 


-.üa'bc-,  et,  eneffet,  70b  X 5 a*  bc  — 35«’  b'c  ; 


d’où  l’on  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  l’un  par  l’autre, 
il  faut,  i°  — diviser  les  deux  coefficients  l’un  par  l’autre; 
2°  — poier  les  lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur , écrire 
chacune  cl’elles  à la  suite  du  coefficient , en  l’affectant  d’un  expo- 
sant égal  à l’excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du  divi- 
seur; 3°  — écrire  à la  suite  et  avec  leurs  exposants  respectifs , les 
lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer  dans  le  diviseur. 

On  trouvera , d’après  cette  règle , 


48  aib'c‘>d 
yiab'c 


= 4 aèbcd) 


i5oaib’cd) 
3o  a 1btd* 


5 a1  b'-cd. 


( Voyez  le  n°  24 , pour  le  cas  où  les  exposants  d’une  meme  lettre 
sont  égaux  dans  le  dividende  et  le  diviseur.) 

25.  II  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  1110-  . 

nûines  est  impossible, premièrement , si  les  coefficients  ne  sont  pas 
divisibles  l’un  par  l’autre;  en  second  lieu,  si  certains  exposants 
sont  plus  forts  au  diviseur  qu’au  dividende  ; en  troisième  lieu , si 
le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  le  dividende.  Dès  qu’une  ou  plusieurs  de  ces  trois  cir- 
constances se  rencontrent,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d'un 
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monôme  fractionnaire , c'est-à-dire  d’une  expression  dans  laquelle 

entre  nécessairement  le  signe  algébrique  de  la  division , mais 

qu’on  peut  souvent  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  1 2n' é’crfà  diviser  par  Sa’èc*. 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monôme  entier,  c’est- 

à-dire  un  monôme  debarrassé  du  signe  de  la  division , parce  que  1 1 

n est  pas  divisible  exactement  par  8,  et  qu’en  outre , l’exposant  de  c 

est  moins  grand  au  dividende  qu’au  diviseur.  Ainsi,  on  présentera 

1 • , _ \ia'b7cd 

le  quotient  demande  sous  a (orme  -=■ — ; ; mats  on  neuf  smt- 

plifier  cette  expression,  en  remarquant  que  les  facteurs  4,  0%  b 
et  c , étant  communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction , rien  n’em- 
■ ,ii  ,,  . , 3 a' bd 

pcclic  île  les  supprimer  ; et  I on  a pour  résultat,  — — • 

En  général , pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire , il  faut , 
1°  — supprimer  te  pluf  grand  facteur  commun  aux  deux  em-Jfi- 
cients  ; 2°  — retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposants  d’une 
meme  lettre,  du  plus  grand , et  écrire  la  lettre  affectée  de  cette 
différence  et exposants  dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction 
où  l'exposant  était  le  plus  grand  ; 3“  — écrire  les  lettres  non  com- 
munes , avec  leurs  exposants  respectifs,  dans  celui  des  deux  termes 
de  la  fraction  où  ces  lettres  entraient. 

On  trouvera,  d’après  cette  nouvelle  règle, 

48  a7  b7  rd7  t[ad7  3^abicid  3^  b7c  7 a7  b I 

3(ja7  b7c7de  3 bec'  dta'bc'd7  &a7d  \{[a7l>7  7.ab 

Dans  le  dernier  exemple,  comme  tous  les  facteurs  du  dividende 
se  trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à l 'unité , parce 
que  cela  revient  à diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le 
numérateur. 

24.  Il  arrive  souvent  que  les  exposants  de  certaines  lettres  sont 
les  mêmes  au  dividende  qu’au  diviseur. 

Soit,  par  exemple,  à diviser  b‘  par  Sa7  b7;  comme  la  lettre 
b est  affectée  du  même  exposant,  le  quotient  ne  doit  pas  la  W- 

ey  .1  Çy  2 

fermer,  et  l'on  a — — = 3r/.  Maison  remarque  «tue  ce  résultat 

8 a’b‘  1 1 
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Sa  peut  être  mis  sous  une  forme  propre  à conserver  la  trace  de  la 
lettre  6 qui  a disparu  par  l’effet  de  la  réduction. 

En  effet,  si  l’on  applique,  par  convention , à l’expression  p 

b1 

la  règle  des  exposants  (n°  22),  il  vient  — = b°.  Ce  nouveau 

symbole  6°  indique  (n°  2)  que  la  lettre  entre  o fois  comme  facteur 
dans  le  quotient,  ou  , ce  qui  revient  au  même , qu’elle  ne  doit  pas 
y entrer;  mais  il  indique  en  même  temps  qu’elle  entrait  dans  le 
dividende  et  le  diviseur,  et  qu’elle  a disparu  par  l’effet  de  l’opéra- 
tion. Ce  symbole  a l’avantage  de  conserver  la  trace  d’un  nombre 
qui  faisait  partie  de  la  question  que  l’on  avait  en  vue  de  résoudre, 
sans  pour  cela  changer  en  rien  le  résultat;  car,  puisque  b°  pro- 
b* 

vient  de  qui , d’ailleurs  est  égal  à i , il  s’ensuit  que  3 ab°  équi- 
vaut à Sa  X i ou  Sa.  De  même 


i5  a*b3c' 
3 aJêc2 


5aab’c°  = 56’. 


Comme  il  importe  d’avoir  des  notions  exactes  sur  l'origine 
et  la  signification  des  symboles  employés  en  Algèbre,  nous  nous 
proposons  de  faire  voir  qu’en  général,  toute,  quantité  a,  affectée 
de  l’exposant  o,  équivaut  à i,  c'est-à-dire  que  l'on  a a°  ■=  i. 

En  effet,  cette  expression  provient , comme  nous  venons  de  le 
dire  , de  ce  que  a est  affecté  du  même  exposant  au  dividende  et  au 

am 

diviseur  d’une  division  indiquée.  Ainsi  l’on  a a°  = — (ni  dési- 

gnant  pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert  d’expo- 
sant à a).  Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par  elle-même 
um 

est  i ; donc  — = i : donc  aussi  l’on  a a°  — i . 

’ am  1 

Le  symbole  a°  n’est , nous  le  répétons  , employé  , par  conven- 
tion , que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d’une  lettre  qui 
entrait  dans  l’énoncé  d’une  question  , mais  qui  doit  disparaître  par 
l’effet  d’une  division  ; et  il  est  souvent  nécessaire  de  conserver  cette 
trace. 
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2iî . Soit  à diviser  5i  a- b1  -+-  ion 1 — 48"’ b — lôè 1 -+■  \ ub\ 
par  4 tfb  — 5n’  -f-  3 b'. 

Pour  suivre  |>lus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

5l(i1i1-HO«l  — 4 BnJi  — iSè'-t-joè’l  4 ni  — 5«'-t-3è’ 

-t-  Saib — ion'  •+■  6n’ /;’  ) — 2«’  + 8ni — 5 b' 

57a- i’ — 4 °nJi  — i5i*  -+-4niJ 

— 32  a’ i’-t-40n’i  — 24ni5 

25  n’i: — i5i‘  — 20  ni1 
-t-2oniJ  — 25n’ i’-+-  i5i' 

O 

Le  but  de  cette  opération  est,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
(n°  22  , de  trouver  un  troisième  polynôme  qui , multiplié  pnr  Ir 
second,  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  cette  delinition  et  de  la  règle  établie  (n°  17)  pour  la 
multiplication  des  polynômes,  que  le  dividende  est  l'assemblage, 
par  addition  et  après  réduction , des  produits  partiels  de  chacun 
des  termes  du  diviseur,  multipliés  par  chacun  des  termes  du  quo- 
tient cherché.  Cela  posé,  si  l’on  pouvait  découvrir  dans  le  divi- 
dende, un  terme  qui  provînt,  sans  réduction  , de  la  multiplication 
de  l’un  des  termes  du  diviseur  par  l’un  des  termes  du  quotient, 
alors,  en  divisant  l’un  par  l’autre  ces  deux  termes  du  dividende 
et  du  diviseur,  on  serait  sûr  d’obtenir  un  terme  du  quotient 
cherché. 

Or,  d’après  la  troisième  remarque  du  n"  18,  le  terme  10  u',  af- 
fecté du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a , provient  sans  réduction  , 
de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du  quotient , 
affectés  respectivement  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc,  en  divisantle  terme  ion'  par  le  terme  — 5 n • du  diviseur, 
on  sera  certain  d’avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais  il  se 
présente  ici  une  difficulté,  c’est  de  déterminer  le  signe  dont  le 
terme  du  quotient  doit  être  affecté.  Pour  11c  pas  être  arrête  doré- 
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navant  à ce  sujet , nous  allons  établir  une  règle  qui  sera  la  règle 
des  signes  de  la  division. 

Comme,  dans  la  multiplication,  le  produit  des  deux  termes  de 
même  signe  est  affecte  du  signe  -+- , et  que  le  produit  de  deux 
termes  de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  — , on  peut  con- 
clure : i"  — que,  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  -t-,  et  celui  du 
diviseur  le  signe  -)-  , le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  •+  ; 

— que  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  4-  et  le  terme  du  divi- 
seur le  signe  — , le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  — , parce 
qu’il  n’y  a que  le  signe  — qui , combiné  par  multiplication  avec 
le  signe  — du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  -+-  du  divi- 
dende; 3”  — que  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  — , et  le  terme 
du  diviseur  le  signe  le  quotient  doit  avoir  le  signe  — ; 4° — en- 
fin, si  le  dividende  a le  signe  — et  le  diviseur  le  signe  — , le 
quotient  doit  avoir  le  signe  -t- . 

En  résumant,  on  voit  que  cela  revient  à dire  : 

Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même 
signe,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  -+-  ; et  s’ils  sont  affectés 
de  signes  contraires , le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  — . On  dit 
encore,  par  abréviation, 

-t-  divisé  par  -t-,  et  — divisé  par  — , donnent  -f-  ; 

— divisé  par  -t-,  cl  -f-  divisé  par  — , donnent  — . 

Revenons  à notre  objet. 

Dans  l'exemple  proposé  , to a'  et  — 5 a’-  étant  affectés  de  signes 
contraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  — ; d’ailleurs  ioa‘ 
divisé  par  5 a'1  donne  î«!  (n°  22);  doDC  — la 7 est  un  terme  du 
quotient  cherché.  Après  l’avoir  écrit  au-dessous  du  diviseur,  on 
multiplie  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme;  puis  on 
soustrait  le  produit  — 8 aib  -f-  toa1  — 6 a'1  b7,  du  dividende,  ce 
qui  se  fait  en  écrivant  ce  produit,  avec  des  signes  contraires,  au- 
dessous  du  dividende,  et  en  opérant  la  réduction.  Il  vient  ainsi 
pour  résultat  de  la  première  opération  partielle, 

57  a’1  b'  — 40  o3  b — 1 5 A'  H-  \ aff . 

Ce  résultat  se  compose  des  produits  partiels  de  chacun  des 
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termes  du  diviseur  |>ur  chacun  des  termes  <|ui  restent  à déterminer 
au  quotient.  On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nouveau  divi- 
dende , et  raisonner  sur  lui  comme  sur  le  dividende  propose.  On 
est  alors  conduit  à prendre,  dans  ce  résultat,  le  terme  — /\ualb, 
affecté  du  plus  haut  exposant  île  a,  et  à le  diviser  par  le  même 
terme  — 5 a1  du  diviseur.  Or,  d'après  les  principes  precedents  , 
— 4 o a'  1/  divisé  par  — 5 a 1 donne  pour  quotient , -f-  8 ab,  nou- 
veau terme  qu’on  écrit  à la  droite  du  premier.  Multipliant  chacun 
des  termes  du  diviseur  par  ce  terme  , et  écrivant  les  produits  avec 
des  signes  contraires,  au-dessous  du  second  dividende,  puis  fai- 
sant la  réduction  , on  trouve  pour  résultat  de  la  seconde  opération, 

7.5  a1  b7  — 1 5 b'  — 20  ab1  ; 

divisant  encore  7.5  a1  b1  par  — 5 a1,  on  a pour  quotient,  — 5 b1,  qui 
forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  diviseur  par 
ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit,  avec  des  signes  con 
traircs,  au-dessous  du  troisième  dividende,  puis  faisant  la  réduc 
tion  , on  obtient  pour  résultat,  o.  Donc  — 7a1  -+-  8ab  — 56',  ou 
8ab  — 2 a1  — 5b1,  est  le  quotient  demandé;  ce  qu'on  peut  d’ail- 
leurs vérifier  en  multipliant  le  diviseur  parce  polynôme  : le  pro- 
duit effectué  doit  être  égal  au  dividende. 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  précédents  , on  voit  que  , 
comme  dans  chaque  opération  partielle,  on  est  obligé  de  recher- 
cher le  terme  du  dividende  affecté  du  plus  haut  exposant  de  l’une 
des  lettres,  et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du 
plus  haut  exposant  de  la  même  lettre,  on  éviterait  cette  recherche 
si  on  avait  le  soin  d'écrire  \ priori  les  termes  du  dividende  et  du 
diviseur,  de  manière  que  tes  exposants  d’une  même  lettre  allassent 
en  décroissant  de  gauche  à droite.  C’est  ce  qu’on  appelle  Ordonner 
le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  à une  même  lettre.  Au 
moyen  de  cette  préparation , le  premier  terme  à gauche  du  divi- 
dende, et  le  premier  terme  à gauche  du  diviseur,  sont  toujours 
les  deux  termes  qu’il  faut  diviser  l’un  par  l’autre  pour  avoir  un 
des  ternies  du  quotient  ; et  il  en  est  de  même  dans  toutes  les  opé- 
rations suivantes,  parce  que  les  quotients  partiels  et  les  produits 
du  diviseur  par  ces  quotients  sont  continuellement  ordonnés. 
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Voici  le  tableau  des  calculs  de  l’exemple  précédent,  après  que 
l’on  a ordonné  les  deux  polynômes  : 

10 — 48fl’ô-t-5ia3Z»’+  4 «é3 — i5b'  j 
— toa'-h  8a3b-t-  6a*b‘  j 

— 4°«:l  A — t-  57  a’  A1— f—  4aô3 — i5  b' 

H-4oa36  — 3 2 a7  b1  — 24  a b3 

-+-  25  a 3 é3  — 20  ai3 — 1 5 

— 25a3ô3-+-  20tfi’-t- 15  i' 

O 

26.  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour  diviser  deux 
polynômes  l’un  par  l’autre  : Après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le 
diviseur  par  rapport  à une  même  lettre,  divisez  le  premier  terme  à 
gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à gauche  du  diviseur, 
vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  du  quotient;  multipliez  le  divi- 
seur par  ce  terme,  et  retranchez  le  produit  du  dividende  proposé. 
Divisez  ensuite  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur,  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  du  quotient;  multipliez 
le  diviseur  par  ce  second  terme,  et  retranchez  le  produit  du  résultat 
de  la  première  opération.  Continuez  ainsi  les  opérations  jusqu’à  ce 
qu  enfin  vous  obteniez  pour  résultat,  o : auquel  cas , la  division 

EST  DITE  EXACTE. 

Lorsque  le  premier  terme  du  dividende  ordonné  n’est  pas  exac- 
tement divisible  (n°  25)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné , c’est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible , c’est- 
à-dire  qu’il  n’y  a pas  de  polynôme  entier  qui , multiplié  par  le 
diviseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on  recon- 
naît qu ’unc  division  est  impossible,  lorsque  le  premier  terme  de  l’un 
des  dividendes  partiels  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du 
diviseur. 

27.  Nous  remarquerons  en  passant  que,  s’il  y a quelque  ana- 
logie entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique,  par 
rapport  à la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effectués. 


— 5<ï3-4-  4 ab  -f-  3ô3 

— 2«3-!-8«ô  — 5 b1 
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elles  ont  entre  elles  cette  différence  essentielle  que,  dans  la  divi- 
sion arithmétique,  les  chiffres  du  quotient  s’obtiennent  par  tâton- 
nement, tandis  que,  dans  la  division  algébrique,  le  quotient  que 
l’on  obtient  en  divisant  le  premier  terme  d’un  dividende  partiel 
par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des  termes  du 
quotient  cherché.  Si  cette  division  partielle  ne  peut  s’effectuer,  on 
doit  conclure  tout  de  suite  que  la  division  totale  est  impossible. 
Sous  ce  rapport,  la  division  algébrique  est  plus  simple  que  la 
division  arithmétique. 

En  outre,  rien  n’cmpccherait  de  commencer  l'opération  par  la 
droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche,  puisque  alors  ce 
serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants  de 
la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique,  on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu’en  commençant 
par  la  gauche. 

Enfin , telle  est  l’indépendance  des  operations  partielles  que 
comporte  le  procédé , qu’après  avoir  soustrait  du  dividende  total 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient, 
soustraction  indispensable,  on  peut,  à la  seconde  opération,  diviser 
l’un  par  l'autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et  du 
diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d’une  lettre  différente  de 
celle  que  l’on  avait  considérée  d'abord  ; et  l’on  obtiendra  encore 
un  des  termes  du  quotient  qui  restent  à déterminer.  Si  l’on  con- 
serve la  .même  lettre,  c’est  parce  qu’il  n’y  a pas  de  raison  pour 
en  changer,  et  que  les  deux  polynômes  étant  déjà  ordonnés  par 
rapport  à la  première  lettre,  les  premiers  termes  à gauche  dans  le 
dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à donner  un  tenue  du  quo- 
tient, tandis  que,  si  l’on  changeait  de  lettre,  il  faudrait  chercher 
de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut  exposant  de  cette 
lettre. 


Deuxième  exemple. 


20.  Diviser  y.ix3) •>-+- ->5xy  /jo.v ,l—  Sti.r1—  i8x‘/ 

par 


1 — 3x‘  — 6 xy. 
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Voici  le  tableau  des  calculs , en  ordonnant  par  rapport  à y : 

— 4°Js+6ftr/,-t-25xlr'+2 1 — 1 8x‘y— 56x3  ) 5/2 — 6xy — 8x3 

+4oj‘— 48x7*— G/jxy  ) — 8/3 +4  x/1  — 3xJ/  -t-  7 x3 

i"  reste.  .20x/‘— Bgxy-t-atx3/1—  i8x1/— 56x3 
20XJ'*  +24x’j3+  SlX^y2 

2e  reste — t 5x2_^3+53x3_r3 — 1 8xV — 56x4 

-+- 1 5x!j3 — 1 8x3y'! — 24 x'y 

3'-  reste -t-35xV’ — fox*  y — 56x3 

— 35x3/,-+-4ax,j-+-  56xs 
reste  final o 

Comme  il  importe  aux  commençants  de  se  familiariser  avec  les 
opérations  algébriques , et  surtout  de  calculer  promptement  , nous 
allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en  indiquant  les 
simplifications  qu’il  est  à propos  d’introduire. 

Elles  consistent,  comme  en  Arithmétique,  à soustraire  du  divi- 
dende chaque  produit  partiel,  immédiatement  après  avoir  formé 
ce  produit. 

— 4oJ!■^-G8x^'<-f•25xi_>3^-2Ix3J, — 1 8x*/ — 56  j.3 1 5 y' — 6xj~ — 8x' 

t'r  reste.  .-f-20x/‘ — 3gx3jr3-|-2ix3_/’ — 1 8 x'y — 56x5| — 8y3+foy‘~  3x3v-t~7x' 

2e  reste. . . — 1 Sx’/’-t-SSxy — 1 8 x'y — 56x5 

3e  reste -f-SSx3/2 — fox' y — 56x3 

reste  final o 

Si  l’on  divise  d’abord  — 4o/3  par  5 y\  il  vient  pour  quotient 
> — 8/3.  Multipliant  5y 2 par  — 8 y3,  on  a — 4°J5>  fi11'  > changé  de 
f* signe,  donne  +4  et  ce  terme  détruit  le  premier  terme  du 
dividende. 

De  même,  6x y X — %y*  donne  + , et  pour  la  soustraction  , 

— 48x/’,  qui,  réduit  avec  -4-  68xv‘,  donne  pour  reste  -f-  20  x/*. 
Enfin,  — 8x=  X — ■ 8/3  donne  4-,  et  pour  la  soustraction, 

— 64x3^3  qui,  réduit  avec  -+-  ->.Sx‘y\  donne  — tyx'y3.  Le  ré- 
sultat de  la  première  opération  est  donc  -t-  20 xy*  3gx'jr3  suivi 
des  autres  termes  du  dividende  qui  n’ont  pas  été  réduits  avec  les 
produits  partiels  déjà  obtenus. 

A Ig.  B.,  10e  éd.  ^ 
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On  opère  sur  le  nouveau  dividende  connue  on  a opéré  sur  le 
dividende  primitif  ; et  ainsi  de  suite. 


Troisième  exemple. 

Soit  à diviser  g5a  — -+-  56a‘  — 25  — 5ga’ 

par 

56a 1 

Ier  reste.. 

2*  reste. . 

29.  11  peut  arriver  que  l’un  des  polynômes  proposés , ou  tous 
les  deux , renferment  plusieurs  termes  affectés  d’une  même  puis- 
sance de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  veut  ordonner. 

Comment  doit-on , dans  ce  cas , disposer  les  polynômes  et  effec- 
tuer la  division? 

Soit  à diviser 

i îa’é  — igaée  -4-  io«’  — iSa’r  -4-  3 a/)’  i5 éc’  — 5 é!c 
par  5a1  3aé — 5 bc. 

On  remarque  que  les  deux  termes  1 1 a’è  — i5<i’c  peuvent  être 
mis  sous  la  forme 

. _ né 

[né  — i5 c a1,  ou  „ 

' ' — i5c 

en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a ",  et  plaçant  à gauche, 
dans  une  même  colonne  verticale,  l’ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance;  ce  polynôme  multiplicateur  s’appelle 
alors,  par  extension  (n°  2j,  le  coefficient  de  a’. 

[Cette  seconde  manière  de  réunir  les  termes  affectés  d’une  même 
puissance  est  préférable  à la  première,  sous  deux  rapports  : 
i°  parce  que,  s’il  y a beaucoup  de  termes  dans  le  dividende  et  le 
diviseur,  on  a de  la  peine  à les  faire  tous  tenir  sur  une  même  ligne 


— 3a1  -4-  5 — tia-f-^a1. 

— 59a 1 — ^3a  - g5a  — ?.5Ha!  — 3a’  — lia  4-5 

— 35a1  4-  l5 a1  -+-  55a  — 25  ) 8a  — 5 

o 
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horizontale  ; 2°  parce  que , comme  le  coefficient  de  chaque  puis- 
sance doit  être  lui-même  ordonné  par  rapport  à une  seconde 
lettre,  on  est  obligé,  si  le  premier  terme  est  soustractif,  de  faire 
éprouver  aux  termes  une  modification  qui  peut  induire  en  erreur 
lorsqu’on  emploie  la  première  manière.  Soit,  par  exemple,  l’ex- 
pression — i5  b7a2  + 7 bca 7 — 8c!fl’ ; la  modification  consiste  à 
mettre  cette  expression  sous  la  forme 

— (l5 b‘ — 7 bc  -+-  8c7')a1.  . . . (n°  15); 


au  lieu  que  par  la  seconde,  on  l’écrit  ainsi  : 


— i56’ 

-+-  7 bc 

— 8c1 


et  de  cette  manière , on  a l’avantage  de  conserver  à chaque  terme 
le  signe  dont  il  était  d’abord  affecté.] 


Pareillement , 


— i g abc  -+-  3ab7  s’écrira  -+-  3 b‘ 

— >9  ta 


Cela  posé , voici  comment  on  effectuera  l’opération  : 


îort3  -t-i  i b 
— l5c 

o* -H  3 b'1 
— tgta 

a — 5è3c-l-i5taJ  5a7-h3ba — 5 ta 
ia  H-  b — 3c 

i *r  reste . -+-  5 b 
— t5c 

fl3-f-  3 ta 
— g ta 

a — 5i!c-t-i5taî 

2e  reste. . o 


Divisant  d’abord  ioa'  par  5fl*,  on  a 2a  pour  quotient. 

Multipliant  le  diviseur  par  2 a et  retranchant  le  produit,  on 
obtient  un  premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a7  dans  ce 
reste,  par  5 a\  on  a pour  quotient  b — 3c.  Multipliant  successive- 
ment chaque  partie  du  diviseur  par  b — 3c,  et  retranchant  chaque 
produit,  on  trouve  pour  résultat  o.  Donc  ia-\-  b — 3c  est  le 
quotient  demandé. 

Pour  nous  rendre  compte  d’une  manière  générale  du  cas  pré- 
cédent, qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division,  désignons  le 

3. 
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dividendes  par  Au'  4-  B«  4-  Cn'  4-  De/  4-  E,  et  le  diviseur  par 
A' a1  4-  B'u  4-C'. 

[C’est  un  usage  en  Algèbre , lorsqu'il  doit  entrer  dans  une  ques- 
tion un  grand  nombre  de  quantités,  d’en  désigner  d’abord  un  cer- 
tain nombre  par  des  lettres  différentes  ; et,  pour  ne  pas  trop  mul- 
tiplier le  nombre  de  lettres,  de  désigner  les  autres  par  les  mêmes 
lettres  accentuées.  Les  accents  ",  ”,  se  prononcent  prime, 
seconde,  tierce.] 

Dans  ces  deux  polynômes,  chacun  des  coefficients  A , B,  C,  D, 
E,  A',  B',  C',  désigne  l’assemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi, 
A a*  représente  toute  la  partie  du  dividende  affectée  de  a',  et  ainsi 
des  autres.  Cela  pose,  puisque  le  plus  haut  exposant  de  a est  4 
dans  le  dividende  et  ?.  dans  le  diviseur,  il  doit  aussi  être  égal  à ?. 
dans  le  quotient,  qui  est  alors  de  la  forme  A" aJ  4-  B "u  4-  C". 
Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient  affectée  de  la  plus  haute 
puissance,  on  remarque  que  le  produit  des  deux  parties  A 'a- 
et  A" a'1  ne  peut  éprouver  aucune  réduction  avec  les  autres  par- 
ties du  produit  total,  et  par  conséquent  doit  être  égal  à la  partie 
A a*  du  dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc 
réciproquement,  si  l’on  divise  An'  par  A'o’,  on  doit  avoir  la 
partie  A "tri  du  quotient;  cela  revient  à diviser  A par  A',  puisque 
a'  divisé  par  a'  donne  a \ Si  A et  A' sont  eux-mêmes  des  poly- 
nômes composés  d’une  ou  de  plusieurs  lettres , on  agit  sur  eux  ainsi 
qu’il  a été  dit  précédemment,  ce  qui  exige  qu’on  ordonne  d’abord 
les  deux  polynômes  par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent. 
Voilà  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut  qu’en  écrivant  les  termes 
affectés  d’une  même  puissance  dans  une  colonne  , il  faut  avoir  soin 
de  les  ordonner  par  rapport  à une  seconde  lettre  ; on  les  ordon- 
nerait même  par  rapport  à une  troisième  lettre,  si  plusieurs  termes 
d’une  colonne  renfermaient  un  même  exposant  de  la  seconde 
lettre. 

La  partie  A "a7  étant  obtenue,  on  multiplie  chacune  des  parties 
du  diviseur  par  A" n \ et  l’on  retranche  au  furet  à mesure  les 
produits  partiels  qu’on  obtient , ce  qui  donne  un  premier  reste  sur 
lequel  on  opère  comme  sur  le  dividende  propose. 

Voici  lieux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On  a 
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ou  soin  d’y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  l’opération 
principale.) 


°.  . . 12  A3 

a 3 4-  23  b 7 

«3  -+-  ioA‘ 

«j 

| 3 b 

— 29  bc 

— 3l  b‘c 

— 6 b7  c3 

1 

' — 5c 

^ a 4-  2 b7 

4-  i5e3 

— 96c3 

1 

! 46 

a7 4-  5 b7 

a 

1 

4-  i5c3 

| - 3c 

— 3 c3 

4-  i5b3  | a ■ -f-  lob1 

— 25 b7  c\  — 6b7c7 

— g bc7 1 
-1-  i5c3  | 


a 


o 


Première  division  partielle. 

12//'  — icfbc  ■+■  1 5 c 7 1 3 b — 5 c 
— 9ic4-i5c3j  4 b — 3 c 

O 


Seconde  division  partielle. 


i5  b'  — 25  b7  c — 9 6e3  -f-  i5c3  1 3 b — 5 c 
— 96c34-i5c3j  5 b7  — 3c3 


6 b a7 — rjb7  a7 — 3 b7' a 3 4-  4 b7  a-\-b7 — 2 b\  3 b 


10 


-23  b 
-20 


4-  22  b 7 
— 3i  b 
4-  5 


— Ç)b 
+ 5 b 

— 5 


—5 


a-\-b7 — 2b 


l2fl'' — 3 b 

+4  ! 


«M-4/; 

I 


(l-\~  l 


— 9*1 1 

4-276 

— 20 

a 

4-12  b7 

a 1 

— 23  b 

I 

T 

OX 

4-  3 b 

a 4-  b7  — 2 b 

— 5 

O 
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Première  division  partielle. 

56  — io  1 36  — 5 

O | 2 

Deuxième  division  partielle . 

— gô1  -f-  9.']  b — 20  | 3 b — 5 

-4-  12  6 — 20  } — 36-4-4 

o 

Troisième  division  partielle. 

12  6’  — ?.3  6 -4-  5 1 3 6 — 5 
— 36-4-5)4  6 — i 

O 

Quatrième  division  partielle. 

36  — 5 | 3 6 — 5 

30.  Il  existe  un  autre  cas  assez  important  dans  la  division  algé- 
brique : c’est  celui  où  le  polynôme  dividende  contient  une  ou  plu- 
sieurs lettres  que  ne  renferme  pas  le  diviseur.  On  pourrait  ordonner 
les  deux  polynômes  par  rapport  à l’une  des  lettres  communes , et 
faire  la  division  comme  à l’ordinaire.  Mais  il  y a un  moyen  beau- 
coup plus  simple  d'obtenir  le  quotient. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  dividende  contienne  diverses 
puissances  de  la  lettre  a , et  que  cette  lettre  n’entre  pas  dans  le 
diviseur  (on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  a).  En  or- 
donnant le  dividende  par  rapport  à a,  on  peut  le  mettre  sous  la 
forme  An' -)-Ba3 -4-Ca’ -4- Da -4- E , 4 étant  supposé  le  plus  haut 
exposant  de  a dans  ce  polynôme;  A,  B,  C,  D,  fi  sont  des  mo- 
nômes ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas  a.  Soit  d'ailleurs  M 
le  polynôme  diviseur,  indépendant  de  a. 

Cela  posé,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
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reproduire  le  dividende , et  que  le  diviseur  M ne  contient  pas  a , il 
est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté  dps  mêmes 
puissances  de  la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le  divi- 
dende. Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement  de  la  forme 

K'a'  -p  B'fl3  -4-  C'a’  D'n  -+•  E'. 

Or,  si  l’on  conçoit  que  ce  quotient  soit  trouvé,  et  qu’on  ait  mul- 
tiplié successivement  le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  par- 
ties A 'n',  B 'a3.  C'a’,  ..,  les  produits  seront  A' Ma1,  B'Mn3, 
C'Mn% ...  ; et,  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  aucune 
réduction  , puisque  la  lettre  ordonnatrice  y est  affectée  d’un  ex- 
posant différent , ils  doivent  être  respectivement  égaux  aux  termes 
A a\  B a3,  C du  dividende. 

Ainsi  l’on  a 

A'M=A,  d’où  A'  = A : M , 

B'M  = B,  d’où  B'  = B;M, 

B'  M = C , d’où  C'  = C:M, 

et  ainsi  de  suite  ; d’où  l’on  déduit  cette  proposition  générale  : 
Pour  qu’un  polynôme  ordonné  par  rapport  a une  certaine 
lettre  soit  exactement  divisible  par  un  polynôme  indépendant  de 
cette  lettre  il  faut  que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances du  premier  polynôme  soit  exactement  divisible  par  le  second. 
Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  dans  le  quotient 
ne  sont-  autre  chose  que  les  quotients  successifs  de  la  division  des 
coefficients  du  polynôme  dividende  par  le  polynôme  diviseur. 

Soit  à diviser  le  polynôme 

3 a3  b3 — Z abc3 — 2 b3c7-\-bh — Za7bc7-\-3ab3c — a7c3-\-bc3-\-a7b7c 
par  b*  — c7. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à a peut  être  mis  sous  la 
forme  (Zb3-\-b7c — 3 bc7 — c3)o3-t-(3ôV — 3 bc3)  a+b 1 — 2b3c7-\-bc' ; 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

3 b3-+-  b7c — 3 bc7  — c3  3 b'c  — 3 bc3  b 5 — 2 b3c7-{-  bc' 

b7 — c7  ’ b7 — c 7 ' b7  — c7 
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on  trouve  pour  quotients  3 b -+-  c,  3 bc,  h ' — bc7-,  ainsi  l’on  a pour 
le  quotient  total  (3  b 4-  c)  a7  -+-  3 beu  ■+■  b'  — bc 

Les  deux  derniers  quotients  3 bc  et  b‘  — bc 7 peuvent  s’obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire , si  l’on  observe  : 
l°  que  3 b3c — 3 bc3  équivaut  (n°  21)  à 3 bc  (b7  — c’);  2°  que 
b 4 — 2 b3c7  bc'  équivaut  à b [b'  — 2 b7c ’ -+-  c') , ou  (b7  — c7)7 
(n°  19). 

Nous  observerons,  à ce  sujet , que  , s’il  existe  des  règles  géné- 
rales pour  effectuer  toutes  les  opérations  , ces  règles  peuvent  sou- 
vent être  simplifiées  ; et  il  ne  faut  jamais  négliger  d’employer  ces 
simplifications  lorsque  l’occasion  s’en  présente.  On  ne  s’en  con- 
forme que  mieux  à l’esprit  du  langage  algébrique. 

51.  Parmi  les  différents  exemples  de  division  algébrique,  il  en 
est  un  remarquable  par  ses  applications , et  tellement  fréquent 
dans  la  résolution  des  questions,  que  les  algébristes  en  ont  fait 
une  espèce  de  théorème.  On  a vu  (n°*  S et  19)  que  (n  -+-  b)  (a  — b) 
donne  pour  produit  a’ — b7  ; donc,  réciproquement , a7 — b7  divisé 
par  a — b donne  a -+-  b pour  quotient. 

En  divisant  également  a 3 — b7  par  a — b , on  trouve  un  quotient 
exact  et  égal  à a 1 + ab  -4-  b7. 

De  meme,  a' — b',  divisé  par  a — b,  donne  pour  quotient 
u3  + a7  b ab 7 H-  b7. 

Ce  sont  des  résultats  qu’on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  la  division;  et  l’analogie  porte  à conclure  que,  si 
grand  que  soit  l’exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  a et  b , la  di- 
vision se  fait  encore  exactement  ; mais  l’analogie  n’équivaut  pas  à 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  celte  certitude , désignons 
par  m l’exposant,  et  essayons  la  division  de  am  — bm  par  a — h. 


am  — bm  i a — b 

icr  reste -t-  am~'  b — bm  ) am~‘ 

ou  bien  , h (am~' — 


Divisant  d’abord  am  par  a,  on  a pour  quotient  am~',  d’après  la 
règle  des  exposants  (n°  22).  Le  produit  de  a — b par  am~'  étant 
soustrait  du  dividende,  on  a pour  premier  reste  am~'  b — bm,  ex- 


1 

« 


«I 

* 


♦ 
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pression  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  b (a  "l_1 — b'*-').  D’où  l’on 
voit  que,  si  l’on  suppose  an~'  — bm~'  divisible  exactement  par 
,1  - b,  il  en  est  de  même  de  am  — bm  ; ce  qui  veut  dire  que , si  la 
différence  des  puissances  semblables  cCun  certain  degré  de  deux 
quantités  est  divisible  exactement  par  la  différence  de  ces  mêmes 
quantités,  la  différence  des  puissances  d’un  degré  plus  grand  d’une 

a3 b3 

unité  est  aussi  divisible.  Or  r-  donne  un  quotient  exact  et 

a — b 

a 3 

égal  à a b ; donc r donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

e a — 0 


a-  ■+■  b 


ou  a’1  b (a  -f-  b) , ou  bien  encore  a3  ■+  nb  -+-  b2. 


Pareillement 


donne  un  quotient 


exact  et  égal  à 


a3-+-b 


( a 3 — b3) 

a— b' 


ou  a3  4-  b {a  ’-t-  ab+b3),  ou  a3  -h  a3  b + ab3+b 


et,  en  général, 


a m — bm 
a — b 


donne  un  quotient  exact  et  égal  à 


' -±-am-7b  4-  am~'b-  -+- -h  a b*-'  4-  bn—'. 


i 


N.  li.  Ce  quotient  suit  une  loi  facile  à retenir: 

i°.  L’exposant  de  la  lettre  a est  égal  à m — i dans  le  premier 
terme,  et  diminue  ensuite  d’une  unité  d’un  terme  à l’autre 
jusqu’au  dernier,  où  il  est  nul  ; 

2°.  L’exposant  de  b est  nul  dans  le  premier  terme , et  aug- 
mente d’une  unité  d’un  terme  à l’autre  jusqu’au  dernier,  où  il  est 
égal  à m • — i . 

3".  Le  degré  de  chaque  terme  est  égal  à ni  — i ; 

4".  Le  nombre  total  des  termes  de  ce  quotient  est  égal  à ni. 

On  peut  vérifier  à posteriori  l’exactitude  de  la  proposition  , en 
effectuant  la  multiplication  indiquée  ainsi  : 

(am-  ‘ + am~3b  -+-  am~:b-  a b"-*  -4-  bm~'  ) (a  — b). 


On  reconnaît  que  les  produits  partiels  et  — b"'  sont  les  seuls 
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■jui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en  mul- 
tipliant «"“’i  par  n,  on  trouve  pour  produit  a m~'b  ; mais  si  l'on 
multiplie  nm~'  par — b , il  vient  pour  produit  — n"~'b,  terme  ipii 
détruit  le  précédent.  Il  en  est  de  même  des  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à réfléchir'sur  le  moyen  de 
démonstration  précédent , qui  est  assez  souvent  employé  en 
Algèbre. 

32.  Nous  avons  établi  (n°’23,2fl)  les  caractères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu’une  division  de  quantités  monômes  ou 
polynômes  n’est  pas  exacte  ; ce  qui  veut  dire  qu’il  n’existe  pas 
de  troisième  quantité  algébrique  entière  qui,  multipliée  par  la 
seconde,  reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons,  quant  aux  polynômes , que  souvent  on 
reconnaît,  à leur  inspection  seule,  qu’ils  ne  peuvent  être  dix  i- 
sibles  l’un  par  l’autre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux 
ou  plusieurs  lettres,  il  faut,  avant  d’ordonner  par  rapport  à 
l’une  d’elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d’œil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  affectés  respectivement  du  plus 
haut  exposant  de  chacune  des  lettres.  Si,  pour  une  de  ces  lettres, 
les  ternies  du  plus  haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l’un  par 
l’autre  , on  peut  conclure  que  la  division  totale  est  impossible. 
Cette  remarque  doit  se  répéter  dans  chacune  des  opérations  que 
comporte  le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  i2<iJ  — -+-  ’jab'1 — 1 1 b1  à diviser 

par  4a* — 8aô-t-3ô’.  Si  l’on  a égard  à la  lettre  n , Indivision 
paraît  possible;  mais  eu  égard  à la  lettre  b , la  division  est  impos- 
sible , puisque  — ii  41  n’est  pas  divisible  par  3 b1. 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 

i°.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  divi- 
dende; car  il  est  impossible  qu’une  troisième  quantité  entière  , > 
multipliée  par  une  seconde  dépendant  d’une  lettre,  donne  un 
produit  indépendant  de  cette  lettre . 

2".  Un  monôme  n’est  jamais  divisible  par  un  polynôme,  parce 
que  (n°  10)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre  donne  au  pro- 
duit au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 
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3".  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme  qu’au- 
tanl  que  celui-ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  divi- 
dende ; et  le  quotient  s’obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
commun  à tous  les  termes. 

§ II.  Des  fractions  algébriques  ou  littérales. 


Du  plus  grand  commun  diviseur. 


55.  Les  fractions  algébriques  doivent  offrir  à l’esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  • • • ; 

c’est-à-dire  qu’il  faut  concevoir  qu’on  ait  divisé  l’unité  en  autant 
de  parties  égales  qu’il  y a d’unités  dans  le  dénominateur  (le  déno- 
minateur pouvant  d’ailleurs  être  un  monôme  ou  un  polynôme),  et 
qu’on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités 
dans  le  numérateur.  Dès  lors,  l’addition,  la  soustraction  , la  multi- 
plication et  la  division  doivent  s’effectuer  suivant  les  règles  établies 
en  Arithmétique  pour  le  calcul  des  fractions.  Toutefois,  on  doit 
se  conformer,  dans  les  applications  de  ces  règles , aux  procédés 
indiqués  précédemment  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques 
entières,  monômes  ou  polynômes.  Ainsi  il  serait  superflu  de  s’y 
arrêter;  nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d’occasions  de  nous  fami- 
liariser avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fractions  algébriques  h leur  plus  simple  expres- 
sion mérite  néanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Lorsqu’une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s’effectuer 
exactement , on  l'indique  à l’aide  du  «igné  connu  ; et , dans  ce  cas , 
le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d’une  fraction  que  nous  avons 
déjà  appris  à simplifier  (n°  25).  Quant  aux  expressions  fraction- 
naires polynômes,  voici  quelques  cas  dans  lesquels  il  est  aisé  de 
les  réduire  : 

. . 11,  a 1 — è’ 

hoit,  pour  premier  exemple,  1 expression  — — — =-• 

O11  remarque  que  cette  fraction  peut  fn"  19)  être  mise  sous  la 
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(t/  -h  b)  (u  — b)  - f , 

tonne  — ~ — supprimant  le  (acteur  n — b commun  aux 

( a — by 

! 

«leux  termes,  on  obtient  pour  résultat.  . . 


a — b 


Soit  encore  l’expression 


5 a1  — ion’  h 5 a b7 

8n’  — 8fl7  b 


Cette  expression  se  décomposé  ainsi  : 
5 a (a1 — 2 ab-\-b’) 


8n’(rt  — b) 


on  bien 


5 u (fl  — b)' 
8 fl  7(a  — b)  ' 


supprimant  le  facteur  commun  n(n  — b),  on  trouve  pour  resul- 

5 (a  — b) 

lat...  — l. 

O fl 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux  où 
les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le  produit 
de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  le  carre  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quantités;  et  l'habitude  du 
calcul  apprend  à opérer  ces  décompositions  lorsqu'elles  sont  pos- 
sibles. 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  polynômes 
plus  compliqués;  et  alors,  leur  décomposition  en  facteurs  n’étant 
plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé  du  pim  grand 
commun  diviseur. 

Cette  théorie,  intimement  liée  à celle  des  équations,  ne  laisse  pas 
que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est-elle 
de  n’en  donner  ici  qu’une  partie,  sauf  à y revenir  plus  loin,  et 
lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l'établir 
d’une  manière  complète  (*). 


(*)  Les  commençants  peuvent  même,  à la  rigueur,  se  ilispensor  pour  le 
moment  tic  voir  celte  théorie  qui  nous  sera  foil  peu  utile  avant  le  septième 
chapitre. 
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Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique . 

54.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  le 
polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coeffi- 
cients , qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  proposés. 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
que,  si  l’on  divise  les  deux  polynômes  proposés  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  qui  en  résultent  sont  pre- 
miers entre  eux,  c’est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur 
commun. 

Celte  proposition  est  évidente  d’après  la  définition. 

33.  On  a vu  en  Arithmétique  : 

i°.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  contient  comme  facteurs  tous  les  diviseurs  particuliers 
communs  aux  deux  nombres,  et  ne  peut  pas  renfermer  d'autres 
facteurs  ; 

2°.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  en- 
tiers est  te  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit  nombre  et  te 
reste  de  leur  division . 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose 
également  sur  ces  deux  principes  , pour  la  démonstration  desquels 
nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis,  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a ' — a'-b-^-Zab7 — 3 />’  et  a-  — 5 ab 4 D’- 
Voici d’abord  le  tahi.eau  des  calculs  : 

Première  operation. 

a' — a-b-\-3ab2 — 3 6sj«3 — 5ab-\-l[b2 
-f- 4 ci2  b — ab 3 — 3é’(rt  +4  b 

-t-  i gab2  — tcji' 
on  bien  , -t-  \Ç)b2[a  — b). 
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Seconde  operation . 

a1  — 5nb  -f-  4 b1  i //  — b 
— 4nZ>  -f-  ) o — 4/» 

O 

Donr  /j  — ô est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degrc  par 
le  polynôme  du  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme  on  le 
voit  dans  le  tableau  ci-dessus , a -f-  4 b ; et  l’on  obtient  pour  reste 
i Ç)ab7  — 19  b'. 

Il  resuite  du  second  principe , que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché  est  le  môme  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le 
polynôme  qui  a servi  de  diviseur. 

Mais  M)fïA’ — 196'  pouvant  être  mis  sous  la  forme  19  ô!(« — b), 

on  voit  que  le  facteur  ig b’-  divise  ce  reste  sans  diviser 

a 7 — 5ab  -t-  ; donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  fac- 

teur ne  peut  entrer  dans  le  plus  grand  commun  diviseur;  ce 
qui  veut  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
quantités  a 1 — 5 ab  4-  4 b\  1 gô5(n  — b),  et  par  conséquent  entre 
les  deux  quantités  proposées,  est  le  môme  que  celui  qui  existe 
entre  — 5ab  -f-  \ ô5  et  a — b.  Ainsi  l'on  peut,  sans  inconvé- 
nient, supprimer  le  facteur  iqô5;  et  la  question  est  ramenée  à 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a'  — 5 ab  b s et 
a — b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polvnônnes  par  le 
second,  on  a pour  quotient  exact,  a — \b\  donc  a — b est 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  et , par  conséquent , c’est  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  proposes. 

Reprenons  le  même  exemple , en  ordonnant  les  deux  polv- 
nômes  par  rapporta  b. 

— 3ô'-t-3rtô5  — a‘b-\-ai  et  4 b 1 — 5 oô 
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Première  operation. 

— i a A3  12  ab2  — 4 fi'b  •+■  4 a 3 I 

— 3 ab'-  — a-b  - f-  i[a  ' ] ■ 

— i ?.ab-  — 4 n'b  -H  1 6 a 3 

— ign’è  19a3 

ou  bien  , -t-ign^ — b -4-  a). 

Seconde  opération. 

4 b7  — 5 ab  -ha2)  — b -h  a 

— ab  -h  a 2 ) — 4 b -h  a 

O 

Donc  — b -h  a , ou  « — b est  ie  p.  g.  c.  d. 

An  premier  abord  , on  est  embarrassé  pour  faire  la  division  des 
deux  polynômes,  parce  (pie  le  premier  terme — 3 b2  du  divi- 
dende n’est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4 b2  du  divi- 
seur. Mais  si  l’on  observe  que  le  coefficient  4 de  celui-ci  n’est  pas 
fadeur  de  tous  les  termes  de  [\h2 — 5 ab -h  a2 , et  qu’ainsi , 
en  vertu  du  premier  principe,  4 ne  saurait  faire  partie  du  plus 
grand  commun  diviseur,  on  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ce  facteur  dans  le  dividende  , ce  qui  donne 
— iïb~ -h  i iab2 — 4a36  -4-4a3;  et  alors  la  division  des  deux 
premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division,  on  trouve  pour  quotient  — 3 b,  et 
pour  reste , — 3 ab 2 — a2  b 4-  4 a3. 

Comme  , dans  ce  reste , l’exposant  b est  encore  égal  à celui  du 
diviseur,  rien  n’empêche  de  continuer  la  division,  en  multipliant 
de  nouveau  ce  reste  par  4 > afin  de  rendre  possible  la  division 
des  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation  faite,  il  vient — iiub2 — 4 a2 b -h  i6n3  , 
qui,  divisé  par  \ b2  — 5ab-ha2,  donne  pour  quotient  — 3 a, 
qu’on  séparera  du  premier  terme  par  une  virgule,  comme  n’ayant 
aucune  liaison  avec  lui , et  pour  reste  , — ig  a2 b -h  iga3- 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


4 b2  — 5ab  -h  a‘ 

3 h 
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tqa  * ( — h a),  on  supprime  le  facteur  ign3 , comme  ne  fai- 
sant pas  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  ; et  la  question 
est  ramenée  à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
5 b'  — Sab  -t-  a'  et  — b -4-  a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  l’un  par  l'autre  , on  trouve  pour 
quotient  exact , — 4 ^ 4-  a î donc  — i + noiin  — b est  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché. 

50.  Dans  ce  même  exemple , comme  dans  tous  ceux  où  l’ex- 
posant de  la  lettre  principale  est  ^>lus  grand  d'une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l’opération  en 
multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré  du  coefficient 
du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit , en  effet,  que  , par  ce 
moyen,  le  premier  quotient  partiel  qu’on  obtient  doit  renfermer 
ce  coefficient  h la  première  puissance.  Multipliant  le  diviseur  par 
le  quotient,  et  faisant  la  réduction  avec  le  dividende  ainsi  préparé , 
on  a un  résultat  qui  doit  encore  contenir  le  coefficient  comme 
facteur;  et  la  division,  pouvant  se  continuer , donne  un  reste 
du  plus  faible  degré  que  le  diviseur , par  rapport  à la  lettre 
principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 


Première  opération. 


Multiplication  par  i 

1 6,  ou  par  le 

carré  do 

4- 

— 48  b 3 -t-  48  ab ' 

— 16  a' h -t- 

i6rt3 

i 

4 b'  — 5 ab  -f-  a 

— ta  ab' 

— 4 a' b ■+■ 

i6n  ' 

1 

— I o.  b — 3 a 

i*r  reste 

— i ga' b -f- 

iqa  * 

ou  bien  , 

' 9“J  (~ 

b -t-  a 

)• 

Seconde  opération . 

i 

- 5 ab  -4-  a' 

j - 

b 

4-  a 

- 

- ab  + a' 

) -4 

b 

4-  a 

O 

/V.  JS.  Si  l’exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 


Digitized  by  Google 


DIT  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 


49 

surpassait  de  deux,  de  trois,...  unités,  l’exposant  de  la  même 
lettre  dans  le  diviseur,  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par  la 
troisième  ou  la  quatrième  puissance  du  coeflicient  du  premier 
terme  du  diviseur  : cela  est  aisé  à concevoir. 

37.  Soient,  pour  second  exemple, 

i5ns  -{-toa'b  -4-4  a3  b*  6u3ô3 — 3 ab' 

et  1 2 a3 b1  38n3 b3  -4-  i&ab'  — io b3. 

Avant  de  procéder  à la  division  de  ces  deux  polynômes,  com- 
mençons par  observer  que  le  premier  contient  a comme  facteur 
commun  dans  tousses  termes;  et  puisquë  ce  facteur  n’entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Par  la  même  raison,  le  facteur  a b7,  étant  commun  à tous  les 
termes  du  second  polynôme  et  n’entrant  pas  dans  le  premier,  peut 
être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à rechercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

i5n‘  -4-  io à3  b -4-  4 «‘‘b1  4-  6 ab3  — 3 b' 
et  fin3  -4-  ign3  b -4-  8nô3  — 5b3. 

Première  opération. 

3on'-+-  aon3ô-f-  8u3ô34-  12 ab3 — 6ô‘ 1 6n’-t- ign’ô-4-8n//-' — 5b‘ 

— ’j5a‘b — 3a a"b3-+-  S^ab3 — fiô1  j 5a,  — 25 b 

— 1 5on!ô — 64n3ô34-  74 ttb3 — 12 4' 

+4*  m’ô’-l-a^nô3 — 137Ô4 
ou  bien,  137 b7  (3n’-4-a ab — b7). 

Seconde  opération . 

6n3-|-  ign’4  -f-  8 ab‘ — 5b3 1 3n  3-|-  %ab  — b7 
-H  i5ns/)-t-ioné3 — 5b3\ïa  -4-5  b 

o 

Donc  3a3  4-  o.ab  — b 3 est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  méthode  que  dans  l’exemple  précédent, 
il  faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  6 du 

J/g.  B.,  10'  éd.  4 
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premier  terme1  «lu  diviseur,  ou  plutôt  par  le  carré  de  G;  mais 
comme  i5  et  G ont  un  facteur  commun  3,  il  suffit  évidemment  de 
multiplier  tout  le  dividende  par  2,  facteur  dé  G,  qui  n’entre  pas 
dans  ■ 5. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d’abord  un  reste  dont  le  i'1’  terme  est  — 75<i’ô.  (>1111111075  con- 
tient encore  le  facteur  3 qui  entre  dans  G,  il  suffit  de  multiplier 
ce  reste  par  2 pour  continuer  la  division , qui , étant  effectuée, 
donne  pour  t'r  reste  principal,  !\  1 1 u'b-  274 ab'  — 1 37  b'. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe  un 
facteur  commun  137  b mais  puisque  ce  facteur  n’entre  pas  dans 
le  second  polynôme,  ou  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas 
partie  du  commun  diviseur;  et  la  question  est  ramenée  à recher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

60 s -f-  tcj«!  b -f-  8nô’ — 5 b1 
et  3/t’-|-  2 a b — b'. 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour 
quotient  exact,  2 a -4-5 />;  ainsi  le  reste  3 a 7 -f  2 ab  — b-  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

38.  Remarque.  — On  pourrait  demander  si  les  suppressions 
qu’ou  opère  dans  le  cours  du  calcul , de  facteurs  communs  à tous  les 
termes  de  l’un  des  restes,  n’ont  pour  objet  que  de  simplifier  les  cal- 
culs, ou  bien  si  ce  sont  des  operations  indispensables.  Or  on  peut 
aisément  reconnaître  que  ces  suppressions  sont  nécessaires  ; car  si, 
dans  l’exemple  précédent,  on  ne  supprimait  pas  le  facteur  137  b7, 
il  faudrait,  pour  rendre  possible  la  division  du  premier  terme  du 
nouveau  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur,  multiplier 
tout  le  dividende  par  137  b7;  mais  alors  on  introduirait  dans  le 
dividende  un  facteur  qui  se  trouverait  aussi  dans  le  diviseur  ••  d’où 
il  résulterait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  se  com- 
pliquerait du  facteur  t’i'j  b7  qui  ne  devait  pas  d’abord  en  faire 
partie. 

L’exemple  suivant  est  propre  à confirmer  ce  qui  vient  d’élre 
dit. 
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51).  Soit  à trouver  lu  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux- 
polynômes 

ab  -+-  a a 3 — 3 b-  — 4 6c  — ac  — c 3 
et  i )ac  -+■  7.  a-  — 5 ab  +4C‘  +8  6c — 12  6 -' 


Première  opération. 

2 n3  b I a — 3 b1  \ 2 « 3 — 5 6 | a — 12  63 

— t I — 46c  J — f-  çj  ! -4-  8 6e 

— c3  I -f-  4c3 


ou  bien, 


66  a -4-  g63 

1 o c — 1 2 6c 
— 5c»; 


(3  6 — 5c)  (20  -f-  36  -4-  c ). 


Seconde  opération . 


7.  a'  — 5 6 

+ 9r 


a 


— 86 

-4-  8c 


a 


1 2 63  t 2/7-4-3  6 -4-  c 

86c  / 

4e'  (“  «”-  4 6 

> -t-  4r 

12  63 
86c 
4c3 


O 


Donc  2 « -4-  3 6 -4-  cest  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Après  avoir  ordonné  les  deux  polynômes,  on  peut,  sans  aucune 
préparation  , effectuer  leur  division  , ce  qui  donne  pour  premier 
reste 

66  et  -4-  6 63 
— 10c  — 1 2 6c 

— 5 c3. 
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l’our  continuer  l'opération  , il  faudrait , en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur  , multiplier  le 
nouveau  dividende  par  6 b — toc  , ou  simplement  par  3 b — 5c  , 
parce  que  le  facteur  2 entre  déjà  dans  le  premier  terme  du  divi- 
dende; mais  avant  d’elïectucr  cette  multiplication,  voyons  si  ce  fac- 
teur 3 b — 5r  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste,  savoir , 
c )A’  — i2  bc — 5c3.  Or  cette  division  réussit  et  donne  pour  quo-  , 
tient  exact  3 b -+-  c ; d’où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous 
la  forme.  . . (3  b — 5c)(2a-H36-t-c). 

Comme  le  facteur  3 b — 5 c se  trouve  dans  ce  reste  , et  n'entre 
pas  dans  le  nouveau  dividende  [ puisque  ce  facteur  étant  indépen- 
dant de  la  lettre  a , devrait  (n"  SO)  exister  entre  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  celte  lettre,  ce  qui  n’est  pas],  on  peut, 
sans  aucun  inconvénient,  le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d’ailleurs  indispensable , parce  qu’autre- 
inent  on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et  alors, 
les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu’ils  n’avaient 
pas  auparavant,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait  changé  ; il 
se  compliquerait  du  facteur  3 b — 5 c qui  ne  devait  pas  en  faire 
partie. 

La  suppression  faite  , on  effectue  la  nouvelle  division , ce  qui 
donne  un  quotient  exact;  donc  2a  + 3b  ~f ■ r est  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

40.  Nous  proposerons , pour  dernier  exemple,  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

a'  3n'  ô -t-  4 n’ô’  — G a h'  a b‘ 

et  le  polynôme  4 a'b-\-mÏÏ  — ib', 

ou  simplement , 2 a 1 -+-  nl>  — b1 , puisque  le  facteur  2 />  peut  être 
supprime  dans  le  second. 
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Première  opération . 

8rt.‘  4-  î^a'b  H-  Sza’b- — 48«é3H-i66‘  j ia%  + ab b- 

-h  20  a b 4-  3 6a7b'  — 48 abs  -f-  16  b'  j lp/v-f-  iôab+ 1 $17- 

+26 a' b7  — 38  ab3  -+-  16 b' 

— 5i  ab 3 -4-  29^' 

ou  bien  , — iJ(5i« — 29/)). 

Seconde  opération. 

Multiplication  par  2601  , carré  de  5i. 

5202  a’1  -f-  2601  ab  — 2601  Id 
— 5202  a-  H-  2g58  a b 

-t-  5559  ab  — 260 1 b' 

— 5559 ab  — 3i6i6! 

2f  reste...  • -t-  56oé: 

L’exposant  de  la  lettre  a dans  le  dividende  , surpassant  de 
deux  unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur , on  multiplie 
tout  le  dividende  par  le  cube  de  2 , c’est-à-dire  par  8.  Cette  prépa- 
ration faite  , on  effectue  trois  divisions  consécutives , et  l’on  obtient 
pour  premier  reste  principal  — 5i  «6* -f- 296*.  Supprimant  le 
facteur  b 1 dans  ce  reste,  on  a pour  nouveau  diviseur  — 5i  a -f-  29  b, 
ou  changeant  les  signes  , ce  qui  est  permis,  5 1 a — 29 b -,  le  nou- 
veau dividende  est  d'ailleurs  2 a-  -t-  ab  — b 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5i , ou  par  2601  , puis 
effectuant  la  division,  on  obtient  pour  2''  reste  principal  -f-  56o  b 
ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premiers 
entre  eux , c’est-à-dire  n’ont  aucun  facteur  commun.  En  effet,  il 
résulte  du  second  principe  (n°  31î),  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  se  trouver  comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque 
opération  ; ainsi  il  devrait  div  iser  le  reste  5t>o  b'  : mais  ce  reste  est 


5 1 a — 29  b 
102  a 4-  109  b 


9 
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indépendant  de  la  lettre  principale;  donc  , si  les  deux  polynômes 
pouvaient  avoir  un  commun  diviseur,  il  devrait  être  indépendant 
de  n , et  par  conséquent  (n°  SOI  se  trouver  comme  facteur  dans 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  lettre , que  renferme 
chacun  des  deux  polynômes  proposés,  ce  qui  n'a  évidemment  pas 
lieu. 

Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de 
la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes. 

41.  Règle  générale.  — On  commence  / mr  supprimer  dans  les 
delta:  polynômes  tes  facteurs  monômes  communs  à tous  les  termes 
de  chacun  d'eux.  (Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se 
trouve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur,  aient 
eux-mêmes  un  diviseur  commun  ; dans  a'  cas,  on  le  met  à part, 
comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cherché.  ) Cette 
suppression  faite , on  prépare  le  dividende  de  manière  à rendre 
possible  la  division  de  son  premier  terme  par  relui  du  diviseur 
(voyez  n0’  3o  et  36)  ; puis  on  effectue  la  division , ce  qui  donne  un 
certain  reste  de  degré  moindre  que  te  diviseur,  et  dans  lequel  on 
supprime  les  facteurs  monômes  ou  polynômes  que  peuvent  renfermer 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale.  On 
prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur , le  second  polynôme  pour  divi- 
dende , et  l’on  opère  sur  les  deux  polynômes  comme  sur  tes  précé- 
dents. On  continue  cette  série  tf opérations  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 
un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précèdent , auquel  cas  te  der- 
nier diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur;  ou  bien  jusqu  'à 
ce  qu’on  obtienne  un  reste  indépendant  de  la  lettre  principale , ce 
qui  indique  (n°  40)  que  les  deux  polynômes  proposes  sont 
premiers  entre  eux  , à moins  qu'ils  n’aient  un  facteur  commun 
indépendant  de  la  lettre , lequel  facteur  n'aurait  pas  été  découvert 
dès  le  commencement  de  l’opération. 

N.  B.  — Il  existe  des  cas  où  ce  procédé  n'est  pas  suffisant; 
mais  nous  y reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le  pro- 
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cédé  tel  que  nous  venons  de  l’indiquer: 

i°.  qnp*  -f-  3 np‘q-  — ■inpq3  — 2 nq' , 

et  2 mp'q-  — 4 mP'  — mjï'q  -+-  3m/«yJ. 

Lej».  g.  c.  d.  est  p — q. 

2“.  36  n" — iSn1  — 2 qa'  + q«J, 

et  27  aJ  b’1  — 18  a' b"- — 

Le  p.  g.  c.  d.  est  qa3  (a  — 1 ). 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l’Algèbre  et  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution  d’un 
très-grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d’établir 
plus  loin  de  nouvelles  règles,  à mesure  que  nous  en  sentirons  la 
nécessité  ; et  nous  allons  passer  tout  de  suite  à la  résolution  des 
problèmes  du  premier  degré. 


CHAPITRE  II. 


Des  Pr  oblèmes  du  premier  degré. 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 

42.  On  ne  considère  ordinairement  en  Algèbre  que  les  pro- 
blèmes dont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à des  équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème  du 
n"  5 , on  peut  voir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux  par- 
ties distinctes  : Dans  la  première  , on  écrit  algébriquement  les 
relations  que  l’énoncé  de  la  question  établit  entre  les  quantités 
connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à l’expres- 
sion de  deux  quantités  égales,  que  l’on  appelle  équation.  Telle 
est  (n°  5)  l’expression  2.1:  + b — a.  Dans  la  seconde  partie,  on 
déduit  de  l’équation  du  problème  une  suite  d’autres  équations , 
dont  la  dernière  donne  enliu  la  valeur  de  l’inconnue  au  moyen  des 
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quantités  connues:  tel  est  le  résultat  x — auquel  on  est 

parvenu.  Cette  seconde  parti»  est  ce  qu’on  appelle  ta  résolution  de 
l'équation . 

Comme  les  règles  à suivre  pour  mettre  un  problème  en  équation 
sont  un  peu  vagues , nous  commencerons  par  nous  occuper  de  la 
seconde  pat  tic,  qui  est  soumise  à des  règles  fixes  et  invariables. 

D’après  la  définition  d'une  équation  , toute  équation  se  com- 
pose de  deux  quantités  séparées  l’une  de  l’autre  par  le  signe  =. 
La  partie  à gauche  se  nomme  le  premier  membre,  et  la  partie  à 
droite  le  second  membre. 

On  considère  plusieurs  espèces  d’égalités  : 
t°.  L’égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnés  à 
priori , mais  représentés  par  des  lettres:  telles  sont  les  égalités 


qui  se  vérifieraient  immédiatement  si  l’on  mettait  à la  place  de 
a,  b,  c,  d les  nombres  particuliers  pour  lesquels  on  suppose  que 
ces  égalités  existent.  Elles  conservent  le  nom  d 'égalités. 

2".  L’égalité  évidente  d’elle-même,  celle  qui  se  vérifie  dans  son 
état  actuel:  telles  sont  les  égalités 

9.5  ~ 12-4-  1 3 , 3 a — 5b  — a — i -g  2n  — !\b. 

On  les  appelle  identités  ou  égalités  vérifiées. 

3°.  Enfin,  l’égalité  qui  ne  peut  se  vérifier  avant  qu’on  y ait  sub- 
stitué à la  place  d’une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désignant 
des  inconnues,  certains  nombres  dont  les  valeurs  dépendent  des 
nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans  l’égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités  , on  la  nomme  équation  ; 
et  c’est  celle  dont  nous  avons  à nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d’égalité  dont  nous  parlerons  plus 
loin  ; c’est  Y équation  identique. 

On  partage  les  équations  à une  seule  inconnue  en  différentes 
classes:  celles  où  l'inconnue  n’entre  qu’à  la  première  puissance 
sont  dites  du  premier  degré . Telles  sont  les  équations 

3x  4-5=17  — 5x,  ax  4-  b — ex  4-  d. 
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L’équation  ix-  — 3ar  = 5 — t.x-  est  dite  du  2e  degré. 

L'équation  4 — qx’  4-  x = 2x3  — 1 1 , est  dite  du  3e  degré. 
En  général , le  degré  d’une  équation  est  le  plus  grand  des  exposants 
dont  l’inconnue  est  affectée  dans  l’équation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques  et  en 
équations  littérales.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment 
que  des  nombres  particuliers,  à l’exception  de  l’inconnue,  qui  est 
toujours  désignée  par  une  lettre.  Ainsi 

, 4X  — 3 = 2.  r + 5,  3x3  — .*  = 8, 

sont  des  équations  numériques.  Elles  sont  la  traduction  algébrique 
de  problèmes  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers. 

Les  équations  nx  4-  b — ex  -h  d,  ax-  4-  bx  = c , 

sont  des  équations  littérales.  Les  données  du  problème  sont  repré- 
sentées par  des  lettres.  Il  est  d’usage,  pour  distinguer  dans  une 
équation  les  quantités  connues  des  inconnues,  de  désigner  celles-ci 
par  les  dernières  lettres  de  l’alphabet,  x,  y,  z,  etc. 

Ces  notions  établies,  voyons  comment,  une  équation  du  premier 
degré  à une  seule  inconnue  étant  donnée,  on  peut  parvenir  à la 
résoudre , c’est-à-dire  à trouver  pour  l’inconnue  un  nombre  qui , 
substitué  à la  place  de  cette  inconnue  dans  l'équation , y satisfasse, 
ou  bien  rende  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second.  Le 
résultat  auquel  on  parvient  est  dit  la  solution  de  l’équation  ou 
du  problème  qui  y a donné  lieu. 

§ 1er.  — Equations  du  premier  degré  à une  seule 
inconnue. 

45.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  à toutes  les 
équations,  qu’on  peut,  sans  troubler  une  équation,  l°  ajouter  b 
ses  deux  membres,  ou  en  retrancher  un  meme  nombre;  2°  mul- 
tiplier ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre;  ce  qui 
veut  dire  que,  s’il  y a d’abord  égalité  entre  les  deux  membres,  il 
y aura  encore  égalité  après  les  opérations  dont  on  vient  île  parler. 


* 
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Cela  posé , voici  deux  transformations  d'un  nsaye  continuel 
dans  la  résolution  des  équations  : 

Première  transformation.  — Lorsque  les  deux  membres  d'une 
équation  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire  de 
transposer  certains  termes  d’un  membre  dans  un  autre. 

Soit  l'équation  5x  — 6 = 8 + 2x. 

Pour  dégager  x de  cette  équation,  il  faut  tâcher  d’isoler  l'inconnue 
dans  le  premier  membre.  Or,  si  l’on  retranche , en  premier  lieu , 
■ix  des  deux  membres,  l’égalité  n’est  pas  troublée  (d’après  le 
principe  précédent),  et  l’on  a 

5x  — 6 — 2.r  = 8. 

D’où  l’on  voit  que  le  terme  2x,  qui  était  additif  dans  le  second 
membre,  devient  soustractif  dans  le  premier. 

En  second  lieu,  si  l’on  ajoute  6 aux  deux  membres,  l’égalité 
n’est  pas  troublée , et  l’on  a 

5.c  — 6 — 2 x -t-  6 = 8 + 6 , 
ou  , comme  les  deux  termes  — 6,  4-  6 se  détruisent , 

5x  — 2X  = 8 -+-  (». 


Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre  passe 
dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  l'addition. 

Donc,  en  général , lorsqu'on  fait  passer  un  terme  d'un  membre 
ilans  un  autre , il  faut  changer  son  signe. 


44.  Seconde  transformation.  — Souvent  encore,  les  termes 
d’une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramener  à une 
autre  qui  n’ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l'équation 


2.x  3 _ 

T ~ 4 ~ 


x 

t i -4-  -p  * 
ü 


Réduisons  d'abord  toutes  les  fractions  à un  même  dénoinina- 

, . , , , . [ o x /i5  1 2 x 

leur.  I)  apres  le  procède  connu , il  vient  — ^-=iH — ^ — ; 

11  bo  Go  Oo 

et,  puisqu’on  peut  (n°  45)  multiplier  les  deux  membres  par  un 

même  nombre,  multiplions-les  par  Go  , ce  qui  revient  évidemment 

à supprimer  le  dénominateur  Go  dans  les  termes  fractionnaires,  et 


» 
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ii  multiplier  chaque  terme  entier  par  60;  on  obtient 
4o x — 45  = 660  -f-  11  x. 


% 


Remarquons,  pour  la  pratique  de  cette  opération  , qu’on  peut 
passer  immédiatement  de  l’équation  proposée  à celle  qu’on  vient 
d'obtenir,  en  se  dispensant  d’écrire  le  dénominateur  commun  , et 
ayant  soin  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce 
dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation 

5.r  4X  2 7 i3x 

12  3 ' 8 6 


Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  le 
plus  petit  nombre  multiple  commun  de  ces  dénominateurs  est  24. 
(Voyez  Arith.,  2 11'  édition  , n°  148.)  C’est  donc  à ce  dénominateur 
qu’il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération , et  omettant  le  dénominateur  com- 
mun 24  , on  trouve  iox — 32a; — 3i2=2.i  — 52.x.  (On  a eu 
soin  de  multiplier  le  terme  entier  — i3  par  2.4.) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque,  après  avoir  réduit 
les  fractions  au  même  dénominateur,  on  a multiplié  les  deux 
membres  par  le  meme  nombre  2.4. 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale  : Pour  faire 
disparaître  les  dénominateurs  d'une  équation  , commencez  par 
former  le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénominateurs. 
(Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs,  s’ils  n’ont 
pas  de  facteurs  communs.)  Multipliez  ensuite  chaque  terme , s'il 
est  entier , par  ce  multiple  ; s’il  est  fractionnaire , divisez  le  mul- 
tiple commun  par  le  dénominateur  de  la  fraction , et  multipliez  son 
numérateur  par  le  quotient  obtenu. 

Nous  engageons  les  commençants  à se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d’établir,  parce  qu'elle  donne  l’équation  sous  la 
forme  la  plus  simple  possible. 

Soit,  pour  nouvelle  application  , l’équation  littérale 


ax 

T 


2 t’.r  , 4 bc1  x 

— -4-4  a—  Ï-— 
an  a 0 


a 
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Lu  multiple  lu  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évidem- 
ment «rJ6!.  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par  ti' b , et  le 
numérateur  de  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotient  de  n 'b' 
divise  par  le  dénominateur  de  ce  terme.  Il  vient  alors 

bx  — 2 rr  bc- jc  -+-  4 n'  b'  — 4 bVx  — 5 a*  -t-  o.a'lrc ’ — 3 a1  b1. 


AU.  Appliquons  les  principes  précédents  à la  résolution  de 
l’équation 


4 x — 3 = 2.r  + 5. 

Elle  devient  d’abord  , par  la  transposition  des  termes  — 3 et  a x, 
4-r  — a j = 5 + 3,  ou  réduisant,  2 x = 8. 


Divisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  enfin  x = - = 4- 

Et  en  effet,  si  l’on  substitue  4 à la  place  de  x dans  l’équation, 
il  vient 

4x4  — 3 = 2 X 4 ■+■  5,  ou  t3  = t3. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation  traitée  (n"  Ai), 

5f  _4f  _ ,3  _ 7_  i3j 

i 2 ’ 3 8 (> 


On  obtient  d’abord  , en  chassant  les  dénominateurs, 
i o x — 3a  x — 3t2  = 2i  — 5î  x. 


Transposons  dans  le  premier  membre  les  termes  en  .r  , et  dans  le 
second  les  termes  connus  ; l’équation  devient 

îox  — 3?.x  -t-  52x  = 2 1 -+-  3t 2 , ou  en  réduisant,  3ox  = 333. 


Divisant  les  deux  membres  par  3o,  on  obtient  x — ? 

1 3o  i o 

résultat  qu’on  vérifierait  en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans 

l’équation  proposée. 

Soit  encore  l’équation  (3«  — x)  («  — b)  -t-  = ’\b  x-t-  /»)• 
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Il  faut  d’aboril  effectuer  les  multiplications  indiquées,  afin  de 
réduire  les  deux  membres  à des  polynômes , et  de  pouvoir 
ainsi  dégager  l’inconnue  x.  Or,  si  l’on  applique  la  règle  éta- 
blie ( n°  17  ) pour  la  multiplication  des  polynômes,  il  vient 
3 a’ — ax  — "ôab-ybx-yr.ax  — ^bx  -f-  /[ab;  d’où,  transposant 
et  réduisant,  ax — 3 bx—qah — 3 a*.  Observons  maintenant 
que  ax  —3  bx  est  la  môme  chose  que  ( a — 3 b ) x,  ce  qui  donne 
( a — 3 b)x  — 7 a b — 3a’.  Divisant  enfin  les  deux  membres  par 
a — 3 b , on  trouve 

n ab  — 3 n2 
•r=  a — lb  ‘ 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  -du  premier  degré  , 
quelque  compliquée  qu’elle  soit , il  faut:  i°  — commencer  par 
chasser  les  dénominateurs  , s'il  y en  a,  et  effectuer , dans  les 
deux  membres  de  l’équation  , toutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent  ; on  parvient  ainsi  à une  équation  dont  tes 
deux  membres  sont  ries  polynômes  entiers;  2°  — transposer 
dans  un  meme  membre  ( c’est  ordinairement  le  premier  ) tous  les 
termes  affectés  de  l’inconnue  , et  dans  l’autre  membre , les  ter- 
mes connus  ; 3”  — réduire  h un  seul  tous  les  termes  affectés 
de  x,  si  l’équation  est  numérique;  et  si  l’équation  est  algé- 
brique , former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de 
deux  facteurs , dont  l’un  soit  x,  et  l'autre  l’ensemble  des  quan- 
tités qui  multiplient  x , réunis  avec  leurs  signes  respectifs  ; 
4°  — enfin  , diviser  les  deux  membres  de  l’équation  par  le  nombre 
nu  le  polynôme  qui  multiplie  l’inconnue , et  effectuer  la  division 
s’il  est  possible. 

Voici  un  exemple  où  la  règle  précédente  doit  être  appliquée 
dans  toutes  ses  parties  : — Résoudre  l’équation 

(o  -1-  b ) ( x — b)  \ab  — b‘  a"-  — bx 

— , — 3a  = . y.x  -f-  — — -• 

a — b a -y  !>  h 

» 

En  faisant  d’abord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 
b {a -y  l,y  (x — b) — 3 ab[a- — b-)—b[a — b)[^ab — b1) — a b [a7 — lé)x 
-h  ( a - — l>‘)  («»  — bx); 
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effectuant  les  multiplications  indiquées, 

n'bx- H lab'x  4-  ô5x  — a1  b'-  — 2 ab*  — b ' — 3 n'b  4-  3nbi  z= 

4 fl’ô’ — abz — ^ab'  + b' — 2d'ii+2  b'x-î-n  ‘ — n’61 — a*  bx  + b-x; 


transposant  et  réduisant , 

4 a'bx  -t-  2 ab'x  — ■ïb'x  z=  ^a'-b7  — 6 a b3  4-  2 b'  -t-  3 n3  b 4-  a'  ; 


réunissant  en  un  seul  tous  les  ternies  affectes  de  x, 
b (4  fl 1 4-  2 a b — 2 é’)x  = 4 fl’01  — 6abA  b'  -h  3 n!b  -+-  a‘  ; 

a '4-  3a  JA  4 3a1  b'  — 2 ô‘ 


donc  enfin , 


6 (4  fl 1 4-  2 a b — 2 /<’) 


expression  qui  ne  peut  se  réduire  à un  polynôme  entier  (nn52). 
46.  Supposons  que  l’on  ait  à résoudre  une  équation  telle  que 

3 x — 2 — 4x  — •) . 

En  transposant  les  termes  affectés  de  x dans  le  premier  membre  , 
et  les  termes  connus  dans  le  second  , on  trouve 

3x — 4.r  = 2 — 7,  ou  réduisant,  — x — — 5. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  il  suffit  d’observer  qu’on  peut  inter- 
vertir l’ordre  de  la  transposition  , c’est-à-dire  faire  passer  au  con- 
traire dans  le  second  membre  les  termes  affectés  de  x ; ce  qui  donne 

7 — 7.  — /\x  — 3.r,  d’où  5 = x,  ou  bien  enfin  , x = 5; 


c’est-à-dire  que  toutes  les  fois  qu’on  parvient  à un  résultat  tel  que 
— x = — 5,  il  n’y  a qu’à  changer  les  signes  des  deux  membres. 

Cela  revient  évidemment  a transposer  les  termes  affectés  de 
l’inconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le 
premier;  et  réciproquement. 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  résolution 
algébrique  d’un  problème  n’est  soumise  à àticune  règle  bien  fixe. 
Tantôt  l’énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ  l’équation  ; 
tantôt  on  est  obligé  de  démêler  dans  l’énoncé  les  conditions  qui 
sont  de  nature  à former  l’équation  ; tantôt  enfin  , ce  ne  sont  pas  les 


Digitized  by  Google 


A UNE  SEULE  INCONNUE. 


63 

conditions  cl  les- memes  de  l’énoncé  qu’il  faut  traduire  algébrique- 
ment , mais  bien  des  conditions  que  l’on  peut  regarder  comme 
conséquences  des  premières.  On  appelle  alors  celles-ci  conditions 
explicites , et  celles  qu’on  en  déduit,  conditions  implicites.  Cepen- 
dant nous  donnerons,  avec  M.  Lacroix,  un  précepte  dont  l’ap- 
plication bien  entendue  conduit  toujours  à l’équation.  Rn  voici 
l’énoncé  : Regarder  le  problème  comme  résolu , et  indiquer  à 
l’aide  des  signes  algébriques , sur  les  quantités  connues,  représen- 
tées soit  par  des  nombres , soit  par  des  lettres , et  sur  l’inconnue, 
toujours  représentée  par  une  lettre , les  memes  raisonnements  et  les 
mêmes  opérations  qu'il  faudrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur 
de  l’inconnue  si  cette  valeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen , deux  expressions  algébriques  dif- 
férentes représentant  une  même  quantité,  et  renfermant  le  carac- 
tère de  l'inconnue;  on  les  égale  entre  elles,  et  l’on  a V équation  du 
problème. 

Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivants  : 


Premier  problème.  — Trouver  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
tiers  et  le  quart,  augmentés  de  45,  donnent  pour  somme  44  B- 

Soit  x le  nombre  cherché;  -1^5  % désigneront  la  moitié,  le 

a 3 4 


tiers  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or  il  faut,  d’apres  l’énoncé,  que 
ces  trois  parties,  plus  45,  donnent  en  somme  448;  on  a donc, 
pour  l’équation  du  problème  , 


x 

a 


f + 7 + 45  = 448, 

D 4 


ou,  retranchant  45  des  deux  membres, 


X X X , - 

— 1—  ô •+*  7 — 4°3. 

a 3 4 


Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve 


ou  réduisant, 


6 x-+-  [\x  2>x  — 4B36 , 

i3x=4836;  donc  x — — 3ca. 

■ o 


J 
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Vérification. 

ZJ1  + ^i  + &+  45  = 186  -h  .24  -+-  q3  -h  45  = 448. 

2 3 4 

Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui,  en  Arithmétique,  se 
résolvent  par  la  règle  de  fausse  position  ; et  l’on  voit  avec  quelle 
facilité  l’ Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à la  question. 

Deuxième  problème.  — Quelqu'un  engage  un  ouvrier  pour  48 
jours.  Chaque  jour  qu'il  travaille , il  reçoit  rlécimcs ; et  à chaque 
jour  d’oisiveté,  on  lui  retient  12  décimes  (pour  sa  nourriture);  au 
bout  de  48  jours,  il  reçoit  pour  solde  de  son  compte,  5o4  décimes 
\ou  5o  fr.  4o  c.].  — On  demande  le  nombre  de  jours  de  travail  et  te 
nombre  de  jours  d’oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres,  en  les  multipliant  res- 
pectivement par  24  et  12,  puis  retranchant  le  dernier  produit  du 
premier,  on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat;  indiquons  ces  ope- 
rations à l’aide  de  signes  algébriques. 

Soit  x le  nombre  de  jours  de  travail  ; 4»  — x représente  alors 
le  nombre  de  jours  d’oisiveté;  24  X *,  ou  24  .r  désigne  la  somme 
que  l’ouvrier  gagne;  et  .2(48 -a:)  la  somme  qu’on  doit  lui 
retenir:  on  a donc,  pour  l'équation  du  problème, 

24  JC  — 1 2 ( 48  — -r)  = 5o4  j 

effectuant  les  calculs,  24*—  $76  -t-  i2x=  5o4; 
réduisant , 36a:  = 5o4  -4-  $76  = 1080  ; 

1 080 „ 

donc  x = 36  — o°> 

ct  48  — .r  = 48  — 3o=i8. 

Ainsi  l’ouvrier  a travaillé  pendant  3o  jours  et  s'est  repose  pendant 
1 8 jours.  — En  effet,  pour  3o  jours  de  travail , il  aurait  du  rece- 
voir 2.4  X 3o,  ou  720  décimes;  mais  il  s’est  reposé  18  jours, 
pour  lesquels  on  a dû  lui  retenir  12  X 18,  ou  216  décimes.  Or  on  a 

720  — 216  — 5o4- 
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On  peut  généraliser  ce  problème , en  désignant  par  n le  nombre 
total  des  jours  tant  de  travail  que  d’oisiveté,  par  a la  somme 
que  l’ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail,  par  b la 
somme  qu’on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d’oisiveté,  enfin 
par  c le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x le  nombre  de  jours 
de  travail;  n — x exprime  alors  le  nombre  de  jours  d’oisiveté; 
donc  ax  et  b (n  — x)  désignent  la  somme  que  l’ouvrier  doit  rece- 
voir et  celle  qu’on  doit  lui  retenir.  Ainsi  on  a , pour  l'équation  du 

ax  — b [n  — x)  = c, 
ax  — bn  + bxx=c? 

(«  + b)  x = e -+-  bn  ■, 
c-(-  bn 

r~ WTT ' 


problème , 

ou 

et 

donc 


tc-f-bn)  an-f-bn — c — bn 

par  suite,  n — x = n — = , 

* a -h  b a + b 


ou  réduisant , 


an  — c 
a + b 


Troisième  problème.  — Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier 
a 60  sauts  d’avance.  Jl  en  fait  9 pendant  que  le  lévrier  n’en  fait 
que  6;  mais  3 sauts  du  lévrier  en  valent  7 du  renard.  — Combien 
le  lévrier  fera-t-il  de  sauts  pour  atteindre  le  renard? 

Il  est  clair,  d’après  l’énoncé,  que  le  chemin  à parcourir  par  le 
lévrier  se  compose  des  60  sauts  d’avance  du  renard  , plus  du  che- 
min que  celui-ci  parcourt  à partir  du  moment  où  le  lévrier  se  met 
à sa  poursuite.  Donc , si  l’on  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces 
deux  chemins  au  moyen  d’une  même  inconnue,  il  serait  facile  de 
former  l’équation  du  problème. 

Soit  x le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  renard 
fait  9 sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6,  il  s’ensuit  que  le  renard 


fait  2,  ou  - sauts,  pendant  que  le  lévrier  en  fait  1 , et,  par  consé- 


quent, qu’il  en  fait  un  nombre  exprimé  par 


3x 

a 


pendant  que  le 


d/g.  Jt.,  10e  éd. 
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lévrier  en  fait  un  nombre  marqué  par  .r.  On  pourrait  croire  que, 

3 

pour  obtenir  l’équation  , il  suffit  d’égaler  a-  à 60  -H  - x:  mais,  en 

agissant  ainsi,  on  commettrait  une  erreur  manifeste;  car  les  sauts 
du  lévrier  sont  plus  grands  que  ceux  du  renard,  et  l’on  égalerait 
alors  des  nombres  hétérogènes,  c’est-à-dire  des  nombres  rapportés 
à une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté,  expri- 
mer les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier,  ou  réciproquement. 
Or,  suivant  l’énoncé,  3 sauts  du  lévrier  valent  7 sauts  du  renard; 


1 

donc  1 saut  du  lévrier  vaut  ^ sauts  du  renard  , et,  par  conséquent, 


x sauts  du  lévrier  en  valent  ~ du  renard. 


t H JC  3 

Donc,  enfin,  on  a l’équation  -L-  = 6oh — x, 

3 2 

d’où  l’on  déduit,  tout  calcul  fait. 


x = 72. 

Ainsi,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard;  pen- 
- 3 

dantee  temps,  le  renard  en  fera  72  X -■>  ou  108. 


Vérification. 

n J ^ H 

Les  72  sauts  du  lévrier  valent  - — ^ — ~ » 0,1  *68  sauts  du  renard  ; 

et  l’on  a évidemment  t68  = 60  -f-  108. 

Les  deux  problèmes  suivants  méritent  toute  l’attention  des 
élèves,  en  ce  qu’ils  offrent  d’excellents  exercices  de  calcul  et  de 
raisonnement. 

48.  Quatrième  problème.  — Un  père  qui  a trois  enfants 
ordonne  par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  manière 
suivante  : — le  premier  doit  avoir  une  somme  a,  plus  la  niim‘  partie 
de  ce  qui  reste ; — le  second  une  somme  2a , plus  la  niimc partie  de 
ce  qui  reste  après  qu’on  a soustrait  la  1 TC  part  et  2 a ; — le  troisième 
enfin  doit  avoir  une  somme  3a,  plus  la  n""*  partie  de  ce  qui  reste 
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a près  qu’on  a soustrait  les  deux  premières  parts  et  3 a.  Cela  fait , 
le  bien  est  entièrement  partagé.  — On  demande  sa  valeur. 

Désignons  par  xle  bien  du  père.  Si,  à l’aide  de  cette  quantité, 
nous  pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts, 
nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x,  et  le  reste,  égalé 
à zéro,  donnerait  l’équation  du  problème.  Tâchons  donc  de  déter- 
miner successivement  ces  trois  parts. 

Puisque  x désigne  le  bien  du  père , x — a est  ce  qui  reste  après 
qu’on  a retranchée  ; ainsi  l’on  a pour  la  part  du  premier  enfant, 

x — a ...  , . an + x — a 

«H j ou  .réduisant  en  fraction, ire  part. 

n n 

Pour  former  la  seconde  part,  il  faut  retrancher  de  x cette  pre- 

..  . , (an  + x — a) 

miere  part  et  2 a , ce  qui  donne  x — 2 a 


) ou , rédui- 


sant les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustraction  indiquée, 

nx — 3 an  — x-t -a 
ier  reste . 


Or  la  seconde  part  se  compose  de  2 a plus  la  n‘,me  partie  de  e« 

nx  — 3 an — x + « 

' reste  ; on  a donc  pour  cette  seconde  part  ,2  a H > 


ou , réduisant  l’entier  en  fraction , 

2 an'  + nx  — 3 an  — x -h  a 


2e  part. 


Si  l’on  retranche  dex  les  deux  premières  parts  et  3n,  il  vient 

(an- t-x  — «1  l-zan'  + nx  — 3 an — x + a) 

) ^ , 

ou,  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant, 

n'x  — 6 an  — 2 nx  + 4 fin  + x ~~  " reste 


n7x  - 


■ G an3 


La  3e  part  est  3 a -+-  , 

3 an7  -t-  réx  — 6 an-  — 2 nx  -+-  4 an  + x ■ 


3e  part. 
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Or,  d’après  l'énoncé,  le  bien  du  père  se  trouve  entièrement 
partagé.  Donc,  la  différence  entre  x et  la  somme  des  trois  parts 
doit  être  égale  à zéro  ; ce  qui  donne  l’équation 

( an  4-  x — a)  (2 an1  4-  nx  — 3 on  — x -+-  a ) 

X n , #1’ 

( 3 an7  -+-  n7x  — 6 an7  — 2 nx  4-  \on  4-  x — a) 
n 1 

Effectuant  toutes  les  opérations  indiquées,  on  trouve  enfin 

6 fl/13  — 10 an7  + 5 an  — a fl  (6/13  — ioh’4-5»  — l) 

X n 3 — 3/i’  4-3/? — 1 n 3 — 3/i’ 4-3/1 — 1 

On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples , 
d’après  la  remarque  suivante  : Dire  que  la  part  du  troisième  enfant 
se  compose  de  3a,  plus  la  n"mt  partie  de  ce  qui  reste , et  que  le 
bien  est  alors  entièrement  partagé , c’est  dire  que  le  troisième 
enfant  n’a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  vient  de 
parler  est  nul. 

Or  on  a trouvé , pour  l’expression  de  ce  reste  , 

n7x  — 6 an7  — 2 nx  4-  4 an  x — n 

— 

Ce  reste  égalé  à zéro  donne,  abstraction  faite  du  dénominateur, 
n7x  — Gan7  — 2nx  4-  4 an  “1"  x — a — o ; 

6an7  — 4 ««  4- « alGn7 — /Ln  4-  1 ) 

d où  x = — ; = 

n-  — 2/i  4-1  n7  — 2/14-1 

Pour  prouver  Yidcntitc  numérique  de  cette  expression  avec  la 
précédente  , il  suffirait  de  faire  voir  que  la  seconde  provient  de  la 
première  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprimé  un 
facteur  commun.  Or,  si  l’on  applique  aux  deux  polynômes 
a ( 6 n7  — 10  «’  4-  5/i  — 1 ) et  n 3 — 3 n7  4-  3/i  — r le  procédé 
du  plus  grand  commun  diviseur  (n°4l),  on  reconnaît  que  n — 1 
est  facteur  commun,  et  en  divisant  les  deux  termes  de  la  première 
expression  par  ce  facteur  commun , on  retrouve  la  seconde. 

Ce  problème  est  propre  à faire  voir  aux  commençauts  l’impor- 
tance qu’on  doit  attacher  à saisir  dans  l’énoncé  d’une  question 
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toutes  les  circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  formation  de 
l’équation;  autrement  on  court  le  risque  de  parvenir  à des  résul- 
tats plus  compliqués  qu’ils  ne  devraient  l’être. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à formersuccessivementlcsexpres- 
sions  des  trois  parts  , sont  les  conditions  explicites  du  problème 
proposé  ; et  la  condition  qui  a servi  à déterminer  l’cquation  la  plus 
simple  du  problème , est  une  condition  implicite  qu’un  peu  d’at- 
tention a suffi  pour  faire  reconnaître  comme  comprise  dans 
l’énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts , il  suflirait  de  mettre 
pour  x sa  valeur  dans  les  expressions  que  l’on  a obtenues  ci-dessus. 

a (6k3  — 4k  4-  t ) 


Appliquons  à un  exemple  la  formule  n = 


K3 2K  + 1 


Soit 
il  vient 


n — 1 0000 , n — 5 ; 


ioooo(6X25-4x5-+-i) 10000X 1 3 1 __  i3ioooo  _u  u K 

rrr  . — 7r,  - 7Ii  — «7  • 


25  — I o 4-  I 

Vérifions  l’énoncé  sur  cet  exemple. 
Le  premier  enfant  doit  avoir 


i oooo 


— 10000 


24375. 


Il  reste  donc  81875  — 24375 , ou  575oo,  à partager  entre  les 
deux  autres  enfants. 

67500  — 20000 
5 ’ 


Le  second  doit  avoir  20000  H 


ou  27500. 


Il  reste  donc  5i5oo  — 27500  , ou  3oooo , pour  le  troisième 
enfant.  Or  3oooo  est  le  triple  de  10000  ; donc  la  solution  est 
vérifiée. 

On  peut  donner  de  ce  même  problème  une  solution  moins 
directe,  mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée 
sur  cette  remarque,  que  quand  on  a soustrait  3k  des  deux  pre- 
mières parts  , il  ne  «loit  rien  rester. 

Désignons  par  r,  r’,  r" , les  trois  testes  dont  il  es!  question  dans 
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l’énoncé  ; les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 


a - 1-  - , 2a  + -,  3/i-l 

n n n 

Or,  iu.  d’après  l'énoncé,  on  a évidemment  r"=  o. 

Ainsi  la  troisième  part  est  3 a. 

* f 

2°.  Ce  qui  reste,  lorsqu’on  a donné  au  second  enfant  2a  H — » 

. . . , r>  ( n — i ) r' 

peut  etre  représente  par  r , ou  

n n 

D’ailleurs,  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part;  ainsi  l’on  a 

(n-i)r'  3 an 

— — — — = 3 a ; d ou  r = 

n n — i 

.x  ■ i i 3fl/t  3a,., 

Donc , la  pari  du  second  est  2 a H : n — 2a  H ( j , 


ou  , simplifiant. 


2 an  -t-  a 
n — t 


3°.  Ce  ciui  reste,  lorsqu’on  a donné  au  premier  a - 1-  - , est 

n 

exprimé  par  r — - ou  — — D'ailleurs,  ce  reste  doit  repré- 
senter la  somme  des  deux  autres  parts.  On  a donc 

( n — l ) r „ a an  + a 5 an  — 2a 
— 3(H — ' 


d’où 


ban  — a a 


n — 1 

5 an1  — 2 an 


X — - — , ,, 

i n — • i ( n — i y 


Ainsi , la  première  part  est 

tî  an"1 


5 an'1  — 2 an  5 an  — 2 a 

'l+ 

5 an  — 2 a an 7 4-  3 an  — a 


n 5 — 2/24-1 


2/2  4-  ï 


(*)  Les  deux  points  : employas  ici  marquent  la  division  de 
(vojez  n®  2). 


3/7  n 


par  n 
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* On  obtient  donc  enfin  pour  le  bien  total  , 

„ ian  4-  a an 7 3 an  — « 

3*  4 1 1- ■: > 

n — i n1— 2«+i 

ou,  prenant  n - — 2 « -(-  t pour  dénominateur  commun , 

3rt  (n 1 — 2n  4-  t)  4- (aa/i  4-  a) («  — i)  4-  an'  -t-  San  — a 
n 1 — 2 n 4-  i 

puis,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

Gan 7 — 4 an  4“  a a(Gn‘  — /j  n 4--  i ) 
n 1 — 2 n 4~  i (« — l)7 

résultat  obtenu  ci-dessus. 

Celte  solution  est  d'ailleurs  plus  complète  que  la  précédente, 
puisque  l’on  a obtenu  en  mémo  temps,  et  le  bien  du  père,  et  les 
expressions  des  trois  parts. 

49.  Cinquième  problème.  — Un  paru  ordonne  par  son  testa- 
ment que  Cainé  de  scs  enfants  aura  sur  son  bien  une  somme  a, 
plus  la  n“m’  partie  du  reste ; que  le  second  aura  une  somme  2a, 
plus  la  n',m‘ partie  de  ce  qui  restera  après  qu'on  aura  retranché  la 
première  part  et  2 a ; que  le  troisième  aura  une  somme  3 a , plus  la 
ni,m’  partie  du  nouveau  reste  ; et  ainsi  de  suite.  On  suppose  d’ail- 
leurs que  tous  les  enfants  soient  egalement  partagés.  — On  demande 
le  bien  du  père , la  part  de  chacun  des  enfants,  et  le  nombre  des  en- 
fants. 

Ce  problème  a cela  de  remarquable , que  son  énoncé  renferme 
plus  de  conditions  qu’il  n’en  faut  pour  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues. 

Soi  le  le  bien  du  père  , x — a exprime  ce  qui  reste  après  qu’on 

a prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  l’aînc  est 

x — a un  4-  x — a 

a 4 -,  ou i"  part. 

« n 

Retranchant  de  x celle  première  part  et  la,  on  obtient 
(an  4-  x — «)  nx  — 3 an  — r + a 

X — 2 il  — J OU  _____  , 

n n 

. . nx  — "San  — x 4-  a 

dont  la  n“me  partie  est 

1 « 
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Ainsi , ln  part  du  second  enfant  est 

nx — 3 an — x-\-a  ian‘-\-nx — 3an — x-j-a 

2 a-\ , ou  •••  2' part. 

n 1 h* 

On  pourrait  former  de  ia  même  manière  les  autres  parts;  mais 
puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  il  suffit,  pour  former 
l’équation  du  problème,  d’égaler  les  deux  premières  parts,  ce  qui 
donne  l’équation 

an- f-  x — a _ 2 an 1 4-  nx  — 3 an  — x -f-  a 
n n ' 

d'où  l’on  tire  x — an 3 — 2 an  -f-  a. 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  l’expression  de  la  première 


an  H-  an  ’ ■ — 2 an  a — a 

part,  on  trouve — , 

n 

...  an 1 — an 

ou  réduisant,  = an — a = a (n — i); 


et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 
total  par  la  première,  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre  des 


- . . an'  — 2 an-t-a  ...  . . , 

enfants:  ainsi, > ou  n — i,  désigné  le  nombre  des 

an  — a 


enfants. 


Bien  du  père.  . .an 1 — 2.an-\-a  ou  « (n — i)*; 
Part  de  l’aîné  et  de  chaque  enfant. . . a (n  — i)  ; 
Nombre  total  des  enfants n — i. 


Il  reste  maintenant  à savoir  si  les  autres  conditions  du  pro- 
blème sont  satisfaites;  c.’est-à-dire  si , lorsqu’on  donne  au  second 
2 a plus  la  n‘‘"’  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  3 a plus  la 
nUme  partie  de  ce  qui  reste, . . . , la  part  de  chaque  enfant  est  en 
effet  a(n  — i). 

Or  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part  étant 
a(n  — î)”  — a (n  — î),  la  part  du  second  doit  être 

aln — t Y — a(n — i ) — 2 a 2 a!n — i )-+-«(« — lP — aln — i ) 

2u-p  ou  — ! 7 

n u 
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ou  réduisant, 

a(n  — — i)3  a[n — i)(i+/i — i) 

— 1 — , ou  bien,  — 5 — -, 

n n 

ou  bien  enfin,  a(n — i). 

De  même,  la  différence  entre  n[n  — i)3  et  les  deux  premières 

parts,  étant  a (n  — i)3  — ia(n  — 1) , la  part  du  troisième  doit  être 

_ aln  — i)3 — lain — i)  — 3 a . . , . 

3a  H ; , expression  qui , étant  réduite , 

, . ...  a[n  — — i)3 

devient  encore  évidemment  — — , 

n 

et,  par  conséquent,  a[n — i).  • 

En  général,  on  aurait  pour  la piime  part, 

a{n  — i)3  — < p — 1)  a (n  — i)  — pa 

pa  H : —, 

n 

pain  — i)  — t)3  — (p  — i )a(n  — i) 


ou 


a(n  — i)4-  a (n  — i)3 


ou  bien  , a[n  — t). 


Donc  définitivement,  toutes  les  conditions  du  problème  sont 
remplies. 


§ II.  — Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré 
à deux  ou  plusieurs  inconnues. 

ÎSO.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d’une  inconnue,  nous  sommes 
parvenus  à leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela 
tient  à ce  que,  d’après  les  conditions  de  l’énoncé , nous  pouvions 
facilement  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère; mais  il  n’en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  où  il  y 
a plus  d’une  inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  résoudre  ces 
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sortes  de  problèmes , reprenons  d'abord  quelques-uns  de  ceux  qui 
ont  été  déjà  résolus  à l’aide  d’un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  a cl  ta  diffé- 
rence 1>.  — (C’est  le  problème  n"  4.) 

Désignons  les  deux  nombres  cherchés  par  x et  y ; on  a,  d’après 

l’énoncé , les  deux  équations 

Or,  en  principe,  si  à deux  nombres  égaux  A et  U,  on  ajoute 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  C et  D,  les  résultats 
A -t-  C et  B -t-  D sont  égaux;  c’est-à-dire  que,  si  l’on  a les  équa- 
tions A = B et  C = D , il  en  résulte  A -t-  C = B -4-  D. 

De  même,  sj  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux,  les  restes  sont  encore  égaux  ; c’est-à-dire  (pie  des 
deux  égalités  A = B et  C = D , on  déduit  encor*  A — C = B — D. 
Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème  pro- 


posé. 

On  trouve,  en  les  ajoutant az  = a + i, 

et  en  retranchant  la  2e  de  la  i ro 2 y — a — b. 


x + y — n, 
x — y — b. 


Chacune  de  ces  équations  ne 
connue,  on  tire  de  la  première, 

et  de  la  seconde, 

En  effet,  on  a 

a -y  b a — b 2 a 

2 2 2 


renfermant  plus  qu’une  seule  in 
a -f-  b 

x — — , 

2 

a — b 


n -y  b (a  — b)  __  a b 
2 2 2 


Soit  encore  repris  lu  problème  de  I ouvrier  (n°  47)  , en  ne  con- 
sidérant que  l’énoncé  général. 

Soit  x le  nombre  de  jours  de  travail,  et  y le  nombre  de  jours 
d’oisiveté;  ax  et  by  expriment  respectivement  la  somme  que  I ou- 
vrier doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail , et  celle  qu  on  doit  lui 
retenir  pour  les  jours  d’oisiveté. 

t x -i-  y — n, 

On  a donc  les  deux  équations  j ^ ( 
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Or  on  sait  (n°  45)  qu’il  est  permis  de  multiplier  les  deux 
membres  d’une  équation  par  un  même  nombre,  sans  que  l’égalité 
soit  détruite;  ainsi,  l’on  peut  multiplier  les  deux  membres  de  la 
première  équation  par  b,  coefficient  de  / dans  la  seconde;  et 

il  vient bx  -f-  by  — bn, 

équation  qui,  combinée  avec  la  seconde ax  — by  — c, 


donne  par  addition , bx  -f-  ax  = bn  -4-c  ; d’où 


bn  -+■  c 
a H-  b 


Multipliant  de  même  la  première  par  a , coefficient  de  x dans  la 


seconde , on  a ax  -f-  ay  = an , 

équation  qui,  combinée  avec  la  seconde ax  — by  — c, 


donne  par  soustraction,  (a-yb)y—an — c;  d’où 


an  — c 
a -y  b 


L’introduction  d’un  caractère  pour  représenter  chacune  des  in- 
connues dans  les  deux  problèmes  précédents  offre , sur  la  solution 
qui  a été  donnée  précédemment,  l’avantage  de  faire  connaître  les 
deux  nombres  cherchés , indépendamment  l’un  de  l’autre. 


ELIMINATION. 


81.  Soient  maintenant  les  deux  équations 


5x  -H  7/  = 43, 
iix  -f-  9^  = 69, 
qu’on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  l’énoncé 
d’un  problème  à deux  inconnues. 

Si,  dans  ces  deux  équations,  l’une  des  inconnues  était  affectée 
du  même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction, 
former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que  l’autre 
inconnue,  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Or,  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  9,  coefficient  de  y dans  la  seconde,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7,  coefficient  de  y dans  la  première,  on 

45  x -h  63/  = 387, 

77 x -t-  63/  = 463, 
équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  / est  affecté  du  même  coefficient. 


obtient  par  cette  double  multiplication 
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Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la 
seconde;  il  vient  32x  = gfi,  d’où  x=  3. 

Pareillement,  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière par  1 1 , coefficient  de  x dans  la  seconde,  et  les  deux 
membres  de  la  seconde  par  5,  coefficient  de  x dans  la  première, 

on  forme  les  deux  nouvelles  équations  j 1 1 * 1 ^ ’ 

I 55  x -+-  45j  — 345, 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  et 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  x est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière, on  trouve  32 y — 128,  d’où  y = 4. 

Ainsi , x = 3 et  y = \ sont  les  deux  valeurs  de  xet  de  y propres 
à vérifier  l’énoncé  de  la  question.  Kn  effet,  l'on  a 

t°.  5x3-f-7X4=,5-f-28=43;  2°.t  ix3-f-gx4=33-f-36=69. 

L’opération  qui  vient  d'être  exécutée,  et  au  moyen  de  laquelle  on 
obtient  les  valeurs  des  inconnues,  propres  satisfaire  à des  équa- 
tions données,  est  connue  sous  le  nom  A' élimination,  parce  qu’en 
effet  elle  consiste  à chasser  l’une  des  inconnues  par  des  transfor- 
mations permises  que  l’on  exécute  sur  les  équations  proposées. 

La  méthode  précédente  a beaucoup  d’analogie  avec  la  réduction 
des  fractions  au  même  dénominateur;  aussi  est-elle,  comme  cette 
dernière  opération , susceptible  de  quelques  simplifications. 

Soient  pour  nouvel  exemple  les  deux  équations 

8x  — 21  y = 33, 

6x  -4-  35 y = 177 . 

Pour  rendre  les  deux  coefficients  de  y égaux,  remarquons  que  21 
et  35  ont  un  facteur  commun  7;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5,  et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  les 

. „ . ( liox  — io5r  = t65, 

deux  nouvelles  équations  { _ 

! 18*+  io5/  = 53 1 , 

équations  qui , ajoutées  entre  elles,  donnent 

58  x = d’où  x — 12 
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Pareillement,  les  «leux  coefficients  «le  x renferment  le  facteur 
commun  2;  ainsi,  il  suflit,  pour  rendre  ces  deux  coefficients 
égaux,  de  multiplier  la  première  par  3 et  la  seconde  par 4 ; ce 


«pii  donne 


x — 63  y = 99) 
2.4  x 4-  140 y = 708. 


Retranchant  la  première  équation  «le  la  «leuxième , on  trouve 


2o3  y = 609,  d’où  y = 3. 

N.  B.  — Il  est  très-important  de  reconnaître  si  les  coefficients 
ont  des  facteurs  communs,  puisque,  dans  ce  cas,  on  a des  calculs 
plus  simples  effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple  les  équations 


4- -4-  x=  8 
2 


3r 

'T' 


I 

12 


y 

6 


i — 21  + 6. 

O 


Il  faut  d’abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d’après  la 
règle  (n°  44),  et  l’on  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8x  — 46  + 6/  4-  1 2 x — 96  — 9/  -t-  1 , 
y — 3x  4-  12  = 1 — i2x  -1-  36, 


ou  réduisant. 


2ox  -H  i5 y = i45  , , . 

_ ou  bien 
9x4-  y = 25, 


( 4x4-  3/=  29, 
}gx4-  y =25. 


Multipliant  par  3 la  seconde  équation  , et  retranchant  du  résultat 
la  première,  on  trouve  23.r=46;  d’où  x — 2.  Mais  on  a 
d’ailleurs/  =25  — gx  ; donc  y = 25  — 9 X 2=7. 


SSi.  Considérons  actuellement  le  cas  de  trois  équations  à trois 
inconnues. 

|5x  — 6 y 4-  4Z  — >5, 

7X  4-  4 y — 3z  = 19, 

2 x 4-  y -f-  6 2 = 46. 

Pour  éliminer  z entre  les  deux  premières  équations,  il  faut  mul- 
tiplier la  première  par  3 et  la  seconde  par  4j  puis  ajouter  les 
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deux  résultats  (puisque  les  coeflicients  «le  z sont  de  signes  con- 
traires), ce  qui  donne  pour  nouvelle  équa- 
tion  43-r  — 2 y — 121. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2 
( l'un  des  facteurs  du  coefficient  de  z dans 
la  troisième  ) , et  ajoutant  le  résultat  avec  la 

troisième,  on  a i(i.r  qy  — 84- 

La  question  est  donc  ramenée  à trouver  d'abord  les  valeurs  de  x 
et  de  y , propres  h satisfaire  à ces  nouvelles  équations. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  par  9,  la  seconde  par  2,  et 
qu’on  ajoute  les  deux  résultats  , on  trouve 


419a:  = 1257  ; d’où  l’on  lire  x = 3. 


On  pourrait,  l’aide  des  deux  équations  en  x et  y,  déterminer 
y comme  on  a déterminé  x;  mais  on  parvient  plus  simplement  à 
la  valeur  dey,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient , lorsqu’on  y met  pour  x sa  valeur  , 


48  -t-  g y = 84  , d’où  l’on  tire 


84-48 
— - — = 4 


De  même,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient, 
lorsqu’on  y remplace  x et  y par  leurs  valeurs  , 


i5  — 24  + 4"  — * 5 , d’où  z = =6. 

4 

F.n  général  , soit  un  nombre  m d'équations  à pareil  nombre 
d’inconnues.  Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues , combinez 
successivement  une  quelconque  des  équations  avec  chacune  des 
( m — 1 ) autres , de  manière  h éliminer  la  même  inconnue.  Vous 
obtenez  ainsi  ( m — 1 ) nouvelles  équations  renfermant  (m  — 1 ) 
inconnues  sur  lesquelles  vous  opérez  comme  sur  les  équations  pro- 
posées ; c'est-à-dire  que  vous  éliminez  une  nouvelle  inconnue  en 
combinant  l'une  de  ces  nouvelles  équations  avec  les  ( m — 2 ) autres  , 
ce  qui  donne  ( m — 2 ) équations  renfermant  ( m — 2 ) inconnues. 
Continuez  cette  suite  d'opérations  jusqu’à  ce  qn'cnfin  vous  par- 
veniez à une  sente  équation  qui  ne  renferme  plus  qu’une  inconnue , 
et  de  laquelle  vous  tirerez  facilement  la  valeur  de  cette  inconnue. 


Digitized  by  Google 


AUTRES  MÉTHODES  d’ ÉLIMINATION.  ’]Ç) 

Après  quoi , remontant  <le  proche  en  proche  jusqu'il  l’une  des 
équations  proposées , vous  déterminez  successivement  les  valeurs  des 
autres  inconnues. 

S5.  La  méthode  d’élimination  que  nous  venons  d’exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  par  soustraction  , 
parce  qu’en  effet  on  parvient  à chasser  les  inconnues  par  des  addi- 
tions et  soustractions  , après  avoir  toutefois  préparé  les  équations 
de  manière  qu’une  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient  dans 
toutes  les  deux. 

11  existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d’élimination. 
La  première  , appelée  méthode  par  substitution  , consiste  à tirer  de 
l’une  des  équations  la  valeur  d’une  inconnue  , comme  si  les  autres 
étaient  déjà  déterminées  , et  à substituer  cette  valeur  dans  les 
autres  équations,  ce  qui  donne  lieu  à de  nouvelles  équations  qui 
renferment  une  inconnue  de  moins,  et  sur  lesquelles  on  opère 
comme  sur  les  équations  proposées. 

La  seconde  , appelée  méthode  par  comparaison  , consiste  à tirer 
les  valeurs  d’une  même  inconnue,  de  toutes  les  équations,  et  à 
égaler  ces  valeurs  deux  à deux  ; ce  qui  donne  nécessairement  lieu 
à de  nouvelles  équations  renfermant  une  inconnue  de  moins  , sur 
lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations  proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n’offre  pas  la 
méthode  par  addition  et  soustraction  , c’est  de  donner  lieu  à de 
nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qu’il  faut  ensuite 
faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la  méthode 
par  substitution , toutes  les  fois  (pic  l’une  des  inconnues  a un 
coefficient  égal  à l’unité  dans  l’une  des  équations,  parce  qu’alors 
l’inconvénient  dont  nous  venons  de  parler  n’a  plus  lieu.  Nous 
aurons  quelquefois  occasion  de  l’employer.  Mais  , en  général  , la 
méthode  par  addition  et  soustraction  est  préférable;  elle  présente 
d’ailleurs  cet  autre  avantage,  que,  si  les  coefficients  ne  sont  pas 
trop  grands  , on  peut  faire  l’addition  ou  la  soustraction  en  même 
temps  que  la  multiplication  qui  tend  à rendreles  coefficients  égaux. 

154.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renferment 
pas  toutes  les  inconnues  à la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu 
* d’adresse,  l’élimination  se  fait  très-promptement. 
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Soient  les  quatre  équations  quatre  inconnues  : 


2x  — 3/  + 2Z  = i3 (i), 

\u  — î/=  3o (2), 

4r  + 2*  = «4 (3), 

Sx  + 3 «■  = 3a (4). 


En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations  , on  voit  que  l’élimination 
de  z entre  les  équations  (1)  et  (3)  donnera  une  équation  en  x ctx  ; 
et  si  l’on  élimine  u entre  les  équations  (2)  et  (4),  on  obtiendra  une 
seconde  équation  en  x et_y  ; ces  deux  dernières  inconnues  peu- 
vent donc  être  déterminées  aisément.  D’abord,  l’élimination  de  z 
entre  (1)  et  (3)  donne  * 7 / — 2x=  1; 

celle  de  u entre  (2)  et  (4)  donne  20/  -+-  6x  ==  38. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  3,  cl 

ajoutons  ; il  vient 4'T  = 4* 

d’où y 

Substituant  cette  valeur  dans  7^ — 2x  = 1 , 

on  trouve x 

Reportons  la  valeur  de  x dans  l’équation  (2)  ; 

il  en  résulte  4“  — 6 ==  3o  ; d’où . u 

Enfin,  la  substitution  de  la  valeur  dey  dans 
l’équation  (3)  donne z 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  cinq  équations  suivantes: 
7X — 2Z  3«  = 17 

f\X  — 22  + t ~ I I 

5/ — 3x — 111—  8 
4/  — 3«  -+•  2 1 = 9 
3 z -f-  8«  = 33 

88.  Dans  tout  ce  qui  précède  , nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égalait  nombre  des  caractères  employés  pour  dési- 
gner les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème  à plu-* 


«pii  donnent,  pour  valeurs  des 
inconnues  , 

= 2,/  = 4»  *=3,  « = 3 , 1 = 1. 
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sieurs  inconnues,  pour  qu’il  soit  déterminé,  c’est-à-dire  pour 
qu’il  n’admelle  pas  une  infinité  de  solutions. 


En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu'un  problème  à deux 
inconnues  x,  y conduise  à l’équation  unique  5x — 3 y = 12; 


1 • 1 • 1 2 -f-  3 y ...  . . 

on  en  déduit  x = g • Or,  si  1 on  fait 

successivement 

i j 2 > 3,  4,  5, 

6,..., 

..  , . » l8  21  2ij  ^ 

il  en  resuite  x = o9  — > — ? — -, 

6,...; 

et  tous  les  systèmes  de  valeurs 

(x=3,  y=l),  ( X = y , y = a ] , Ç 

21  o\ 

r=  — , y = 3J,..., 

mis  pour  x et  y dans  l’équation,  y satisfont  également. 

Si  l’on  avait  deux  équations  à trois  inconnues,  on  pourrait 

d’abord  éliminer  l’une  des  inconnues  à l’aide  des  équations  pro- 
posées, et  l’on  parviendrait  ainsi  à une  équation  qui,  renfermant 
deux  inconnues,  pourrait  être  satisfaite  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  d’où  l’on  déduirait 
également  une  infinité  de  valeurs  pour  la  troisième  inconnue. 
Donc-,  en  général , pour  qu’un  problème  soit  déterminé,  il  faut 
que  son  énoncé  renferme  un  nombre  de  conditions  différentes,  au 
moins  égal  à celui  des  inconnues,  et  que  ces  conditions  puissent 
être  exprimées  chacune  par  une  équation.  Au  reste,  nous  revien- 
drons plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu  à un  nombre 
d’équations  essentiellement  différentes,  moindre  que  celui  des  in- 
connues. 

t>G.  Passons  à la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à deux  ou 
un  plus  grand  nombre  d’inconnues. 

Sixième  problème.  — Une  personne  possède  un  capital  de 
3o  000  fr.  qu’elle  fait  valoir  à un  certain  intérêt ; mais  elle  doit  une 
somme  de  20  000  fr.  dont  elle  paye  un  certain  intérêt  diffèrent  du 
premier:  l’intérêt  qu’elle  retire  surpasse  celui  qu’elle  paye  de 
800  fr.  — Une  seconde  personne  possède  35  000  fr.  qu’elle  fait 
d/g.  B.,  10e  éd.  6 
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valoir  au  fécond  taux  d’intérêt ; mais  elle  doit  une  somme  de 
24  000  fr ■ dont  elle  paye  l’intérêt  d’après  le  premier  taux:  l'intérêt 
qu’elle  retire  surpasse  celui  qu'elle  paye  de  3 1 0 fr.  — On  de- 
mande les  deux  taux  d’intérêt. 

Solution.  — Soient  x et  y les  deux  taux  d'intérêt  pour  100  fr. 
Pour  obtenir  l'intérêt  de  3oooo  fr.  au  taux  désigné  par  x,  il  faut 

établir  la  proportion  100  :x  3oooo  : — —?~x  ou  3oox. 

100 

On  obtiendra  de  même,  pour  l’intérêt  de  20000  fr.  au  taux 

...  • 20000/  . ,,  ....  ... 

désigné  par/, — - ou  200/.  Mais,  d apres  I énoncé,  1 exces 

du  premier  intérêt  sur  le  second  est  égal  à 800  fr.  On  a donc  pour 
première  équation  du  problème, 

3oox  — 200  r — 800. 


En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  pro- 
blème, on  parviendrait  à la  nouvelle  équation 

35or  — 240.C  = 3io. 

Maintenant,  les  deux  membres  de  la  première  équation  étant 
divisibles  par  100,  et  ceux  de  la  seconde  par  10,  on  peut  rem- 
placer les  deux  équations  par  celles-ci  : 

3x — 2/  — 8, 

35/  — 24^  = 3i. 

Pour  éliminer  x,  multiplions  la  première  équation  par  8,  et 
ajoutons;  il  vient  iç)/  = g5,  d’où  / = 5. 

Remplaçant  / par  sa  valeur  dans  la  première  équation,  l’on 
trouve  3x — 10  = 8,  d’où  x = 6. 

Ainsi,  le  premier  taux  est  6 pour  et  le  second  5. 

En  effet, 

3oooo  fr.  placés  à 6 p.  £ donnent  3oo  X 6 ou  1 800  fr. 


20000 à 5 donnent  200  X 5 ou  i 000, 

et  l'on  a 1 800  — 1 000  = 800. 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 
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i»7.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  à une  et  à plu- 
sieurs inconnues  , sur  lesquels  nous  engageons  les  commençants  à 
s’exercer. 


Septième  problème.  — Un  ouvrier  peut  faire  un  certain  ou- 
vrage exprimé  par  a , dans  un  temps  exprimé  par  b ; un  second 
ouvrier,  l’ouvrage  c dans  un  temps  d;  un  troisième , l’ouvrage  c 
dans  un  temps  f.  — On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois  ou- 
vriers, travaillant  ensemble , pour  faire  l’ouvrage  g. 


Réponse. 


Mfg 

adf  -I-  bef  -+-  bdc 


(On  peut  prendre , pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  unité 
d’ouvrage,  et  le  jour  pour  unité  de  temps.) 

Application...  a=  27"“"'";  b=^j°"rs-,  c=35”;  d=6t  ; c=4°n; 
f ~ 12.J  \ g — 1 g i m ; on  doit  trouver  x — 1 od . 

Huitième  problème.  — On  a de  l'eau  de  mer  qui,  sur  3a  kilo- 
grammes, contient  1 ki/ogr.  de  sel.  — Combien  faut-il  ajouter 
d’eau  douce  à ces  32  kilogr.  pour  que,  sur  32  kilogr.  du  nouveau 

mélange,  la  quantité  de  sel  soit  réduite  h - de  kilogramme? . . . . 

8 

(Rép.  22/{  Æ.) 

Neuvième  problème.  — Une  montre  marque  midi.  — On  de- 
mande combien  de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se 
rencontreront  depuis  midi  jusqu'à  minuit , et  à quelle  heure  se  fera 
chaque  rencontre. 

(Rép.  Nombre  des  rencontres , 1 1 ; ire  rencontre,  h 1 h 5 — ; 
2°  rencontre,  02*  1 o * ~ ; 3e,  «3*  i6m~...;  10e,  à l O * 54  Bl  -pç  ; 
il”,  à minuit.') 

Dixième  problème.  — Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres. 
La  somme  des  chiffres  est  1 1 ; le  chiffre  des  unités  est  double  de 
celui  des  centaines ; et  quand  on  ajoute  297  à ce  nombre , on 
obtient  une  somme  qui  est  le  nombre  renversé.  — Quel  est  le 
nombre  qui  jouit  de  cette  propriété  ? . . . (Rép.  3a6.) 

Onzième  problème.  — Une  personne  qui  possède  tooooo  fr. 
les  fait  valoir,  une  partie  à 5 pour  J et  l’autre  partie  à 4 pour  f ; 

6, 
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elle  retire  pour  te  tout  f\  640  fr.  d’intérêt. — On  demande  les  deux 

parties....  (Rép.  64ooof  et  36ooof.) 

Douzième  problème.  — Une  personne  possède  un  certain  capital 
qu’elle  fait  valoir  à un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui 
possède  1 0 000  fr.  de  plus  que  la • première,  et  qui  fait  valoir  son 
bien  de  1 pour  * plus  avantageusement  qu'elle,  a un  revenu  plus 
grand  de  800  fr.  Une  troisième  personne  qui  possède  i5ooo  fr.  de 
plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  de  2 pour  £ plus 
avantageusement  qu’elle,  a un  revenu  plus  grand  de  1 5oo  fr. 
— On  demande  les  biens  des  trois  personnes  et  les  trois  taux 
d’intérêt. 

(Sommes  placées  3oooof,  4000°r»  45°°°f> 

Taux  d’intérêt..  4j  5,  6.) 

§ III.  — Problèmes  qui  donnent  lieu  à des  résultats 
négatifs.  — Théorie  des  quantités  négatives. 

i>8.  L’emploi  des  signes  algébriques  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes donne  souvent  lieu  à des  circonstances  singulières  qui 
embarrassent  au  premier  abord;  mais  en  y réfléchissant,  on 
parvient  à les  expliquer,  et  même  à en  tirer  parti  pour  généraliser 
encore  davantage  ta  tangue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  : Trouver  un  nombre 
qui , ajouté  au  nombre  b,  rlonnc  pour  somme  te  nombre  a. 

Solution.  — Soit  x le  nombre  cherché;  on  a évidemment  pour 
équation, 

b -+-  x — a , d’où  x — a — b. 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé. 

Soit,  par  exemple,  a = 47>  è = 2g;  il  vient  x = 47  — 29  = 18. 

Soit  encore  0 = 24,  b = 3 1 ; il  vient  x = 2.4  — 3 1 . 

Comme  3i  est  égal  à 24  -H  7,  celte  expression  de  x peut  se 
mettre  sous  la  forme  x — 24  — — 7 , ou  réduisant , x = — 7. 
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Celte  valeur  obtenue  pour  x est  ee  qu’on  appelle  une  solution 
négative.  Mais  comment  l’interpréter? 

En  remontant  à l’énoncé  du  problème , on  voit  qu'il  est  impos- 
sible que  3 1 augmenté  d’un  autre  nombre  donne  pour  somme  24 , 
nombre  plus  petit  que  3i.  Ainsi,  aucun  nombre  ne  peut  vérifier 
l’énoncé  dans  ce  cas  particulier.  Cependant  si,  dans  l’équation 
du  problème,  3 1 -t- a;  = 24 , on  met  à la  place  du  terme  -t- x 
la  valeur  négative  — 7 , il  vient  3i  — 7 = 24  ) équation  exacte, 
qui  veut  dire  que  le  nombre  3i  diminué  de  7 donne  pour  diffé- 
rence 24. 

La  solution  négative,  x — — 7,  indique  donc  l’impossibilité 
de  satisfaire  à l’énoncé  du  problème  dans  le  sens  où  il  a été  établi; 
mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son  signe, 
c’est-à-dire  supposant  x — 7,  on  voit  qu’elle  satisfait  à l’énoncé 
modifié  ainsi  : Trouver  un  nombre  qui,  retranché  de  3 1 , donne 
pour  différence  24 , énoncé  qui  diffère  du  premier,  Trouver  un 
nombre  qui,  ajouté  à 3i,  donne  pour  somme  24,  en  ce  point 
seulement,  que  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé  par  le  mot 
retrancher,  et  le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

Si  l’on  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement,  il  n’y  a 
qu’à  poser  l’équation 

3i  — x—  24;  d’où  3i  — 24  = x,  ou  x — 7. 

Soit  encore  proposé  ce  problème  : Un  père  a un  nombre  a 
d’années ; son  fils  en  a un  nombre  b.  — On  demande  dans  combien 
d'annccs  l'dge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père  ? 


Solution. 


Désignons  par  x le  nombre  d’années  cherché;  a -t-  x et  b H- x 
expriment  respectivement  les  âges  du  père  et  du  fils  au  bout  de  ce 

nombre  d’années  ; ainsi , l’on  a l’équation  b -f-  x = — ; 

...  n — 46 

U ou  JC  — = 


Supposons  a — 54,  6 r=6;  il  vient  x — ^ ^ = 6. 
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En  effet,  le  père  ayant  actuellement  54  ans  et  le  fils  u,  dans 

, 3"S  le,père  aura6°  ans  et  «'*  '5;  or  ,5  est  égal  au  quart 
tle  oo  ; donc  x — G satisfait  à l’énoncé. 

Actuellement,  supposons  « —45,  bz=i5-  il  vient*  — 4^11^2 

’ ‘ 3 

Ou  réduit  cette  expression  à a:  = - 5 , en  effectuant  autant  nue 
possible  la  soustraction  indiquée  par  45  - 60 , ce  qui  donne  - 1 5 , 
et  divisant  - i5  par  3,  d’après  la  règle  établie  (11°  2«j  pour  la’ 
division  algébrique.  Mais  comment  interpréter  la  solution  né- 
gative x = — 5 ? 

Remontons  à l’équation  du  problème,  qui,  dans  le  cas  parti- 
culier que  nous  considérons,  est  1 5 + .r  — . E||e  ren_ 

ferme  une  contradiction  manifeste;  car  le  second  membre  revient 

“ 4 H-4î  et  chacnne  de  «*  deux  parties  est  plus  petite  que 
chacune  des  deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si  l’on  rem- 
place dans  l’équation , + x par  — 5,  il  vient  i5  — 5 — 

• 4o  4 

ou  10  = -^,  équation  exacte,  qui  veut  dire  que  si,  au  lieu 

d’ajouter  un  certain  nombre  d’années  aux  deux  âges,  on  en  re- 
tranche 5 ans,  l’âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père.  Ainsi 

, sol,,tlon  flue  r°n  vient  de  trouver,  étant  Considérée  indépen- 
damment de  son  signe,  satisfait  ce  nouvel  énoncé  : Un  père  a 
45  ans  son  fils  en  a t 5.  - On  demande  h r,„c,lc  épo,,ue  l’dge  du 
Jils  a été  le  quart  de  celui  du  porc. 

L’équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5 r 4^  — x ..  . 


l’on  tirerait  60  — 4_r  = 45x,  et  x = 5. 


4 


On  voit  en  effet,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  l’énoncé  du 
problème,  que  le  rapport  de  l’âge  du  fils  à celui  du  père  étant 

actuellement^,  ou-,  l’âge  du  fils  ne  peut  plus  devenir  le  quart 

de  celui  du  père;  mais  il  l’a  été  précédemment,  parce  que,  comme 
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on  l’a  prouvé  (n°  G)  d’une  manière  générale , si  l’on  ajoute  aux 
deux  termes  d’une  fraction  un  même  nombre , la  fraction  augmente 
toujours  de  valeur.  Au  contraire,  elle  diminue  de  valeur  quand  on 
retranche  un  meme  nombre  de  chacun  de  ses  deux  termes. 

89.  En  nous  laissant  conduire  par  l'analogie,  nous  pouvons 
établir  ce  principe  général  : 

i°.  Toute  valeur  négative  trouvée  pour  l’inconnue  d'un  pro- 
blème du  premier  degré  indique  un  vice  dans  le  sens  des  condi- 
tions de  l’énoncé,  ou , du  moins,  dans  l’équation  qui  en  est  ta 
traduction  algébrique.  ( Voyez  la  remarque  du  n°  GO.) 

2°.  Cette  valeur,  abstraction  faite  de  son  signe , peut  être  re- 
gardée comme  la  réponse  à un  problème  dont  l’énoncé  ne  diffère 
de  celui  du  problème  proposé  qu’en  ce  que  certaines  quantités, 
d’additives  qu  elles  étaient , sont  devenues  soustractives,  et  récipro- 
quement. 

Démonstration . — La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à démontrer.  En  effet,  si  l’on  trouve  pour  x une  valeur  néga- 
tive, cela  provient  nécessairement  de  ce  que,  par  la  nature 
même  de  l’équation  établie,  on  a été  conduit  à soustraire  un 
nombre  plus  grand  d’un  nombre  plus  petit,  opération  inexé- 
cutable. C’est  ainsi  que  les  valeurs  x = — 7,  x = — 5,  sont 

, , , . ,0  45-6o 

provenues  (n°  88)  des  équations  x = 24  — 01 , x = — — 

Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  x ne  peut  vérifier 
l’équation  à laquelle  on  est  parvenu  en  exécutant  sur  celle  du 
problème  les  transformations  indiquées  (n°!  45,  44),  il  faut  que 
cette  première  équation  ne  puisse  elle-même  être  vérifiée  dans  le 
sens  où  elle  a été  formée;  car  l’exactitude  de  ces  transformations 
est  bien  constatée  pour  toute  équation  susceptible  d’être  vérifiée 
par  un  nombre  absolu  qu’on  y mettrait  pour  l’inconnue. 

Souvent,  l’impossibilité  de  résoudre  la  question  ou  l’équation, 
dans  le  sens  où  elle  a été  établie,  est  évidente  à la  seule  inspection, 


(*}  On  appelle  nombre  absolu  tout  nombre  considéré  indépendamment  du 
signe  de  l'addition  ou  de  la  soustraction. 
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soit  de  l’énoncé , soit  de  l’équation  : les  deux  problèmes  prérédenls 
en  sont  des  exemples.  D'autres  fois,  cette  impossibilité  est  difficile 
à découvrir;  mais  la  suite  des  calculs  finit  toujours  par  la  mettre 
dans  tout  son  jour. 

Passonsà  la  seconde  partie  du  principe. 

Observons  d’abord  que  si , dans  l'équation  , l’on  remplace  x par 

— x,  tous  les  termes  renfermant  x,  s'ils  sont  additifs,  deviendront 
soustractifs,  et  réciproquement  ; car  si  l’on  a,  par  exemple,  le  terme 
-4-  nx,  en  mettant  — x à la  place  de  x,  il  deviendra  +«X  — x,  ou 

— nx.  De  même,  si  l’on  a le  terme  — bx,  il  deviendra  — b X — x, 
ou  -t-  bx.  Ainsi , en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle 
équation,  on  aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  diffé- 
rera du  premier  qu’on  ce  que  certaines  quantités,  d'additives 
qu’elles  étaient , seront  devenues  soustractives,  et  réciproquement. 

Il  reste  à faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  — x à 
la  place  de  x dans  l’équation  donne  lieu  au  résultat  x = p,  si 
l’on  avait  d’abord  obtenu  x = — />  ( p est  ici  regardé  comme  un 
nombre  absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l’équation  primitive  du  problème,  on  peut 
toujours , ]>nr  des  transformations  connues , la  supposer  ramenée  à 
la  forme  ax  = — b («  et  b étant  des  nombres  absolus). 

— b b 


De  celte  équation  l’on  tire  x 


, ou  x = , ou  bien  , 

a 


enfin,  x = — /> , p exprimant  le  nombre  absolu  -•  Mais  si  l’on  met 

— x à la  place  de  x dans  l’équation  primitive,  on  parviendra,  en 
opérant  sur  la  nouvelle  équation  comme  sur  la  première,  à l’équa- 
tion — «x  — — b ; 


d’où 


— b 


x — —,  ou  enfin  , x — p. 
a 


- Ce  qu’il  fallait  démontrer  (*). 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit  inler- 


(’)  L’énonce  du  principe  précédent  et  une  partie  de  la  démonstration 
sont  extraits  de  l’ouvrage  intitulé  : Rcjlrxions  sur  la  métaphysique  ilu  Calcul 
infinitésimal,  seconde  édition  ; par  Carnot. 


I 

1 


l 


I 


Digitized  by  GoogleJ 


THEORIE  DES  QUANTITES  NÉGATIVES.  8l) 

prêter  les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regardées, 
abstraction  faite  de  leur  signe,  comme  des  réponses,  non  aux  ques- 
tions telles  qu’elles  ont  été  établies , mais  à des  questions  de  même 
nature,  dont  certaines  conditions  ont  été  modifiées;  et,  pour 
obtenir  le  nouvel  énoncé,  le  moyen  le  plus  sur  est  de  remonter  à 
l’équation  du  problème , d’y  changer  x en  — x , puis  de  traduire 
en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation.  ( Voyez  le  n"  71  pour  la 
démonstration  du  même  principe  , dans  les  équations  du  premier 
degré  à plusieurs  inconnues.  ) 

60.  Remarque.  — Le  principe  qu’on  vient  d’établir  n’est  rigou- 
reusement vrai  que  pour  les  équations  , et  il  ne  l’est  pas  toujours 
pour  les  énoncés  des  problèmes;  c’est-à-dire  que  tel  problème 
peut  avoir  un  énoncé  exact,  lors  même  qu’en  résolvant  l'équation 
établie  on  parvient  à une  valeur  négative.  Cela  tient  à cequel’algé- 
briste,  dans  l’application  de  ses  méthodes  à la  résolution  d’un 
problème , prend  souvent  certaines  conditions  dans  un  sens  opposé 
à celui  où  elles  devraient  être  prises  ; et,  dans  ce  cas  , la  solution 
négative  qu’il  obtient  redresse  le  point  de  vue  sous  lequel  il  a 
envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  l’équation  est  vicieuse,  quoique 
le  problème  soit  susceptible  d’être  résolu  ; et  ce  n’est  que  lorsque 
l’équation  est  la  traduction  fidèle  de  l’énoncé  et  du  sens  de  toutes 
ses  conditions,  que  le  principe  est  applicable  aux  énoncés.  Nous 
en  verrons  des  exemples  par  la  suite;  mais  c’est  principalement 
dans  les  applications  de  l’Algèbre  aux  questions  de  Géométrie 
que  le  principe  est  applicable  aux  équations  plus  qu’aux  énoncés 
eux-mêmes. 

Au  reste,  pour  peu  qu’on  rélléchisse  sur  la  démonstration  qui 
en  a été  donnée,  on  verra  que  les  raisonnements  portent  plutôt 
sur  les  équations  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations  sont  regar- 
dées comme  la  traduction  algébrique. 

Ci.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  a été  conduit  à mul- 
tiplier -I-  a par  — x,  à diviser  — b par  -+-  a,  — b par  — «;  et 
l’on  est  parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes  les 
règles  des  signes  établies  pour  la  multiplication  et  la  division  des 
polynômes.  Il  peut  paraître,  au  premier  abord,  nécessaire  de 
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démontrer  ces  régies  par  rapport  aux  monômes  isolés;  et  c'est 
en  cITet  ce  «pie  font  presque  tous  les  auteurs.  Mais  les  démonstra- 
tions qu’ils  en  donnent  n’ont  que  l'apparence  de  l’exactitude,  ou 
laissent  beaucoup  de  vague  dans  l’esprit.  Nous  dirons  donc  que 
Y On  a étendu  aux  quantités  monômes  /es  règles  des  signes  éta- 
blies et  démontrées  pour  les  polynômes,  n/in  de  donner  une  inter- 
prétation aux  résultats  singuliers  que  fournit  l'Algèbre.  En  n'ad- 
mettant point  cette  extension  , on  se  priverait  d’un  di  s principaux 
avantages  de  la  langue  algébrique,  lequel  consiste  à embrasser 
dans  une  seule  cl  même  formule  les  solutions  de  plusieurs  ques- 
tions de  même  nature,  mais  dont  les  énoncés  diffèrent  par  le 
sens  de  ee/laincs  conditions,  c'est-à-dire  en  ce  que  certaines  quan- 
tités sont  fidditives  dans  les  uns  et  soustractives  dans  les  autres,  et 
léciproq  item  en  t . 

L’extension  aux  quantités  monômes,  des  régies  établies  pour 
les  polyuéunes,  peut  toutefois  être  motivée  par  les  considérations 
suivantes  : 

F.a  démonstration  exposée  n"  17,  pour  la  multiplication  d’un 
binôme  a — b par  un  binôme  c — d,  suppose  évidemment  af>b 
et  c~f>d.  Si  le  contraire  a lieu,  ces  raisonnements  n’offrent  plus 
à l’esprit  aucun  sens  rigoureux  ; et  cependant  la  régie  des  signes 
une  fois  établie,  on  ne  songe  pas  à la  révoquer  en  doute,  quels 
que  soient  les  rapports  de  grandeur  de  a,%,  c,  d. 

Cela  posé,  le  produit  de  a — b par  c étant  ae  — bc,  il  s’ensuit 
que  le  produit  d’une  expression  négative  a — b (n  étant  /;)  par 
une  quantité  positive  c est  négative. 

I)e  même,  le  produit  de  b par  c — il  étant  bc  — bd,  il  en  résulte 
que  le  produit  d'une  quantité  positive  b par  une  expression  néga- 
tive c — d ( c étant  d ) est  négatif. 

Knfin  , le  produit  de  a — b par  c — d étant,  comme  on  l’a  dit , 
ae  — bc  — ad  -+-  bd,  expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
bd  — ad  — bc  -f-  ac , ou  d [b  — a)  — c [b  — a),  si  l'on  suppose 
df>e,  et  b />  a ou  b — «positif,  il  en  résulte  nécessairement 
d[b  — a)~f>  c [b  — «),  et  par  conséquent , d (b  — «)  — c (b  — a), 
positif.  Donc  le  produit  d'une  expression  négative  a — 1)  par  une 
expression  négative  c — d (a  étant  b et  <■  fl ) est  positif 


\ 
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C’est  d’ailleurs  là  ce  qui  constitue  l’un  des  caractères  distinctifs 
de  l’Algèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie,  les  raisonne- 
ments portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  l’esprit  peut  saisir, 
tandis  qu’en  Algèbre,  on  raisonne  et  l’on  opère  le  plus  souvent 
sur  des  êtres  imaginaires,  ou  sur  des  symboles  présentant  des 
opérations  inexécutables;  mais  l’exactitude  des  résultats  qu’on 
obtient  par  ce  moyen  , et  auxquels  on  parviendrait  également  par 
des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beaucoup  plus  longs,  justifie 
suffisamment  la  marche  qu’on  a suivie. 


62.  Comme  les  règles  des  signes,  relatives  aux  monômes,  sont 
d’un  usage  continuel  en  Algèbre,  il  est  à propos  d’en  présenter 
ici  l’ensemble.  D’ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de  nouvelles 
expressions  propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  4-  b ou  — b avec  une  quantité  exprimée  par  a , 
il  faut  écrire  a 4-  b ou  a — b,  c’est-à-dire  écrire  les  deux  mo- 
nômes l'un  à la  suite  de  l’autre  avec  leurs  signes  respectifs.  [Voyez 
n“  13.) 

Pour  soustraire  -f-  b ou  — b de  a , il  faut  écrire  a — b on  a 4-  b, 
c’est-à-dire  changer  le  signe  du  monôme  à soustraire,  et  l’écrire 
avec  son  nouveau  signe  à la  suite  de  celui  dont  il  faut  soustraire. 
( Voyez  nn  14.) 

Quant  à la  multiplication  et  à la  division 


+ «X  + iou  — a X — b donne  pour  produit  -t-  ab  I . ^ ^ 

— flX4-èou4-«X  — b donne  pour  produit  — ab  j ^ 


-ha  : 4-  b ou  — a 
— a ; 4-  b ou  4-  a 


— b donne  pour  quotient  4-  ^ 

— b donne  pour  quotient  — 


(n"  23). 


Ces  règles  donnent  lieu  à quelques  remarques  importantes  : 
i°.  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  somme  ne  doivent  pas 
toujours,  comme  en  Arithmétique,  entraîner  avec  eux  l’idée 
d’augmentation;  car  le  résultat  a — b , de  l’addition  de  — b avec  a, 
est,  à proprement  parler,  une  différence  entre  le  nombre  d’unités 
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exprimé  par  a et  le  nombre  d’unités  exprimé  par  b ; par  consé- 
quent , ce  résultat  est  moindre  que  a.  Pour  distinguer  cette  espèce 
de  somme  d'une  somme  arithmétique,  on  lui  donne  le  nom  de 
somme  algébrique.  Ainsi , un  polynôme  tel  que 

7. a' — 3 «’&-+-  3 abc  — 2 a'e 

est  une  somme  algébrique,  en  tant  qu’on  le  regarde  comme  le  ré- 
sultat de  la  réunion  îles  monômes  jn’,  — 3 a‘b,  -+-  3 abc,  — 2a’c, 
avec  leurs  signes  respectifs;  et  son  acception  propre  est  la  différence 
arithmétique  entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes 
additifs  et  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  sous- 
tractifs. 

Il  résulte  de  là  qu’une  somme  algébrique  peut,  dans  les  appli- 
cations, se  réduire  à un  nombre,  positif  ou  négatif,  moindre  en 
valeur  absolue  que  chacun  des  nombres  qui  constituent  cette 
somme. 

2°.  Le  mot  soustraire  et  le  mot  différence  n’ofTrent  pas  toujours 
l’idée  de  diminution;  car  la  différence  entre  -t-  a et  — b étant 
a b , surpasse  le  nombre  a;  c’est  une  différence  algébrique, 
parce  que  le  résultat  peut  être  mis  sous  la  forme  a — ( — b). 

Au  moyen  de  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent 
être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par  exemple, 
dans  l’équation  3i  -f-  x=  24,  le  résultat  x — — 7 indique  qu’il 
faut  ajouter  — 7 à 3i  pour  obtenir  24;  et  en  effet,  3i  H-  ( — 7), 
ou  3i  — 7,  est  égal  à 24. 

45  x 

Pareillement,  dans  l’équation  i5  -t-  x =z  - — - — 1 le  résultat 

x = — 5 indique  qu'il  faut  ajouter  — 5 aux  deux  âges,  pour  que 
l’âge  du  (ils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  En  effet,  on  a 

1 5 -f-  ( — 5)  ou  i5 — 5=io, 

45  4- (-5)  ou  45  — 5 = 4o. 

05.  La  nécessité  d’employer  les  expressions  négatives  dans  les 
calculs  algébriques,  et  de  les  soumettre  aux  mêmes  opérations  que 
les  quantités  absolues , a conduit  les  algébristes  à deux  autres  pro- 
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positions  qui  seront  par  la  suite  (l’un  usage  très-fréquent.  En  voici 
l’énoncé  : Toute  quantité  négative  — a est  plus  petite  que  o;  et  de 
de  tue  quantités  négatives,  la  plus  petite  est  celte  dont  la  valeur 
absolue  est  la  plus  grande. 

Ainsi,  a étant  numériquement  plus  grand  que  b,  on  a 
— a o et  — a — b. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propositions,  observons 
qu’en  général , si  d’un  même  nombre  on  retranche  une  suite  de 
nombres  de  plus  en  plus  grands,  les  restes  doivent  être  de  plus  en 
plus  petits.  Cela  posé,  prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6 par 
exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons  successivement  i,  2,  3,  4» 
5,  6,  7,  8,  9,...;  on  trouve,  en  écrivant  les  différences  sur  une 
meme  ligne, 

6-  ,,6  — 2,6-  3,6  — 4,6  — 5, 6- 6, 6- 7, 6 -8, 6-9, 
ou  réduisant, 

5,  4,  3,  2,  1,  o,  — 1,  —2,  —3. 

D'où  l’on  voit  que  — 1 doit  être  regardé  comme  plus  petit 
que  o,  puisque  celui-ci  exprime  l’excès  de  6 sur  lui-même,  tandis 
que  — 1 exprime  l’excès  de  6 sur  un  nombre  plus  grand. 

Par  la  même  raison  , — 1 est  plus  grand  que  — 2,  — 3 est  plus 
grand  que  — ^ > quoique  les  valeurs  numériques#des  premières 
expressions  soient  moindres  que  celles  des  dernières. 

Autrement.  — Dès  que,  pour  interpréter  tous  les  résultats  sin- 
guliers que  fournit  la  résolution  algébrique  d’une  question , l’on 
est  convenu  de  considérer  les  expressions  négatives  comme  des 
quantités,  il  faut  qu’en  les  soumettant  aux  mêmes  opérations  que 
les  nombres  absolus,  on  puisse  parvenir  à des  résultats  exacts. 
Or  on  peut  regarder  comme  un  axiome,  que,  si  un  nombre  a est 
plus  grand  qu’un  autre  b,  et  que  l’on  ajoute  à chacun  un  même 
nombre  d,  le  premier  résultat,  a 4 -d,  est  plus  grand  que  le 
second , b d. 

Cela  posé , en  admettant  les  inégalités  o — a , et 
— a — («3-  m)  \a  et  m sont  ici  des  nombres  absolus],  si 
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l'on  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  d'elles  a -+-/«,  on 
trouve  a -+•  m m et  m o,  ce  (ju i est  exact.  Au  contraire,  si 

l'on  posait  o — net  — «<C  — («  -H  tri),  il  en  résulterait 

a -+-  m «i  et  m o , ce  qui  serait  absurde. 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précédentes 
si  l'on  veut  pouvoir  opérer  sur  les  expressions  négatives  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  à celles  dont  nous  nous 
servons  souvent  dans  le  langage  ordinaire.  Nous  disons  tous  les 
jours  : Telle  personne  a moins  (pie  rien,  pour  exprimer  qu’elle  doit 
plus  qu’elle  ne  possède;  et  de  deux  personnes  qui,  ayant  la  même 
fortune,  doivent  plus  qu’elles  ne  possèdent  : la  plus  riche  est  relie 
qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à deux  ou  plusieurs 

inconnues. 

(54.  Lorsqu’on  a résolu  un  problème  généralement,  c'est-à-dire 
en  représentant  les  données  par  des  lettres,  on  peut  se  proposer 
de  déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  inconnues,  pour 
des  hypothèses  particulières  faites  sur  les  données.  La  détermi- 
nation de  ces  différentes  valeurs,  et  l’interprétation  des  résultats 
singuliers  auxquels  on  parvient , forment  ce  qu’on  appelle  la  dis- 
cussion du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à peu  (très  toutes  les 
circonstances  qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  du  premier 
degré  : 

R'  A H K 

Trf.i/.ièmf.  problème.  — Deux  courriers  partent  en  même  temps 
de  deux  points  différents  A et  Iî,  d’une  même  ligne  A R,  et  se  dirigent 
dans  te  même  sens  AB.  Le  courrier 'qui  part  du  point  A fait  m kilo- 
mètres par  heure,  et  le  courrier  qui  part  du  point  B en  fait  n.  — 
On  demande  à quelles  distances  des  points  A et  B les  deux  courriers 
se  rencontreront. 
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Solution.  — Soit  R le  point  île  rencontre;  appelons  x et  y les 
distances  inconnues  AR  et  BR , exprimées  en  kilomètres,  et  a la 
distance  AB  qui  sépare  les  deux  courriers  au  moment  de  leur 
départ.  On  a évidemment  , pour  première  équation  , 


x — y — a. 


(*)• 


Mais  m et  n exprimant  les  nombres  de  kilomètres  faits  par  heure 
(ce  sont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers),  il  s’ensuit  que 
les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  a:  et  y' sont  marqués 

par—  et-;  d’ailleurs,  ces  deux  temps  sont  égaux.  Ainsi,  l’on  a, 


x y 

pour  seconde  équation  du  problème,  — = 


ou  bien , 


ny  — o.  ..  . (2). 


Combinant  les  équations  (i)et(2)  entre  elles,  d’après  les  mé- 
thodes connues  d’élimination  , on  obtient 


a ni  an 

■r  — 1 y — 1 

ni  — n ni  — n 

valeurs  qu’il  est  aisé  de  vérifier. 

Discussion. — Tant  que  l’on  supposera  «/)>■«,  d’où  m — o 
ou  positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera  résolu 
dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet , si  le  courrier  A est 
supposé  aller  plus  vite  que  le  courrier  B , on  conçoit  qu’à  chaque 
instant  il  gagne  du  chemin  sur  celui-ci;  l’intervalle  qui  les  séparait 
d’abord  diminue  de  plus  en  plus,  jusqu’à  ce  qu’enlin  il  s’anéan- 
tisse tout  à fait;  et  alors  les  deux  courriers  doivent  se  trouver  au 
même  point  de  la  ligne  qu’ils  parcourent. 

Mais  si  l’on  suppose  ni  n , d’où  ni  — n <(  o ou  négatif,  les 
valeurs  sont  à la  fois  négatives  et  deviennent 

am  __  an 

n — ni  ’ n — ni 

Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  qu’il  est  impossible 
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que  les  deux  courriers  se  rencontrent  s'ils  sont  partis  en  même 
temps  des  points  A et  B,  comme  on  l’a  supposé,  l’intervalle  qui 
les  séparait  ne  faisant  qu’augmenter  à chaque  instant.  Mais  rette 
condition  de  leur  départ  simultané  n’étant  pas  de  nature  à être 
exprimée  algébriquement,  n’entre  pour  rien  dans  les  équations 
du  problème,  qui  sont  restées  tout  à fait  indépendantes  de  cette 
restriction.  Si  donc  on  suppose  que  les  courriers,  parvenus  en 
même  temps,  l’un  au  point  A,  l’autre  au  point  lî , se  meuvent 
déjà  depuis  un  temps  indéfini  sur  la  ligne  et  dans  le  sens  AB,  alors 
il  est  clair  qu’ils  auront  dû  se  rencontrer  antérieurement  en  un 
point  R'  du  prolongement  de  BA , qui  est  précisément  celui  que 
déterminent  les  valeurs  de  x et  de  y.  En  effet , si  l’on  met  le  pro- 
blème en  équation  d’après  la  nouvelle  hypothèse , ce  qui  revient  à 
changer  les  signes  de  x et  y dans  les  deux  équations  , conformé- 
ment au  principe  établi  n°  1!9,  on  obtient 

x y 

>•  — x — a , — — - , 

in  ri 

équations  qui,  résolues,  donnent 

a ni  an 

X = , y = 

n — ni  n — ni 

Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé,  dans  lequel  on  suppose 
que  les  courriers  se  sont  déjà  rencontrés  avant  d’être  parvenus 
aux  points  A et  B. 

Soit  maintenant  ni  — n , d’où  ni  — n — o ; les  valeurs  géné- 

, , , . . oui  . an 

raies  se  réduisent  à x = — , y ~ — 
o J o 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 

En  remontant  d’abord  à l’énoncé , on  voit  qu’il  y a impossibi- 
lité absolue  d’y  satisfaire,  c’est  à-dire  qu’il  ne  peut  exister  de  point 
de  rencontre;  car  les  deux  courriers  étant  à un  intervalle  a l’un 
de  l’autre,  et  allant  également  vite,  doivent  toujours  conserver 
entre  eux  la  même  distance.  On  peut  donc  regarder  le  résiliât 
a ni  . 

-—comme  un  nouveau  signe  d impossibilité.  En  effet,  si  l’on 
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reprend  les  équations  du  problème , elles  deviennent , dans  les  cas 
de  m = n , 

x—y  — a, 

x —y  = o, 

équations  évidemment  incompatibles. 

Cependant  les  algébristes  regardent  les  résultats  x — — , 

Y = — , comme  formant  une  espèce  de  valeur  à laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 

Lorsque  la  différence  m — n , sans  être  tout  à fait  nulle  , est 

, , . , , , . am  an 

supposée  tres-petite,  les  deux  résultats  , , sont 

11  m — n m — n 

très-grands. 

Soit,  par  exemple,  m — n = 0,01  , m — 3 ; d’où 
n = 3 — o,oi  = 2,99. 

Il  vient 

am  3 a _ an 

= = 000  fl,  = 200  rt. 

ni  — n 0,01  m — n 

Soit  encore  m — n = 0,0001  , m = 3,  d’où  n — 2,91^99  ; il 

, . am  , an 

en  resuite = 3ooooa , = 2909017. 

m — n m — n a-’.'-J 

En  un  mot,  tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n’est  pas 
nulle,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances  du 
point  de  rencontre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de 
plus  en  plus  grandes  à mesure  que  cette  différence  diminue. 
Donc,  si  l’on  suppose,  cette  différence  moindre  qu’aucune  gran- 

am  an 

fleur  donnée. , les  distances  > sont  plus  grandes 

111  — n m — n 0 

qu'aucune  quantité  donnée , ou  infinies.  Ou  dit  alors,  pour  abré- 
Alg.  B.,  10e  éd.  7 
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ger  , quesi  m — n - r o,  lus  valeurs  qui  en  résultent. 


am 
o ’ 


un 


o 


sont  infinies. 

Comme  o est  moindre  que  toute  grandeur  absolue,  il  s’ensuit 
que  l’on  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  tlcrnicr  état 
d’une  grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  l’on  veut.  De  même , 
comme  un  nombre  fractionnaire  est  d'autant  plus  grand  que  son 
numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à son  dénominateur,  il 

i 

s’ensuit  qu’une  expression  telle  que  - (A  étant  un  nombre  absolu 

quelconque)  est  très-propre  à exprimer  une  quantité  infinie  , c’est- 
à-dire  une  quantité  plus  grande  qu’aucune  quantité  assignable. 

L 'infini  s’exprime  encore  par  un  huit  couché  oo  ; et,  par  consé- 
quent, une  quantité  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée,  ou  o«, 

peut  aussi  s’exprimer  par  — ; car  une  fraction  est  d'autant  plus 

petite  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rapport  à son  numé- 

• A 

rateur.  Ainsi  o et  — sont  des  symboles  synonymes;  il  en  est  de 
oo 

, , A 

meme  de  — et  oo  . 
o 

Nous  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions , parce  qu’il  y a 
des  questions  d’une  nature  telle,  que  l 'infini  peut  être  regardé 
comme  une  véritable  réponse  à l’énoncé.  On  en  voit  des  exemples 
fréquents  dans  l’ application  de  l’Algèbre  aux  questions  de  Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire,  dans  le  cas  de  ni  — n , 
on  voit  qu’il  n’y  a pas,  à proprement  parler  , de  solution  du  pro- 
blème, en  nombres  finis  et  déterminés  ; maison  trouve  des  valeurs 
infinies  pour  les  inconnues. 

Si,  à l’hypotbèse  »/  = /<,  on  ajoute  celle-ci,  a = o,  les  deux 
o o 

valeurs  deviennent  x = -,  y = -.  Quel  sens  doit-on  attacher  à 
o o 

ce  nouveau  résultat  ? 

Reprenons  l’énoncé , et  observons  que , si  les  deux  courriers 
partent  du  même  point  et  vont  également  vite,  ils  doivent  être 


».• 
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toujours  ensemble  , et , par  conséquent , se  rencontrer  en  tous  les 
points  de  la  ligne  qu’ils  parcourent.  Et,  en  effet,  les  équations 
deviennent , dans  la  double  hypothèse  de  /«  = //,«  = o , 

x — y — o 
m m 

équations  qui  rentrent  l’une  dans  l’autre.  Ainsi  la  question  est  tout 
à fait  indéterminée  (n°  38),  puisqu’on  n’a  réellement  qu’une  équa- 
tion entre  deux  inconnues. 

L’expression  - est  donc,  dans  ce  cas,  le  symbole  d'une  indéter- 
mination dans  l'énoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c’est-à-dire 
que  l’on  ait  m )>  ou  O « , mais  qu’on  suppose  a — o , on  trouve 
pour  valeurs  x = o,  y = o. 

En  effet,  les  courriers,  partant  du  même  point,  et  ayant  des 
vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  ensemble 
qu’au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à des 
résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d’ailleurs  pour  faire  voir 
aux  commençants  de  quelle  manière  l’Algèbre  répond  à toutes  les 
circonstances  de  l’énoncé  d’un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais 
auparavant  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  impor- 
tance dans  les  applications  algébriques. 

G8.  Lorsqu’un  problème  a été  résolu  généralement,  on  peut, 
au  moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  , 
obtenir  par  de  simples  changements  de  signe , celles  qui  conviennent 
à de  nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
de  celui  du  problème  proposé  que  par  le  sens  de  certaines  quan- 
tités qui , d’additives  qu’elles  étaient,  sont  devenues  soustractives, 
et  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l’ouvrier,  résolu  n°  47. 
En  supposant  que  l’ouvrier  reçoive  pour  son  décompte  une  somme 

7- 
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c , on  a les  équations 


i+  = „ . bn  4-  c 

? } , tl  OU  X = — T 1 y 

nx  — by=  c | a b 


4-  b 


Mais  si  l’on  suppose  au  contraire  que,  tout  décompte  fait , l’ou- 
vrier, an  lieu  de  recevoir,  doive  une  sommer,  les  équations 


seront  alors 


* -+-  y — n 
by  — ax  — r 


i+  y — n 


(IX 


■ by  — — c , 


(on  a 


changé  les  signes  de  la  seconde  équation  ). 

Or  il  est  visible  que,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations  , 
on  peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  x et  de  / qui  leur  cor- 
respondent , en  changeant  simplement  le  signe  de  c dans  les  valeurs 
précédentes,  ce  qui  donne 


bn  — c 


n -f-  b ’ ^ n 4-  h 

Afin  de  le  prouver  rigoureusement,  désignons,  pour  le  mo- 

. 1 x 4-  y — n, 

ment,  — c par  d\  les  équations  deviennent  alors  j ^ ^ __  ^ 

«•quations  qui  ne  diffèrent  de  celles  du  premier  énoncé  qu’en  ce 
que  c est  changé  en  d.  Ainsi , l’on  trouvera  nécessairement 

bn  ■ 

y 


an  4-  c 


-d 

T’ 


an  — d 
n • 


n 4-  l>  ' ' fl  4-  b 

Actuellement,  si  l’on  remplace  d par  sa  valeur  — c,  il  vient 


_ ( — r) 


an 


a 4-  b ’ J a 4-  b 
ou  bien , en  appliquant  les  règles  établies  n"  02  , 
bn  — c 


b ’ 


y ~ • C.Q.F.D. 


On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules  les  résultats  «pii 
conviennent  aux  doux  énoncés,  en  écrivant 


bn  db  c 

IT+b  ’ 


an  : 
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(Le  double  signe  ± s’énonce  plus  ou  moins ; les  signes  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  l’ouvrier  reçoit  la  sommée,  et  les  signes 
inférieurs  à celui  où  l’ouvrier  la  doit.) 

Ces  formules  embrassent  encore  le  cas  où,  tout  décompte  fait, 
l’ouvrier  et  la  personne  qui  l’emploie  sont  quittes  l’un  envers 
l’autre.  11  suffit  de  supposer  c = o,  ce  qui  donne 

bn  an 

X a ■+■  b ’ ^ a + b 

„ . , , , . , , 1 ax  + by  = c, 

Soient  encore  les  deux  équations  generales  j ^ f y 

provenant  de  la  traduction  algébrique  d’un  problème  quelconque. 
En  multipliant  la  première  équation  par/)  la  seconde  par  b,  et 
soustrayant  la  seconde  de  la  première,  on  a 

{' <if — bd)x  — cf  — bg,  d’où  x 

On  trouverait  de  même  y 


b g 

nf  — btl 

ng  — cd 
nf  — bd 


Cela  posé,  pour  passer  île  ces  formules, 

ax  — b y — c , 
dx+fjr  — g, 

*il  suffit  de  changer  b en  — b , ce  qui  donne 

cf  -t-  bg  _ ag  — cd 

af  -t-  bd'  <{/  -!-  bd  ’ 

2".  aux  formules  relatives  aux  équations  { ‘ ’ 

| ,lx  — fy  = g, 

il  suffit  de  changer  b en  — b et  yen  — f,  ce  qui  donne  les  for- 
mules 

_ — c f -t-  bg bg  — cf  _ ng  — cd 

— nf  b(l  bd  — af'  bd  — af 

La  démonstration  serait  absolument  la  même  que  celle  de 
l’exemple  précédent  ; nous  pouvons  donc  la  passer  sons  silence. 


i“.  à celles  qui  conviennent  aux  équations 
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§ IV.  — Discussion  generale  des  problèmes  et  des 
équations  du  premier  degré. 

0(1.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes  du 
premier  degré  à une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons  nous 
proposer  d’établir  des  formules  qui  puissent  représenter  les  va- 
leurs des  inconnues,  pour  un  système  quelconque  d'équations  ren- 
fermant un  pareil  nombre  d’inconnues. 

Mais,  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général 
applicable  aux  équations  de  tous  les  degrés , et  dont  le  principe 
du  n"  «>0  n’est  qu’un  cas  particulier. 

Si  l'on  a deux  ou  plusieurs  équations 

A = B | C = D | E=F  | G=ll  | ,...,  (i , 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  x,  y,  z,  u,  . . (le  nombre  de 
ces  inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équations), 

i°.  On  peut,  n l’une  <lc  ces  équations,  substituer  le  résultat  de 
ta  combinaison,  par  addition  ou  soustraction,  de  deux  ou  plu- 
sieurs d' entre  elles,  pourvu  que  l’équation  remplacée  soit  une  de 
celles  qui  ont  été  combinées. 

Ainsi,  à l’équation  A = 15 , par  exemple,  on  peut  substituer 
l’une  des  équations  suivantes  : 

A-|~C=B-t-D,  ou  A — C=B — D,  ou  A-fC — K=B-t-D — F...  (2) 

Kn  effet,  les  équations  (1)  existant  pour  un  certain  système  de 
valeurs  de  x,  y,  z,  il  est  clair  que  chacune  des  équa- 

tions (2)  doit  exister  pour  le  même  système.  Réciproquement, 
tout  système  qui  vérifie  l’une  des  équations  (2',  et  les  équations 
C — D,  K — F,  0 = H , doit  nécessairement  vérifier  l’équation 
A ~ B ; car  si  l’on  considère  les  équations  C = I),  F.  = F,  G = H, 
en  même  temps  que  l’équation  A 4-  C — E = B + D — F,  par 
exemple,  on  trouve,  en  retranchant  de  celle-ci  l’équation  C = D , 
membre  ;’i  membre,  et  ajoutant  au  résultat  l’équation  E =:  F,  aussi 
membre  à membre  ; on  trouve  , dis-je, 

A + C— F,  — C+F,=  B + D-F-D+F, 
ou,  réduisant,  A — B. 
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2°.  On  peut  même,  avant  de  combiner  les  équations (i)  par 
addition  et  soustraction , multiplier  d'abord  les  deux  membres 
d’une  ou  de  plusieurs  des  équations  (1)  par  un  nombre  connu. 

Car  si  l’on  a A=B,C=  13,  K = Ï1,  on  a également 

/«A  = /«B,  «C  = «13,  />E  = pF, 

et  réciproquement:  ce  qui  veut  dire  qu’au  système  des  équations 
A = B,  C — D,  E = F,  on  peut  substituer  celui-ci  : 

rnA  — niB , nC  — nT> , /;E  = pF ; 

et  alors  rien  n'empêche  d’opérer  ensuite  sur  ces  dernières  équa- 
tions par  addition  et  soustraction. 

07.  Venons  maintenant  à notre  objet.  D’abord,  toute  équation 
du  premier  degré  à une  seule  inconnue  peut,  au  moyen  des  trans- 
formations usitées,  être  ramenée  à la  forme 

ax  — b ; 

a désignant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multiplient 
l’inconnue  , et  b la  somme  algébrique  dés  termes  tous  connus. 

Cette  équation  donne  x = - ; 

et  il  est  bien  évident  qu’aucune  quantité  différente  de  celle  qui  est 

exprimée  par  - ne  peut  vérifier  l’équation  proposée. 

Observons,  en  second  lieu,  que  toute  équation  du  premier  degré 
à deux  inconnues  peut  être  représentée  par 

ax  -f-  bjr  = c , 

[a , b,  c étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

Kn  effet,  si  l'équation  proposée  renferme  des  dénominateurs, 
on  les  fait  d’abord  disparaître  (n°  -54)  ; réunissant  ensuite  tous  les 
termes  affectés  de  x et  tous  les  ternies  affectés  de  y dans  le  premier 
membre,  puis  faisant  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second 
membre,  on  peut  désigner  la  somme  algébrique  (n°  02l  des  pre- 
miers par  ax,  la  somme  algébrique  des  seconds  par  hy,  et  la  somme 
algébrique  des  derniers  parc. 
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Soient  donc  proposées  les  deux  équations 


ax  -f-  b y = c , ( i ) 

n'x  -+-  b' y = c'.  (a) 

On  obtient,  en  multi|>liant  la  première  par  b',  la  seconde  par  b, 
et  retranchant  le  second  résultat  du  premier, 


d’où 


(i nb ' — ba'  ) x xx  cb'  — fcc'; 

cb'  — fcc' 
a b'  — fcn' 


(3) 


Observons  ici  qu’en  vertu  du  principe  n"  (JG , les  équations  (i) 
et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (i)  et  (3).  Or 
cette  dernière  donne  pour  x une  valeur  unique,  qui,  substituée 
dans  l’équation  (1),  ne  peut  donner  qu’une  seule  valeur  pour  y. 
Donc,  les  équations  proposées  ne  sauraient  admettre  qu’un  seul 
système  de  valeurs  pour  les  deux  inconnues. 

La  valeur  de  y peut  d’ailleurs  s’obtenir  directement  par  l’élimi- 
nation de  x.  Il  suflii  pour  cela  de  multiplier  la  première  équation 
par  a ',  la  seconde  par  a , puis  de  retrancher  le  premier  résultat 
du  second  (alin  de  conserver  pour  y le  même  dénominateur  que 
pour  x).  Il  vient  ( ab ' — ba' ) y = ac'  — en'; 


d’où 


r — 


ac'  — ca' 
ab'  — ba' 


Passons  maintenant  au  cas  de  trois  équations  à trois  inconnues. 
Soient  les  équations 

ax  by  -h  ci  — d,  (t) 

a ' x -t-  b' y -h  r'z  = d',  (2) 

a "x  -f-  b" y -H  c "z  ~ d".  (3) 

Pour  éliminer  z,  multiplions  la  première  équation  par  c',  la 
seconde  par  c,  et  rt  tranchons  le  second  résultat  du  premier  ; il 
vient  ainsi 

(ac'  — ca')  x H-  (fcc'  — cfc  ' )_r  = de'  — cd’ . (4) 
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Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième , on 
trouve 

■ (a'c"  -c'a")x-y(b'c"  — c'b")y  = d'c"  — c'd";  (5) 

et  l’on  doit  déjà  observer  (n°  C6)  que  les  équations  (i),  (2),  (3) 
peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (1),  (4),  (5). 

Actuellement,  pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  l’équation  (4) 
par  b'c"  — c'b" , l’équation  (5)  par  bc.'  — cb',  puis  retrancher  le 
second  résultat  du  premier,  ce  qui  donne 

[(ac'  — ca')  (b'c"  — c'b")  - (a'c"  — c'n")(bc'  — cb')]x 
z=(dc'  — cd')  (b'c"  — c'b")  — ( d'e " — c'd")  (bc'  — cb'), 

ou , effectuant  les  calculs , réduisant,  et  divisant  par  c', 

(ab'c"  - ae'b"  -+-  en'  b"  — ba'c"  -+-  bc'a"  — cb'a")x) 

= db’c"  — de' b"  -+- cd'b"  — bd'c"  H-  bc'd"  — cb'd",  }’  ( ’ 

ériuation  qui  donne  pour  x la  valeur  unique 

_ db'c"  — de' b"  + cd'b"  — bd'c"  + bc'd"  —.cb'd" 
ab'c"  — ae'b"  -4-  ca' b"  — ba' c"  -f-  bc'a"  — cb'a" 

D’ailleurs,  comme  les  équations  (1),  (4)>  (5),  et,  par  consé- 
quent, les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  parles 
équations  (1),  (4),  (6),  si  l’on  reporte  la  valeur  unique  de  x dans 
l’équation  (4),  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  y\  et  si 
l’on  substitue  le  système  unique  des  valeurs  de  x et  de  y dans 
l’équation  ( 1 ) , on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  z.  On  voit 
donc  que  les  équations  proposées  admettent  un  seul  système  de 
valeurs  pour  x,  y,  z. 

Les  valeurs  de  y et  de  z peuvent,  au  reste,  s’obtenir  directe- 
ment en  effectuant,  pour  éliminer  x et  z,  ensuite  x et_r,  des  cal- 
culs analogues  à ceux  qu’on  a effectués  pour  éliminer  y et  z. 

On  trouverait  ainsi 

_ ad'c"  — ae'd"  + ca'd"  — da'c"  -+-  de'  a"  — cd’  a" 
y~  ab'c"  — ae'b"  -y  ca’ b"  — ba'c"  -y  bc'a"  — cb'a"'' 

_ ab'd"  — ad' b"  -y  da' b"  — ba'd"  -+-  bd' a"  — db'a" 
z — ab'c"  —ae'b"  y- ca' b"  — ba'  c"  -y  bc'  a"  — cb'a"' 
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On  voit  assez  la  niarclie  qu’il  faudrait  suivre  si  l'on  avait  quatre 
équations  et  quatre  inconnues,  etc. 


08.  L’emploi  des  accents,  dans  les  notations  des  coefficients , 
a donné  lieu  à l’observation  d’une  règle  d’après  laquelle  on  peut 
facilement  retrouver  les  fornudes  précédentes,  sans  être  obligé 
d’effectuer  l’élimination. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  équations  à deux  inconnues. 
On  a trouvé,  pour  les  valeurs, 


cb'  — bc'  iic'  — en' 

ab'  — bu''  ^ ab'  — ba' 


i Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à ces  deux  valeurs, 
formez  avec  les  lettres  a et  b,  qui  désignent  tes  coefficients  de  x 
et  de  y dans  la  première  équation  , les  deux  permutations  ab  et  ba , 
puis  interposez  le  signe  — , ce.  qui  donne  ab  — ba  ; enfin  , accen- 
tuez dans  chaque  terme  la  dernière  lettre:  il  vient 

ab'  — ba' . 


2°.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à chaque  inconnue , rem- 
placez, dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient 
île  cette  inconnue,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 
connue,  en  laissant  toutefois  les  accents  h la  même  place.  D 'après 
cette  règle,  ab'  — ba'  se  change  en  cb'  — bc',  pour  Ut  valeur  de  x , 
et  en  ac'  — ca'  pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  actuellement  le  cas  de  3 équations  à 3 inconnues, 
a,  b,  c désignant  respectivement  les  coefficients  de  x,  y,  z,  et  d 
les  quantités  toutes  connues.  i°.  Pour  avoir  le  dénominateur 
commun , prenez  le  dénominateur  ab  — ba,  qui  convient  au  cas 
de  deux  inconnues  {abstraction  faite  des  accents),  introduisez  la 
lettre  e dans  chacun  des  deux  termes  ab  et  ba  à toutes  les 
places,  savoir:  à droite,  au  milieu,  et  à gauche  ; puis  interpo- 
sez des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs  ; il  en  résulte 
abc  — acb  -H  cab  — bac  -+-  cab  — cba.  Mettez  ensuite  dans  chaque 
terme  l’accent  ' sur  la  deuxième  lettre,  et  l'accent  " sur  ta  troi- 
sième lettre  ; il  vient , pour  le  dénominateur, 

ab'c''  — ac' b"  -H  ca' b"  — ba' e"  bc'a"  — cb' a . 
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2°.  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  remplacez , 
dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette 
inconnue  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en 
laissant  les  accents  à la  même  place.  Ainsi , pour  x , changez  a 
en  d ; pour  y,  b en  il  ; et  pour  z , c en  d. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut  ctre  regardé  comme  un  ré- 
sultat d’observation  pour  deux  et  pour  trois  équations.  Il  serait 
facile  d’établir  une  loi  générale  applicable  à un  nombre  quel- 
conque d’équations;  mais  la  démonstration  en  est  très-compli- 
quée, et  sort  tout  à fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à la  seconde  partie  de  l 'Algèbre  de  Garnier,  à un 
ouvrage  intitulé  : Complément  de  la  théorie  des  équations  du  pre- 
mier degré , par  M.  Desnanot,  au  Manuel  d’ Algèbre  de  M.  Ter- 
quem , etc. 

60.  Voyons  l’usage  qu’on  peut  faire  de  ces  formules,  dans  les 
applications  particulières. 

Soient  les  deux  équations  5a:  — 77  = 34,  3x  — i3/  = — 6. 

Kn  les  comparant  aux  équations  générales, 

ax  -t - by  zzz  c , a'x  b' y — c' , 

on  a a = 5,  b = — 7 , c = 34  | «'  = 3 , b'  = — i3,  c'  = — 6. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules 

cb'  — bc'  ac.'  — ca' 

X ab' — ba ^ ab' — b a' 1 

il  vient 

X — 34x—  i3— (— 7)X— <>  _ — 34  X 1 3 — 7 X 6 
X~  5x—  i3  — (—  7)x3  — 5 X i3-f  7X3 

_ -442-42  -J84 

— 65  -t-2i  — 44  ’ 

5x  — 6 — 34x3  — 3o — 102  _ — i32_ 

~ 5x  — i3  — ( — 7)x3~ — 65+21  ~~ — 44  — * 

et  je  dis  que  x — 1 1 , 7 = 3,  sont  les  valeurs  propres  il  satisfaire 
aux  deux  équations  proposées. 
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Nous  pourrions  d’abord  nous  en  assurer  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais , afin  que  la  démonstration  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour 

■ • - • ( ax  -+-  b y = c ) 

passer  des  formules  relatives  aux  équations  | , j à 

..  . . ( ax  — by  = c 

celles  qui  conviennent  aux  équations t , ,, 

[ax — by  — — c 

il  suffit  ( n"  63}  de  changer  Aen  — b , b'  en  — b',  et  c'  en  — c', 
ce  qui  donne 

_ c X — b'—(—b)X—c'  a X — c' — cX«' 

X ~ a X — b'—  (— b)  X«'’  3 ~ «X  — b'—  (—  b)X.an 


et  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  générales  les  valeurs 
qui  conviennent  aux  équations  particulières,  il  faut  faire 

« = 5,  b — 7,  c = 34  ; o'  = 3,  //  — 1 3 , c'  = 6. 

Donc,  enfin , on  obtient  les  valeurs  relatives  aux  équations  pro- 
posées , en  faisant  dans  les  formules  générales , 

ii  — 5,  b = — 7,  c — 34  | a'  = 3 , b'  = — 1 3 , c ' = — 6, 

et  effectuant  ensuite  les  calculs  d’après  les  règles  établies  pour  les 
quantités  monômes. 

La  règle  .consiste,  en  général , à substituer  à la  place  des  coeffi- 
cients a,  b,  a',  b',.  . leurs  valeurs  considérées  avec  les  signes 
dont  elles  sont  affectées  dans  les  équations  particulières,  et  à effec- 
tuer toutes  tes  opérations  indiquées,  d'après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d’étendre  aux 
quantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  poly- 
nômes , puisque  c’est  le  moyen  de  rendre  les  formules  générales  du 
premier  degré  applicables  ii  tout  exemple  particulier. 

Passons  à la  discussion  de  ces  formules. 


70.  Il  résulte  de  leur  inspection  que,  dans  les  applications  par- 
ticulières, 011  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs  pour  réponse 
à des  problèmes  «lu  premier  degré,  savoir:  des  valeurs  positives. 
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des  valeurs  négatives,  des  valeurs  de  la  forme  enfin  , des  va- 
leurs de  la  forme  -•  Le  problème  des  courriers  a donné  lieu  à res 

quatre  sortes  de  résultats  que  nous  nous  proposons  maintenant 
d’interpréter  d’une  manière  générale. 

D’abord,  les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  réponses 
aux  questions,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nous 
observerons  que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les  valeurs  po- 
sitives ne  satisfont  pas  à l’énoncé.  Si,  par  exemple,  la  nature  du 
problème  exige  que  les  nombres  cherchés  soient  entiers , et  qu’on 
trouve  des  nombres  fractionnaires,  le  problème  ne  peut  être 
résolu.  Quelquefois  encore  la  nature  du  problème  ne  permet  pas 
que  les  nombres  inconnus  surpassent  des  nombres  connus  et 
donnés  à priori,  ou  soient  au-dessous  d’autres  nombres.  Si  les 
valeurs  obtenues,  quoique  positives,  ne  satisfont  pas  à cette  con- 
dition que  comporte  l’énoncé,  mais  qui  ne  peut  s’exprimer  par  une 
équation,  le  problème  ne  peut  encore  être  résolu.  Ainsi,  les  va- 
leurs positives  des  inconnues  sont,  à proprement  parler,  des  réponses 
directes  aux  équations  ; et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question 
qu'autant  que  leur  nature  sc  concilie  avec  les  conditions  qu'exige 
l'énoncé.  Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut  vérifier  une 
équation  sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  traduction 
algébrique,  il  suffit  de  remarquer  qtt 'une  meme  équation  est  la 
traduction  algébrique  d’une  infinité  de  problèmes , dont  les  uns 
admettent  tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  solution , et  les 
autres  n’admètteut  que  des  nombres  d’une  certaine  nature. 

71.  Nous  savons  déjà  à quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs 
négatives,  pour  les  problèmes  à une  seule  inconnue.  Afin  de  ne 
rien  laisser  à désirer,  nous  allons  démontrer  le  principe  du  n°  89 
pour  un  problème  à plusieurs  inconnues. 

11  est  évident  d’abord  que,  si  l’on  obtient  des  valeurs  néga- 
tives pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  équations  du  pro- 
blème ne  peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été  éta- 
blies; car  si  un  système  de  nombres  absolus  , mis  pour  x, y,  z,..., 
pouvait  les  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  été  déduites  par  la 
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méthode  d'élimination  devraient  elles-mêmes  exister  pour  ce  sys- 
tème. Ainsi  l’équation  qui  ne  renferme  plus  qu’une  des  inconnues 
pour  lesquelles  on  a obtenu  un  résultat  négatif,  devrait  être  vé- 
rifiée par  un  nombre  absolu  , ce  qui  serait  contre  l'hypothèse.  Il 
faut  donc  rectifier  l'cnnncé  du  problème,  ou  du  moins  les  équations 
qui  en  sont  la  traduction  algébrique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a obtenu  des  résultats  négatifs,  les 
termes  affectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement  de 
signe,  et  l’énoncé  du  problème  sera  généralement  modifié  en  ce 
que  certaines  quantités,  d’additives  qu'elles  étaient , deviendront 
soustractives,  et  rédproq uement . 

Je  dis  enfin  que,  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nouvel 
énoncé  est  vétifùi  par  les  valeurs  obtenues  d'abord  pour  les  incon- 
nues, abstraction  faite  de  leurs  signes.  Prenons,  pour  fixer  les 
idées,  trois  équations  à trois  inconnues  : 

ax  -+-by-\-cz  — d,  a'x  -p  b'y  -4-c'  z=d' , a"  x-\-b"y-\-c"  z-=d" , 
et  supposons  que  ces  équations  aient  donné 

x — Pt  y = — 7»  z = — r. 

Changeons,  dans  ces  équations,  y,  z,  en  y',  z'  (y',  z'  désignant 
pour  le  moment  — y,  — z);  il  vient 

- » 

'ax-\-by'-\-cz'—d,  a'x-\-b' y'y-c'z'—d' , a" x+b"y'->rc"  z' =.d'' . 

Or  ces  liquations,  ne  différant  des  précédentes  qu’en  ce  que  y 
et  z sont  remplacés  par  y'  et  z',  donneront  nécessairement  pour 
résultats 

*=p,  y'  = — </> 

d’où,  remettant  — y et  — a à la  place  dey  ' et  de  z’, 
ou  bien  , enfin , 

x=z  p,  y = q,  z=  r.  C.  Q.  F.  1). 
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Ainsi,  le  principe  du  n°  89  esl  vrai  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré  à plusieurs  inconnues. 

IV.  B. — Quelquefois  l’cnoncc  d’un  problème  n’est,  par  sa 
nature,  susceptible  d’aucune  modification  ; dans  ce  cas,  les 
valeurs  négatives  ne  sont  que  des  solutions  des  équations  modifiées, 
qui  peuvent  d’ailleurs  être  regardées  comme  la  traduction  algé- 
brique d’autres  problèmes  susceptibles  de  modification. 

72.  Il  nous  reste  maintenant  à interpréter  les  expressions  telles 

A o 
que  - > — 

1 o o 

Soit  d’abord  l’équation  à une  inconnue  , 

b 

ax  = b ; d’où  x = — 
a 

t°.  Si,  pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données 

, , b 

de  la  question  , on  a a — o , d en  résulté  x = — 

Or  l’équation  devient,  dans  ce  même  cas,  o X x = b , et  no 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que,  l’équation  pouvant  aussi  se  mettre 

sous  la  forme  - = o , si  l’on  remplace  x par  des  nombres  de  plus 

X 

en  plus  grands,  — différera  de  moin*en  moins  de  o,  et  l’équation 
approchera  de  plus  en  plus  d’être  exacte  ; en  sorte  qu’on  peut 
prendre  pour  x une  valeur  assez  grande  pour  rendre-  moindre 
qu’aucune  quantité  assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire 
que  l'infini  satisfait , dans  ce  cas , à l'équation  ; et  il  y a des  ques- 
tions pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable 
solution.  Du  moins , il  est  certain  que  l’équation  ne  peut  ad- 
mettre de  solution  en  nombre  fini  ; et  c’est  tout  ce  qu’on  veut 
prouver. 

2°.  Si  l’on  a en  même  temps,  a — o,  b — o,  la  valeur  rie  x 
prend  la  forme  -• 
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Or  l’équation  devient,  dans  ce  cas,  o X x = o;  et  tout  nombre 
fini , positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à cette  équation. 

Ainsi  /‘équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction 
algébrique)  est  indéterminée. 


75.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  l'ex* 

pression  qui,  dans  certains  cas,  est  le  symbole  de  l’existence 

d’un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  , lequel  fac- 
teur devient  nul  par  l'effet  d’une  hypothèse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ait  trouvé,  pour  résultat  de  la 

solution  d’un  problème , x = — 


Si  l’on  fait , dans  cette  formule , a = b , il  en  résulte  x — -• 

o 

Mais  remarquons  que  ci5  — lé  peut  (n"  31)  se  mettre  sous  la 
forme  ( a — J)  («’ + + J’),  et  que  à1  — lé  est  égal  à 

( a — b)(a  ■+■  b)-,  ainsi , la  valeur  de  x revient  à 


_ (a  — b)  (a-  ■+■  ab  - f-  !é) 

[a  — b)  (a  ■+-  h) 

Or,  si,  avant  de  faire  l'hypothèse  a = b,  on  commence  par 

supprimer  le  facteur  commun  a — b , la  valeur  de  x devient 

a 3 -+-  ab  + i1  . . 

x = , expression  qui , dans  I hypothèse  de  a ~ b , 

a -+-  b 

, 3 té 

se  réduit  à x— , ou 

a n 


3 a 


Soit,  pour  second  exemple,  l’expression 

ié  — ié  ( a -f-  b)  (n  — b) 

(a  — by  [a  — b)  (a  — b) 

En  faisant  a =.  b,  on  trouve,  pour  valeur  dex,  x = °,  à 
cause  de  l’existence  du  facteur  commun , a — b ; mais  si  l’on 
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supprime  d’abord  ce  facteur,  il  vient  x = — — - , expression 

a — b 

2 d 

qui  se  réduit  à x — — - lorsque  l'on  fait  « = b. 

Concluons  de  là  que  le  symbole  ^ est  quelquefois  en  Algèbre 


l’indice  (le  l'existence  (l’un  facteur  commun  entre  les  deux  termes 
de  la  fraction  qui  se  réduit  h cette  forme.  Ainsi , avant  de  rien  pro- 
noncer sur  la  vraie  valeur  de  la  fraction  , il  faut  s’assurer  si  ses 
deux  termes  ne  renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu’il 
n’en  existe  pas  , on  conclut  que  l’équation  est  réellement  indéter- 
minée. S’il  en  existe  un  , on  le  supprime , puis  on  fait  de  nouveau 
l’hypothèse  particulière;  et  l’on  arrive  à la  vraie  valeur  de  la 

fraction , laquelle  peut  encore  se  présenter  sous  trois  formes , £ 

B 


(A  pouvant  être  nul  sans  que  B le  soit),  ^ auquel  cas  l’équa- 
tion est  déterminée , impossible  en  nombre  fini , ou  indéterminée. 

Cette  observation^  est  très- utile  dans  la  discussion  des  pro- 
blèmes. 


74.  Revenons  à notre  sujet;  et  considérons  maintenant  les 

. . ...  I + b r = c 

«eux  équations  a (leux  inconnues  < 

1 { a'x  -4-  b' y = c' 

pour  lesquelles  on  a trouvé  (n"  67  ) 


cb’  — bc'  etc'  — ca' 

X~ab'—ban  X~~  ab'—ba,% 


Supposons  que  l’on  ait  ab'  — ba'  =r  o , 


clé  — bc' , ac'  — ca'  étant  différents  de  o.  Les  valeurs  de  x et 
de  r se  réduisent  à 


A 

o’ 


y — 


B 

o 


Pour  interpréter  ces  résultats , observons  que , de  l’équation 
ab'  — ba'  o , on  tire  a'  = — ; d’où  , substituant  dans 


Alg.  B.,  io'  éd. 
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l'équation  a'x  + b'y  — c',  et  divisant  par  — - 


aj!  -+-  h = -p  » 

équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  relui  de  la 
première 

ax  by  — c , 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent  : car  de 
l’inégalité  cl'  — bc'  ^ o,  on  déduit  c 


On  voit  donc  que  les  deux  équations  jiroposées  ne  peuvent  être 
satisfaites  simultanément  par  aucun  système  de  valeurs  finies 
de  x et  de  y. 

Si  l’on  a en  même  temps  : a b'  — ba'  — o , cb'  — bc'  =.  o , 

la  valeur  de  x se  réduit  a x = , valeur  qu’il  faut  inter- 

préter. 

Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  vertu  de  la  relation 

/ ax  -t-  by  = c , 

ab'  — ba'  — o,  se  mettre  sous  la  forme  J , bc' 

I ax  -f-  by ■ = i 


équations  qui  rentrent  nécessairement  l’une  dans  l’autre:  car  de 

bc' 

la  relation  cb'  — bc'  = o , on  déduit  e = — 

b 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  n’a  réellement  qu’une 
seule  équation  entre  deux  inconnues:  donc  la  question  est  indé- 
terminée. 

Comme  la  relation  ab'  — ba'  = o donne  b'  = — , d’où 

a 

substituant  dans  la  relation  cb'  — bc'  = o,  et  réduisant, 
ac'  — ca'  = o, 

on  peut  en  conclure  que , si  la  valeur  de  x est  de  la  forme  -,  la 

o 
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valeur  de  y est  généralement  de  meme  forme ; et  réciproque- 
ment. 

73.  Cette  proposition  , relative  au  système  de  deux  équations, 
cesse  d être  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  : c’est  celui  où  les 
coefficients  d’une  même  inconnue  sont  nuis  à la  fois  dans  les  deux 
équations.  Examinons  cette  circonstance  qui  mérite  quelque  atten- 
tion. 

Supposons,  par  exemple,  b = o,b'=o-,  auquel  cas  les  valeurs 
de  x et  de  j se  réduisent  à 


x 


o 

— i 

O 


et 


ac'  — en' 


Si  nous  remontons  aux  équations,  elles  deviennent,  dans  l’hy- 
pothèse que  nous  considérons , 


ax  = c 1 
a'x=e’  )’ 


d’où  l’on  déduit  x 


c 

a 


et  x 


c' 

1?' 


*Or  il  arrive  nécessairement  de  deux  choses  l’une  : 

. . . c c' 

Uu  bien  — : alors  les  équations  sont  incompatibles  ; et  la 

valeur  de  y est  de  la  forme  ^ ou  infinie,  tandis  que  x est  de  la 


forme  -• 
o 

C C ? 

Ou  bien  - = — : alors  les  deux  équations  s’accordent  entre 

elles.  De  plus,  comme  la  relation  - = — , donne  ac'  — en'  = o, 

il  s’ensuit  que  la  valeur  de_y  prend  la  forme  -,  comme  celle  de  v 

o ‘ ’ 

mais  il  y a cette  différence  essentielle,  que  y est  réellement  indé- 
terminé, tandis  que  x a une  valeur  déterminée , -• 

Au  surplus,  dans  l’hypothèse  qui  nous  occupe,  savoir,  b — o, 
b — o,  ac  c/j'  = o,i|  est  facile  de  f#re  ressortir  l’existence 

8. 
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,1’un  facteur  commun  qui  rend  nuis  à la  fois  les  dent  termes  île  la 
valeur  générale  de  x. 

a'  C b' 

Soit  pose,  pour  cela  ,///  = — = — ? et  n — : 

il  en  résulte  a'  — ma,  r'  = me,  et  b'  = nb  ; 

| rb'—bc'  1 

d’où,  substituant  dans  la  valeur  générale  de  .r,  x — , I ? 

ces  valeurs  de  n',  c',  b',  il  vient  : 

bru  — rbm  eb  ( n — m) 
a b n — brun  ab[n  — ni) 

expression  qui,  après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs 

b et  n — m , se  réduit  à x = — • 

a 

I ar  ' — c(l'  1 . 

Quant  a la  valeur  generale  de  y \y  = — p - - I-  elle  devient, 

par  les  mêmes  substitutions, 

arm  — cam  ac  [ni  — ni)  c [ni  — ni) 

nbn  — bam  nb[n  — ni)  b[n — ni)  ' 

expression  qui,  à rause  de  b — o et  ni  — ni  = o,  se  réduit  toujours 

.0  ...  „ , . 

a-,  sans  qu  il  y ait  aucun  lactcur  commun  a supprimer;  et  nous 

avons  vu  qu’en  effet,  y doit  rester  indéterminé. 

N.  li.  — I.e  cas  particulier  où  les  coefficients  des  deux  incon- 
nues dans  la  même  équation  sont  nuis  à la  fois  n’infirme  pas  la 
proposition  établie  au  n"  74. 

rb'  -ra' 

On  trouve,  i".  pour  # = n.  6 = o,...,*  = — , y = ; 

o o 

I u — l,c>  ac' 

?.  . pour  n o , h — o,...,  .r  = ,r  — 

o o 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 

7<î.  Nous  venons  devoir  que,  pour  deux  équations  à deux 
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inconnues,  à l’exception  d’un  seul  cas  particulier,  si  l’une  des 

inconnues  a une  valeur  de  la  forme  - ou  -,  l’autre  a néces- 

o o 

sairement  une  valeur  de  la  même  forme;  de  plus,  que,  dans 

l'hypothèse  où  les  valeurs  sont  toutes  deux  de  la  forme  -,  les 
1 o 

équations  sont  incompatibles , et  que,  si  elles  sont  de  la  forme  -, 

les  équations  sont  indéterminées. 

On  ne  peut  plus  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  l’on  a 
plus  de  deux  équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s’agit  de 
trois  équations , si  l’on  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux 
valeurs  des  trois  inconnues,  il  pourra  arriver,  suivant  les  circon- 
stances : ou  bien  que  les  numérateurs  soient  tous  trois  différents 
de  o ; ou  bien , qu’ils  soient  tous  trois  égaux  à o ; ou  bien , enfin  , 
que  l’un  des  deux  étant  égal  à o , les  deux  autres  soient  différents 
de  o;  ou  réciproquement. 

Cela  s’explique  assez  bien  par  l’observation  (pic , pour  deux 
équations,  le  dénominateur  ab'  — bu',  étant  composé  de  deux 
termes  seulement,  ne  peut  être  nul  que  de  trois  manières  princi- 
pales, savoir  : lorsque  l’on  a 


2°...«  = o,  <t'=o,  ou  bien,  b = o , b'  — o, 
3° , . . a — o , b — o , ou  bien  , a ' — o , b'  — o ; 

tandis  que,  pour  trois  équations  , le  dénominateur  D étant 
ab'c"  — uc'b"  -+-  ca'b"  — ba' c"  + bc'a"  — cb'a ", 
peut  être  mis  sous  différentes  formes,  telles  que 

a (| Vc " — c'b"  ) + a'{cb"  — bc"  ) -+-  a " ( bc ' — cb'), 
b(c'a"  — a'c")+b'  (ac"  —ca")  + b"  (ca'  — ac') , 
c[a'b"  — b'a")- 1-  c*  ( ba " — ab")  -f-  c"  {, ab ' - ba'), 


et  est  ainsi  susceptible  de  devenir  nul  d’un  très-grand  nombre  de 
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manière*,  sans  que  les  valeurs  des  numérateurs  dépendent  les  unes 
des  autres. 

Par  exemple , en  supposant  qu’aucune  des  quantités  a , b,c,  a', 
b , c , a",  b ",  c" , d,  tV , U" , ne  soit  nulle , admettons  que  l’on  ait  : 

b'c"  — c’b"  = o,  cb"  — bc"=zo,  d’où  bc'—cb' z=o; 

le  dénominateur  D devient  o;  et  comme  le  numérateur  de  la 
valeur  de  x se  déduit  de  D (n"  C8)  en  changeant  a,  a',  a"  en 
fl,  d',  tl",  il  est  clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  égal  à o; 
mais  rien  ne  prouve  que  les  numérateurs  qui  correspondent  à >•  et 
h z deviennent  nuis  dans  la  même  circonstance,  puisque  les  r/uan- 
tftes  b'c" — c'b",  cb'  — bc  , et  bc'  — cb'  n’entrent  pas  dans 
leurs  expressions. 

Toutefois,  dès  qu’on  obtient  pour  la  valeur  de  l’une  «les 

A 

inconnues  une  expression  de  la  forme  - , on  peut  conclure, 

SAKS  aucune  restriction  , que  les  équations  sont  incompatibles  en  * 
nombres  finis,  au  moins  pour  cette  inconnue.  En  eflet,  comme  il 
résulte  de  ce  qui  a été  dit  n”  C7,  que  l’une  des  équations  proposées 
peut  être  remplacée  par  I équation  qui  ne  renferme  plus  que 

l’inconnue  pour  laquelle  on  a trouvé  un  résultat  de  la  forme  - , 

o 

il  n’y  a que  ce  résultat  qui,  combiné  avec  certaines  valeurs  des 
autres  inconnues,  puisse  vérifier  les  trois  équations  proposées. 

Mais  de  ce  qu’on  obtient  pour  l’une  des  inconnues  un  résultat 

delà  formel,  Dn  ne  peut  pas  conclure  que  les  équations  sont 

indéterminées ; car,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  fait  observer,  les 

autres  inconnues  peuvent  avoir  des  valeurs  de  la  forme 

O 

II  y a plus;  c’est  qu’il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient 

de  la  forme  -,  sans  que,  pour  cela,  l’on  soit  en  droit  de  conclure 

que  les  équations  sont  indéterminées  ; elles  peuvent  même,  dans 
ce  c;is,  être  incompatibles. 
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Prenons,  pour  exemple,  les  trois  équations 
ax  - 1-  by  -+-  cz  — d, 
a'x  -f-  b' y + c'z  — d', 
ma'x-y-  mb'y  -+•  me'  z — md', 

ilont  la  dernière  résulte  de  la  multiplication  des  deux  membres  de 
la  seconde  par  le  facteur  ni  ; ce  qui  revient  à supposer  dans  les 
équations  générales  à trois  inconnues, 

a"~a'm,  b"  = b’m,  c"  = c'm,  d"  = d'm, 

a"  b"  c"  d"  . 
et,  par  conséquent,  _ = _ = _ = 

on  déduit  de  ces  dernières  relations, 
b’a"  — a'b"  = o,  c’a" — a'c"  — o,  d'a"  — a'd"  = o, 
c'b"  — b'c"  — o , d'b"  — b'd"  = o , d'e"  — c'd"  = o. 

Or,  si  l’on  désigne  par  D le  dénominateur  commun  aux  trois  va- 
leurs de  x,  y,  z,  et  par  N,  N',  N",  leurs  numérateurs  respectifs, 
valeurs  dont  la  loi  de  formation  a été  établie  n°  68,  on  trouve,  en 
vertu  des  relations  ci-dessus, 

D =a(b'c"—c'b")  +b[c'a"  — a'c")+c(a'b"  — b'a")  = o, 
N =d(b'c"—c'b")  +b{c'd"—d'c”)  +c{d’b"  — b'd")  = o, 
N'  —a  (d'e"—  c'd " ) H-  d{c'a  " — a'c"  ) -+-  c (a  'd"  — d'a " ) = o, 
IV  " = a [b'd"—  d'b"  ) + b [d'a  a 'd"  ) + d [a'b"  — b' a " ) = o. 

Ainsi,  les  valeurs  de  x,  y,  z se  réduisent  toutes  les  trois  à la 

même  forme  — 
o 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  peut,  jusqu’à  un  certain 
point,  regarder  - comme  un  symbole  A' indétermination,  caria 
troisième  équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  seconde  ; 


» 
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ainsi,  l’on  n’a  que  deux  équations  réellement  distinctes  entre  trois 
inconnues.  Cependant,  observons  que  les  résultats  obtenus  ci- 
dessus  auraient  encore  lieu , lors  même  que  la  seconde  équation 
serait  incompatible  avec  la  première,  si  l’on  avait,  par  exemple, 
pour  cette  seconde  équation  , 

pa.x  -+- pb.y  -+- pc , z — <jd  ( p étant  > ou  q). 


On  voit  donc  que  les  trois  résultats  - peuvent  quelquefois  cor- 
respondre à une  incompatibilité  entre  les  équations. 

U absurdité  peut  encore  se  manifester  par  trois  valeurs  de  la 

forme  -»  bien  qu'aucune  des  trois  équations  ne  puisse  être  consi- 
dérée comme  rentrant  dans  l’une  des  deux  autres  : c’est  ce  qui 
arriverait  pour  les  trois  équations  suivantes  : 


ax  by  cz  — d,  ax  -+-  by  cz  = d' , ax  -+-  by  -+-  cz  — d" . 

En  considérant  ce  système,  on  reconnaît  facilement  qu’il  ne  peut 
exister  en  nombres  finis,  a moins  que  l’on  n’ait  d = d'  =zd".  11 
est  vrai  que,  du  moment  où  cette  dernière  relation  existe,  le  sys- 
tème des  équations  devient  indéterminé , puisqu'il  se  réduit  à une 
seule  équation  entre  trois  inconnues.  Mais  il  n’en  est  pas  moins 
certain  qtie,  dans  leur  état  actuel , les  équations  sont  incompatibles, 

quoique  les  trois  valeurs  soient  de  la  forme  -,  ainsi  qu’on  peut 

s’en  assurer  en  remontant  aux  valeurs  de  I),  N,  N',  N",  établies 
ci-dessus. 

Prenons,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 
ax  -1-  by  ■+■  cz  = d, 
a 'x  -f-  by  -f - cz  = d', 
a "x  -+-  by  -f-  cz  = d", 


que  l’on  déduit  des  équations  générales  en  supposant 
b — b'  xx  b" , et  c — c' — c" . 
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On  trouve  pour  les  valeurs  de  D,  N,  N',  N", 

D = a (bc  — cb ) -4-  a ' ( cb  — bc)  -+-  a " ( bc  — cb)  = o , 

N = d (bc  — cb)  -t-  d'  (cb  — bc)  -4-  d"  (bc  — cb)  — o,  • 

N'  = c (ad'  — ad"  -f-  da " — da'  -f-  a'  d"  — d' a ") , 

N"  = b (ad"—  ad'  -4-  d'a"  — a’d"  + da'  — da"). 

Les  deux  expressions  de  N',  N"  doivent  être  généralement  diffe- 
rentes de  o;  ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  , la  valeur  de  x 

est  de  la  forme  ^ , tandis  que  celles  de  y et  de  z sont  de  la 

forme  - • 
o 

Pour  interpréter  ces  résultats  , observons  que  les  équations  ne 
peuvent  exister  simultanément , à moins  que  l’on  n’ait 

d — ax  — d'  — a ' x , d — ax  = d"  — a"  x ; 

„ , „ . d' — d d"  — d 

d ou  1 on  tire  x — , et  x — — 

a — a a — a 

Ici,  comme  au  n°  7i>,  il  peut  arriver  de  deux  choses  l’une  : 
Premier  cas  : Les  deux  valeurs  de  x ne  s’accordent  pas , c’est- 
à-dire  que  l’on  a 

d'—d  d"  — d > 
a'  — a a"  — a ’ 

ou , réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur , et  supprimant 
les  deux  ternies  -f-  ad,  — ad,  qui  se  détruisent, 

d'a"  — da"  — ad'  — a'd"  -t-  da'  -f-  ad"  ^ o 

(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  n’est  autre  chose  que 
le  facteur  entre  parenthèses  , dans  les  valeurs  de  N'  et  N"  (au  signe 
près  toutefois  pour  N').  Donc  les  valeurs  de  y et  de  z se  présen- 

tent  sous  la  forme  infinie  , ou  - , quoique  celle  de  x soit  ch- 
ia forme  — 

- o 
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Second  cas  : Les  deux 
d' 

<|in  entraîne  la  relation  — 
a 


valeurs  de  x s’accordent  entre  elles 
— d d"  — d 


ce 


ou 


d'n  " — da  " — ntl'  — a'd"  -H  da'  -f-  ad"  — o ; 


et  alors  les  deux  valeurs  de  r et  de  z se  réduisent  à - comme  celle 

o 

de  x.  Mais  taudis  que  la  valeur  de  x est  déterminée  et  égale 

. d'—d  d"  — d „ , , . . 

a — ou  —r , celles  de  y et  de  z sont  indéterminées , 

a — a a — a 

puisque  l’on  n’a  plus,  entre  ces  deux  inconnues,  que  l'équation 
unique 

, , da'  — nd' 

by  -f-  cz  — d — ax  — — j 


Ce  cas  particulier  est  analogue  à celui  du  n°  7ii  , qui  se  rapporte  à 
deux  équations  à deux  inconnues. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  convaincre  que,  si  le 

symbole  ^ dénote  toujours  un  système  d’équations  auxquelles  il 
est  impossible  de  satisfaire,  du  moins  en  nombres  finis , le  sym- 
bole - est  tantôt  un  caractère  d 'indétermination , tantôt  un  carac- 
o 

tère  d’ absurdité . Quelquefois  aussi  ( n°  75)  il  annonce  la  présence 
d’un  facteur  commun;  et  ce  qu’on  a de  mieux  à faire  pour  inter- 
préter de  pareils  résultats,  c’est  de  remonter  à l’équation  ou  aux 
équations  qui  y ont  conduit. 

77.  Lorsqu’on  opère  directement  sur  des  équations  particu- 
lières, on  parvient  à d’autres  caractères  d'absurdité  ou  d’indéter- 
mination. 

Premier  exempte.  — Soient  les  trois  équations 

îx+  3/  — z = 16 , 

5x — 2_x  + = 2i , 

’jx  -h  y -t-6a  — 37  , 

dont  la  dernière  résulte  de  l’addition  des  deux  premières,  membre 
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à membre.  En  calculant  1),  N,  N',  N"  , d’après  les  formules  géné- 
rales, et  conformément  aux  principes  du  n"G9,  on  trouve  suc- 
cessivement D = o,  N = o , N'  = o , N"  = o.  Ainsi  les  valeurs 

de  x,  y,  z sont  toutes  trois  de  la  forme  Mais  opérons  direc- 
tement sur  ces  équations. 

Si  l’on  élimine  z entre  la  première  et  la  seconde  équation  , 
puis  entre  la  première  et  la  troisième , d’après  les  méthodes 
connues,  on  parvient  aux  deux  équations 

’9X  + >9  y = l33> 

>9 x +-  *9 y — l33> 

d’où  , retranchant  de  nouveau  ces  deux  équations  l’une  de 
l’autre,  0 = 0 

égalité  qui  n’apprend  rien  ni  pour  x ni  pour  y . 

En  remontant  à l’une  des  deux  équations  précédentes,  qui, 
toute  simplification  faite,  devient 

•r-f-  y—  7, 

on  pourra  donner  à x toutes  les  valeurs  imaginables,  ce  qui 
fournira  pour  y des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  der- 
nière équation.  Reportant  ces  valeurs  de  x et  de  y dans  l’une 
des  trois  équations  proposées  , on  obtiendra  autant  de  valeurs 
corrrespondantes  pour  s. 

Soit  fait,  par  exemple,  x=  1,  2,  3, 

il  en  résulte  / = 6,  5,  4>  3,...; 

d’où  , substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné, 

s=  4.  3>  2 > 

et  tous  ces  systèmes  , en  nombre  infini , vérifient  les  trois  équa- 
tions proposées. 

Le  symbole  - , obtenu  dans  cet  exemple  pour  les  trois  in- 
connues , correspond  donc  ici  à une  indétermination  , comme 


» 
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1’égalitc  o = o,  à laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  directe- 
ment sur  les  équations. 

Deuxieme  exemple.  — Soient  les  équations 

2 x -4-  3 y — z = 16, 

5 x — 7. y -4-  7Z  = 21, 

3x  — 5 y -f-  Sz  = 12. 

Pour  former  la  troisième,  on  a retranche  la  première  de  la 
seconde,  en  ajoutant  toutefois  le  nombre  7 au  second  membre  de 
l’équation  résultante.  Le  système  est  donc  absurde  ; aussi , en 
calculant  les  valeurs  de  D,  N,  N',  N",  au  moyen  des  formules 
générales,  on  obtiendrait  successivement 

I)  = o,  N = i33,  N'=—  i33,  N"  = — i33 , 

ce  (fui  donnerait  pour  les  trois  inconnues  des  valeurs  de  la 

forme  -• 
o 

Mais  en  éliminant  directement  z entre  la  première  et  la  seconde 
équation  , puis  entre  la  première  et  la  troisième  , on  parvient  aux 
équations 

igx  -+-  19 y = 1 33 , et  ig.r -4- 19/ = 108; 

d’où,  retranchant  de  nouveau  ces  équations  l'une  de  l’autre, 

o = 25  , 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  l'incompatibilité  des  équations 
proposées. 

Troisième  exemple.  — Soient  les  deux  systèmes 

x -4-  gjK  -|-  Gz  =r  16  \ x -f-  gy  -4-  Gz  =r  iG  i 

2 x -4-  3j  -t-  2Z  = 7 j (t),  ix  -4-  3 y -t-  2Z  = 7 ; (2), 

3 ,r  -4-  6 y -4-  ilfz  = i3  ] 3x  -4-  6 y -4-  43  = *9  1 

«fue  l’on  peut  considérer  comme  un  cas  particulier  dit*  dernier 

exemple  général  discuté  n°  76  ; car  en  divisant  les  deux  membres 
de  la  première  équation  de  chaque  système  par  3 , et  les  deux 
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membres  de  la  troisième  équation  par  2,  on  obtient  les  nou- 
velles équations 


^ x +-  3y  -4-  2 z 


16 


1 


+-  3 y +-  2 s 


t6 

3 ’ 


2.r  +•  Z y -4-  23  = 7 et  2 x 3/  -4-23=:  7, 


3 , 1 3 

-x+3r  — , 

2 2 


3 _ iq 

-x  -4-  3r  + 23  = —2. 
2 2 


Il  y a toutefois  entre  les  deux  systèmes  cette  différence  que , 

, . d'  — d d"  — d , , 

pour  le  premier,  la  relation  — =:  — -, (du  n°  76)  est 

satisfaite,  et  qu’elle  ne  l’est  pas  pour  le  second. 

Cela  posé , l’élimination  de  z entre  la  première  et  la  seconde 
équations,  puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  du  système  (1), 
donne  les  deux  résultats  identiques,  x = 1,  x = 1.  Substituant 
cette  valeur  dans  les  trois  équations  du  même  système  (1),  on 
parvient,  toute  réduction  faite,  aux  équations 

Z y 4-28=5,  '6  y +-  2 z — 5 , Z y +-23  = 5, 
qui,  par  l’élimination  de  y ou  de  z,  donnent  lieu  à l’égalité 

0 = 0. 

Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  la  forme  - , trouvées 

o 

pour  les  trois  inconnues  au  moyen  des  formules  générales.  Il 

faut  se  rappeler  toutefois  (n°  76)  que  le  symbole  - , obtenu 

pour  x,  avait  une  valeur  déterminée  qui  est  ici  x = i , et  que 
le  même  symbole  obtenu  pour  y et  z indiquait  une  indetermi- 
natinn. 

Kn  répétant  les  mêmes  calculs  par  rapport  au  système  (2), 
on  obtient 

x = 1 , et  ,r  = — 5. 


La  valeur  .r  =:  1 portée  dans  la  première  et  dans  la  seconde  des 
équations  du  système  (2)  donne 

* 3+  +-  2 z = 5 ; 
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et  la  valeur  x — — 5 portée  dans  la  seconde  ou  la  troisième 
équation  du  même  système  donne 


3j-  + 2 z = 17, 

égalité  absurde  qui  correspond  à la  valeur  — trouvée  pour  x , 

et  aux  valeurs  de  la  forme  ^ obtenues  pour  y et  pour  z. 

Les  résultats  0=0,  o — A , auxquels  on  parvient  quelque- 
fois en  traitant  directement  des  équations  particulières,  ont 

donc  la  même  signification  que  les  symboles  ->  ->  que  l’on 

00 

obtient  en  appliquant  les  formules  generales  à îles  exemples  parti- 
culiers. 


78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  l’examen  d’un  cas  très-important  : c’est  celui  où,  dans 
les  équations  générales , on  suppose  nulles  à la  fois  toutes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas,  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  des  numéra- 
teurs pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n°C8),  que  ces 
numérateurs  s’anéantissent  tous  en  même  temps,  c’est-à-dire  que 
l’on  aA=o,  K = O, . . . . Comme  d’ailleurs  il  n’existe  aucune  rela- 
tion particulière  entre  les  coefficients  a,  b,  c,  a',  b’,  c',. . . des 
inconnues,  la  valeur  de  D,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison 
de  ces  coefficients,  est  généralement  différente  de  o.  Ainsi  l’on  a, 
pour  valeurs  des  inconnues , x — o , y — o , z — o , ; et  ces 
valeurs  vérifient  évidemment  les  équations  proposées. 

Si  cependant,  outre  l'hypothèse,  que  les  quantités  connues 
dit  second  membre  soient  nulles  à la  fois , on  a encore,  entre  les 
coefficients  des  inconnues , la  relation  D — o , les  valeurs  géné- 
rales se  réduisent  à la  forme  x — - , y = - , etc . 

o o 

Or  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées, 
mais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  déter- 
minés , qu’on  peut  obtenir  à l’aide  des  équations  proposées.  * 
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Soient,  en  effet , les  trois  équations 
ax  + by+cz  — o,  a'x-\- b'y-y  c' z — o,  a"  x-\-  b"  y-\-c"  z = o, 
clans  lesquelles  on  suppose  (n°  G7  ) que  l’on  ait  D = o,  ou 
ab’c"  _ ae'b"  + ca'b"  — ba'c"  4-  bc'a"  — cb'a"  = o. 


Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

a-+b^  + c = o,  a'-  + b'y-+c'  — o,  a"-  4-  b"--ÿc"=  o. 

Z Z % Z Z Z 


Or  on  tire  des  deux  premières,  en  traitant  - et  - comme  deux 


inconnues, . . . 


x _ bc'  — cb'  y ca' — ac' 
z~  ab'  — ban  z~ab'—bar 


D’où  l’on  voit  qu’en  donnant  à i des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires, les  valeurs  de  x et  de  y s’obtiendront  à l’aide  de  ces  deux 
proportions  dont  les  seconds  rapports  sont  constants  et  égaux  à des 
quantités  connues. 

Mais  il  reste  à savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à la  troisième  équa- 
tion, qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  Or  on  trouve, 
en  les  substituant  dans  cette  équation  , 


a"  X 


bc' 


cb' 


ab'  — ba' 


ca'  — ac' 

‘ x e = “• 


ou,  réduisant  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convenable, 
ab'c"  - ae'b"  4-  ca'b"  — ba'c"  4-  bc'a"  — cb'a"  =o, 
condition  qui,  par  hypothèse,  est  satisfaite. 

70.  Ceci  nous  conduit  naturellement  à l’examen  d’une  circon- 
stance dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  n°  49,  nous 
a offert  un  exemple  : c’est  celle  où  l’énoncé  de  la  question  conduit 
à un  nombre  d’équations  réellement  différentes,  plus  grand  que 
celui  des  inconnues  à déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme 


« 
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n inconnues,  et  ilonne  lieu  à m équations  différentes , m étant  "fi>n- 
Il  faut  < l'abord  combiner  entre  elles  un  nombre  n tics  équations 
proposées,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  n inconnues  y substituer 
ensuite  ces  valeurs  dans  les  (in  — n)  équations  restantes,  ce  qui 
donne,  lieu  h autant  de  relations  entre  les  données  ; et  ces  dernières 
relations  doivent  être  vérifiées,  pour  que  le  problème  soit  possible, 
tel  qu'il  a été  énoncé.  Les  (w  — n)  relations  ainsi  obtenues  sc  nom- 
ment des  équations  de  condition. 


00.  Récapitulation  de.  la  discussion  précédente. — Il  résulte  de 
cette  discussion  : i°.  Qu’un  système  d'équations  du  premier  degré  à 
pareil  nombre  d’inconnues  ne  peut  être,  en  général,  satisfait 
que  d'une  seule  manière  (n°G7); 

2°.  Que  toute  valeur  positive,  trouvée  pour  une  inconnue, 
répond  directement  aux  équations  du  problème,  sans  repondre 
toujours  à l’énoncé  (n°  70); 

3°.  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu’indirectemenl  à 
l’énoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique, 
mais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens 
purement  algébrique  ( nos  150  et  7 1 ) ; 

4°.  Que  toute  expression  de  la  forme  -,  trouvée  pour  une  ou 

plusieurs  des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  le  sys- 
tème d’équations  proposé,  du  moins  l'impossibilité  d’y  satisfaire 
en  nombres  finis  pour  toutes  les  inconnues  (n05  7 2 , 74  et  70'  ; 


5°.  Que  le  symbole -,  obtenu  pour  une  ou  plusieurs  incon- 


nues, correspond , soit  à une  indétermination,  soit  à une  incom- 
patibilité (n"*  72,  74,  78,  70),  soit  à la  présence  d’un  facteur 
commun  entre  les  deux  termes  de  chaque  fraction  qui  s’est  réduite 
à cette  forme  (nu  73); 

6°.  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  nuis,  les  valeurs  sc  réduisent  généralement  à o;  que 
si,  à cette  hypothèse , on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  des  inconnues  soit  O,  le  nombre  des  systèmes  de 
valeurs  est  infini  ; mais  ces  valeurs  sont  assujetties  à avoir  entre 
elles  des  rapports  constants  ( n°  78); 
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7°.  Que,  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que 
celui  des  inconnues,  le  problème  n’est  possible  qu’autant  que  les 
valeurs  des  inconnues  déterminées  par  un  nombre  d’équations  égal 
à celui  des  inconnues  satisfont  aux  autres  équations  (n°  79). 


81.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptibles  de 
discussion , ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

Quatorzième  problème.  — Un  banquier  a deux  espèces  de  mon- 
naie: il  faut  a pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu  ; il  faut  b 
pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  meme  somme.  Quelqu’un  vient 
et  demande  c pièces  pour  un  écu.  Combien  le  banquier  lui  don- 
nera-t-il de  pièces  de  chaque  espèce  pour  le  satisfaire  ? 


t re  espèce , 


a{c  — b ) 
a — b ’ 


2e  espèce, 


b{a  —e)  \ 
a— b j 


Quinzième  problème.  — Trouver  les  deux  côtés  contigus  d'un 
rectangle,  en  supposant,  i°  — que  ces  deux  côtés  soient  entre  eux 
dans  un  rapport  donné  m : n ; 2°  — que,  si  l’on  augmente  ou  dimi- 
nue tes  côtés  de  ce  rectangle  des  quantités  données  a et  b,  la  sur- 
face soit  augmentée  ou  diminuée  de  la  quantité  p. 


En  supposant  les  côtés  augmentés,  on  trouve' 
m[p  — ab)  n(p  — ab) 


mb 


na  -f-  mb 


Seizième  problème.  — On  demande  les  biens  de  trois  personnes, 
A,  B,  C,  sachant,  i°  — que  la  somme  du  bien  de  A et  de  I fois 
les  biens  de  B et  C est  égale  à p;  2°  — que  la  somme  du  bien 
de  B et  de  in  fois  les  biens  de  A et  C est  égale  à q ; 3°  — que  la 
somme  du  bien  de  C et  de  n fois  les  biens  de  A et  B est  égale  à r. 

(Cette  question  est  susceptible  d’être  résolue  assez  simplement 
par  l’introduction  d’une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours  du  cal- 
cul : cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Dix-septième  problème.  — Trouver  les  biens  de  6 personnes 
A,  B,  C,  D,  E,F,  d’après  les  conditions  suivantes:  i"  — la 
somme  des  biens  de  A et  B est  a ; celle  des  biens  de  C et  D est  b ; 

Alg.  B.,  ioe  éd.  y 
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la  somme  des  biens  tic  E et  F est  c;  — le  bien  de  A vaut  ni  fois 
le  bien  de  C;  le  bien  de  D vaut  nfois  le  bien  de  E;  le  bien  de  F 
vaut  p fois  le  bien  de  B. 

(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d’une  seule  équa  • 
tion  à une  seule  inconnue.)  ■ 

Ces  différents  énoncés  sont  extraits  de  Y Algèbre  de  M.  Lhuillier, 
de  Genève,  ouvrage  recommandable  par  le  choix  des  questions 
qu’il  propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  III. 

Résolution  des  Problèmes  et  h tj nations  du  second 

degré. 

02.  Introduction.* — Lorsque  l’énoncé  d'un  problème  conduit 
à une  équation  de  la  forme  = b , dans  laquelle  l'inconnue  est 

multipliée  par  elle-même,  l’équation  est  dite  du  second  degré, 
et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont 
insuflisants  pour  sa  résolution;  mais  comme,  en  divisant  les  deux 

membres  par  n , on  obtient  x1  = - j il  s’ensuit  qne  la  question 
se  réduit  à trouver  un  nombre  r/ui , multiplié  par  lui-même , peut 
produire  le  nombre  exprimé  par  ^ : c’est  l’objet  de  V extraction  de 
la  racine  carrée. 

Nous  avons  exposé,  dans  notre  Arit/imétif/ue,  avec  tous  les 
détails  convenables,  les  divers  procédés  d’extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  particuliers , soit  entiers,  soit  fractionnaires; 
nous  n’avons  donc  A développer  ici  que  les  règles  relatives  à l’ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  expressions  algébriques. 
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§ T . — Formation  du  carré  cl  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques. 

85.  Considérons  d’abord  le  cas  d’une  quantité  monôme,  et  pour 
découvrir  te  procédé  de  l’extraction  de  la  racine  carrée,  voyons 
comment  on  forme  le  carré  d’un  monôme. 

On  a,  d’après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes 

(n°  16),  (5oïé1c),  = 5 a2  b3c~^<.5a2  b3c  = 5.5  a'b6c2  ; 

c’est-à-dire  que,  pour  élever  un  monôme  au  carré,  il  faut  élever 
son  coefficient  au  carré,  et  doubler  chacun  des  exposants  des  dif- 
férentes lettres.  Donc , pour  revenir  d’un  monôme  carré  à sa  ra- 
cine, il  faut , t 0 — extraire  la  racine  carrée  du  coefficient,  d’après 
les  règles  exposées  en  Arithmétique  ; 5°  — prendre  la  moitié  de 
chacun  des  exposants. 

Ainsi  l’on  a \j&\acb'  — 8 a3 b'-,  et  en  effet, 

(8a'  b1)2  — 8 a’ b*  X 8 a3 b2  = 64  ac,b'. 

De  même  \67.5a2b*c*  = 7.5ab'e 

car  (7.5ab'c2)2—  67.5  a2  b"  cc. 

11  résulte  de  la  règle  précédente,  que  pour  qu’un  monôme  soit 
le  carré  d’un  autre  monôme,  il  faut  que  son  coefficient  soit  un 
carré  parfait,  et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  q8flô‘ 
n’est  pas  un  carré  parfait,  parce  que  98  n’est  pas  un  nombre  carré 
parfait , et  que  a est  affecté  d’un  exposant  impair. 

Dans  ce  cas , on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs  , en  l’af- 
fectant du  signe  , et  on  l’écrit  ainsi  : \J 98 ab' . 

On  appelle  ces  sortes  d’expressions,  des  monômes  irrationnels , 
et,  plus  spécialement , des  radicaux  du  second  degré. 

84.  On  peut,  toutefois,  faire  subira  ces  expressions  quelques 
simplifications  fondées  sur  le  principe  suivant  : La  racine  carrée 
du  produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des 

9- 
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racines  carrées  <lc  ers  facteurs  ; ou  , on  langage  algébrique  , 
y abcd . . . = y 'ri . y b .y  c . \'iî. 

Pour  démontrer  ce  principe , observons  que,  d’après  la  défini- 
tion de  la  racine  carrée  d’un  nombre,  on  a 

( \!<tbcd . ...)'  = abal  ■ . . 

D’un  autre  côté, 

(y fa  XyïX  y fc. . .)’  = (y'o)' . (y fi  (y'c)’ . . . — abc. . . . 

Donc , puisque  les  carres  de  y 'a lied. . . et  de  \a  y il.  . . . 

sont  égaux  , ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cela  posé,  l’expression  ci-dessus,  yy8«ô‘,  peut  se  mettre  sous- 
la  forme  \/\ÿbl  X 2 a = y je)/;1  X y 20. 

Or  V"  4<)  b'  se  réduit  (nu  83)  à fb1  ; donc 

y Ç)8flô'  “ "jlé.^ia. 

On  a de  même 

y l^5a,b>c,d  — y ’go’ô'c’X  5 bd—  3abc . \ 5bd , 
y/864«’  iscM  = y i44  o1  t'f"  X 6 4c  = izcih’1^ . y (iéc. 

En  général,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel,  mettez  en 
évidence  tons  les  facteurs  carrés  parfaits,  et  extra)  cz-rn  la  racine 
( n°  83);  puis  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  eu  avant 
du  signe  radical , sous  let/uel  vous  laissez  d'ailleurs  les  facteurs 
non  carrés  parfaits. 

Dans  les  expressions  7 b3  y/20,  Z abc  y/ 5 bd , 1 ?. al)1/-'  y’ti  Oc,  les 
quantités  7 lé,  3 abc,  12 aide',  s’appellent  les  coefficients  du 
radical. 

88.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
le  monôme  peut  être  affecte.  Cependant,  puisque,  dans  la  réso- 
lution des  questions,  on  est  conduit  à considérer  des  quantités 
monômes  précé’dées  du  signe  -+-  ou  du  signe  — , il  faut  savoir 
comment  opérer  sur  ces  sortes  de  quantités.  Or  le  carré  d’un 
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monôme  étant  le  produit  de  ce  monôme  par  lui-même,  il  s’en- 
suit (n°  02)  que , quel  que  soit  son  signe,  le  carré  de  ce  monôme  est 
positif.  Ainsi , le  carré  de  -f-  5 a- b3  ou  de  — 5a- b3  est  25  a'  b 6. 

D’où  l’on  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif , 
sa  racine  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  -4-  ou 
du  signe  — . Ainsi , \/ g a'  = ± 3 a3  ; car  -f-  3 a3  ou  — 3 a-,  élevé 
au  carré,  donne  également  -t-tjfl'-  Le  double  signe  ± dont  on 
affecte  la  racine  s’énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  l’extraction  de  sa  racine 
est  impossible,  puisqu’on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute 
quantité,  positive  ou  négative  , est  essentiellement  positif.  Ainsi 
V — <j , y*  — j 17 ’ ? 'J  — 5 sont  des  symboles  algébriques  qui  repré- 
sentent des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom 
de  quantités,  ou  plutôt  A' expressions  imaginaires:  ce  sont  des  sym- 
boles d’absurdité  que  l’on  rencontre  souvent  dans  la  résolution 
<les  problèmes  du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à ces  symboles  les 
mêmes  simplifications  qu’aux  expressions  irrationnelles  qui  offrent 
des  opérations  exécutables.  C’est  ainsi  que 

— g revient  (n°  84)  à \/g  . \/ — i , ou  3 y* — i ; 
de  même , \J  — l\a3  — \f^a3  . y — 1=2  a \j — 1 , 

\j  — 8 a3 b = y/^rt’X  — 2 b = 2 a ^ — 2 b = 2 a ^2  b . y/ — 1 • 

80.  Tâchons  maintenant  de  découvrir,  pour  le  carré  d’un  poly- 
nôme quelconque,  une  loi  de  formation  dont  nous  puissions  dé- 
duire un  procédé  pour  l’extraction  de  la  racine  carrée. 

On  a déjà  vu  (n°  10)  que  le  carré  d’un  binôme,  a b,  est  égal 
à a'  -p  2 ab  H-  h3. 

Soit  actuellement  à former  le  carré  d’un  trinôme  a -4-  b H-c. 
Désignons,  pour  le  moment , a -f-  b par  une  seule  lettre  s-,  il  vient 

(a  4-  b -+■  c)1  = (.«  + c)3  = s3  -i-  2 se  -h  c3. 

Or  on  a 

s3  = (a  b)  ' = n1  -|-  2 ab-y-b’t  2 sc  — 2 (fl  -t-  b)c  ~ 2 ac  -H  2 bc. 
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Donc  (ci  -4-  b -+-  r)’=  ci’  -+•  1 ab  -t-  b’  2 ne  -+-  2 bc  -t-  c1  j c’est- 
à-dire  que  le  carré  tl’un  trinôme  se  compose  de  la  somme  îles  carrés 
des  trois  termes,  et  des  doubles  produits  de  ces  termes  multipliés 
deux  h deux. 

Je  dis  que  celte  loi  de  composition  est  applicable  à un  poly- 
nôme quelconque.  En  effet,  supposons-ia  vérifiée  pour  un  poly- 
nôme d’un  nombre  quelconque  de  termes,  et  prouvons  qu’elle 
peut  s’étendre  à un  polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin  d’y  parvenir,  soit  ci  ■+■  b -+-  c d 4- . . . 4-  i -(-  / un  poly- 
nôme composé  de  m i termes;  et  désignons  par  s la  somme 
des///  premiers  termes,  a -H  b -+-  c4-c/4-...4-/ ; s / représente 
le  polynôme  proposé,  et  l’on  a ( c -+-/■)’=  s'  4-  2 si  4-  /. \ ou , re- 
mettant à la  place  de  s sa  valeur, 

(j-+-/)’=:(ci-f- ô-t-e-f-</-+- . . . 4-i)34-2(/ï-t-Ô4-c4-rf.  . . — t— 1 ) A— f-  A’ . 

Or  la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par 
hypothèse,  des  carrés  de  tous  tes  termes  du  premier  polynôme  et 
des  doubles  produits  de  tous  ces  termes  multipliés  deux  ci  deux  ; 
la  seconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes  du 
premier  polynôme  par  le  nouveau  terme  introduit  k ; enfin , la  troi- 
sième partie  est  le  carré  de  ce  terme.  Donc  la  loi  de  composition 
énoncée  ci-dessus  est  encore  vraie  pour  le  nouveau  polynôme. 
Mais  elle  a été  reconnue  vraie  pour  un  trinôme;  donc  elle  a lieu 
pour  un  polynôme  de  quatre  termes:  étant  vraie  pour  quatre , 
elle  l’est  nécessairement  pour  cinq,  et  ainsi  de  suite.  Donc  elle  est 
générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d’une  autre  manière:  Le  carré  d'un 
polynôme  renferme  le  carré  du  premier  terme,  plus  le  double  pro- 
duit du  premier  terme  par  le  second,  plus  le  carré  du  second  ; plus 
les  doubles  produits  de  chacun  îles  deux  premiers  termes  par  le 
troisième , plus  le  carré  du  troisième;  plus  les  doubles  produits  de 
chacun  des  trois  premiers  termes  par  le  quatrième , plus  le  carré 
du  quatrième  ; et  ainsi  de  suite.  Cet  énoncé,  qui  est  évidemment 
compris  dans  le  premier,  nous  conduira  plus  aisément  au  procédé 
de  l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un  polynôme 
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On  trouvera,  d’après  cette  loi, 

(5a3  — 4 a b*  )’  — ^5 a"  — 4ofl'è’  4-  îGn’ô1; 

(3  a1 — 2fl6-|-4  b1)1=c)a' — I2rt:>i^-4«1^,^-24«,^, — 16  ab3+  i6b', 

ou,  réduisant,  ga‘  — iia3b  -+-  28 a2 b1 — 1 Gab3  •+•  16Ô1; 

(5  a1  b — 4 a^c  -r  G bc1 — 3 a1c)1z=  7.5  a'  b1  — 4 oa3b1c  -\-q6a1  b'c1 
— 4 •5ab1c3  -+-  36  b3c'  — 3o  a'  bc  -t-  24  a3  bc 1 — 36  a’  bc3  -+-  ga'c*. 

Passons  à l’extraction  de  la  racine  carrée. 

07.  Désignons  par  N le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  racine , 
et  par  R celte  racine,  que  nous  supposons  pour  le  moment  dé- 
terminée; concevons,  en  outre,  que  ces  deux  polynômes  soient 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  l’une  des 
lettres  qu’ils  renferment,  a par  exemple. 

Cela  posé,  j’observe  d’abord  que  les  deux  premiers  termes 
de  K (en  le  supposant  ordonné)  peuvent  donner  sur-  le-champ 
le  premier  et  le  second  terme  de  R;  en  effet,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré  (n°  8G),  1°  — que  le  carré 
du  premier  terme  de  R renferme  un  exposant  de  la  lettre  a,. plus 
grand  qu’aucune  des  autres  parties  qui  entrent  dans  la  composi- 
tion du  carré  de  R ; 2°  — que  le  double  produit  du  premier  terme 
de  R par  te  second  renferme  aussi  un  exposant  plus  élevé  que 
dans  les  parties  suivantes.  Ainsi,  les  deux  parties  dont  nous 
venons  de  parler,  n’ayant  pu  se  réduire  avec  les  autres,  sont 
nécessairement  les  deux  termes  de  N affectés  du  plus  haut  expo- 
sant de  a , et  de  l’exposant  immédiatement  inférieur.  D’où  il  suit 
que,  si  N est  réellement  un  carré  parfait,  i°  — son  premier 
terme  doit  être  un  carré  parfait , et  la  racine  de  ce  terme,  extraite 
cC après  le  procédé  du  n"  85,  est  te  premier  terme  de  R ; 2°  — sou 
second  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  premier  terme 
de  R;  et,  en  effectuant  cette  division , on  a pour  quotient  le  second 
terme  de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivants,  formons  le  carré 
du  binôme  déjà  trouvé , et  retranchons -le  de  N ; le  reste , que  nous 
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désignons  par  N',  renferme  encore  les  doubles  produits  du  pre- 
mier terme  de  R par  le  troisième,  du  second  terme  de  R par  le 
troisième,  plus  une  suite  d’autres  parties.  Mais  le  double  produit 
du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfermer  a avec  un  expo- 
sant plus  grand  que  dans  les  parties  suivantes,  et  ne  peut,  par 
conséquent,  avoir  été  réduit  avec  res  parties.  Donc  ce  double 
produit  est  le  premier  terme  de  N';  ainsi,  ce  premier  terme  doit 
être  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  R;  et,  si  l’on 
effectue  cette  division , te  quotient  est  le  troisième  terme  de  R. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième , plus  le 
carré  du  troisième , puis  retrancher  tous  ces  produits  il u reste  N ’ , 
ce  (pii  donne  un  reste  N'"  qui  renferme  encore  le  double  produit 
du  premier  terme  de  R par  le  quatrième,  plus  une  suite  d’autres 
parties.  Maison  prouvera,  comme  précédemment,  que  te  pre- 
mier terme  de  N " est  nécessairement  le  double  produit  du  premier 
terme  de  R par  te  quatrième.  Ainsi , en  divisant  le  premier  terme 
de  N "par  te  double  du  premier  terme  de  R , on  a pour  quotient  te 
quatrième  ternie  de  R ; et  ainsi  de  suite. 

N.  B.  — Il  est  absolument  indispensable,  après  avoir  ob- 
tenu les  deux  premiers  termes  de  la -racine,  de  retrancher  le 
carré  du  binôme  trouvé  du  polynôme  N;  car,  ordinairement, 
le  carré  du  second  terme  de  R renferme  a avec  le  même  exposant 
que  dans  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième  ; 
par  conséquent,  il  a dû  se  réduire  avec  ce  double  produit. 
Ainsi,  ce  n’est  qu’apres  avoir  soustrait  ce  carré,  du  polynôme 
N,  qu’on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est  égal  au 
double  produit  du  premier  terme  de  R par  le  troisième.  La 
même  remarque  s’applique  aux  trois,  quatre, . . . premiers  termes 
trouvés. 

Nous  laissons  aux  élèves  studieux  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nements précédents  le  procédé  général  de  l’extraction  de  la  racine 
carrée  d’un  polynôme;  il  leur  suffira,  pour  cela,  de  réunir  toutes 
les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous  allons  d’ailleurs  en 
faire  l’application  à un  exemple  particulier. 


Digitized  by  Google 


lits  POLYNOMES.  I 37 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 

49 a2b2 — 24 ab1  H-  25 <i‘  — 3oir6  -I-  t6ô'. 

2/)  a'  — 3o  a:b  -f-4 Qa2b2 — 24  16  J1  ) 5 a-  — 3 ah  + 4 b1 

— 25  a1 -+- 3o  a’6 — 9 a2b2  ) 10  a- 

ier  reste...  4 oa2b2 — 24  flè3-+-i6  b' 

— 4°  n’è2-f-  24  ab* — 16  b' 

2r  reste.  o 

Après  avoir  ordonne  le  polynôme  par  rapport  à a,  on  extrait 
la  racine  carrée  de  25a1,  ce  (pii  donne  5 a2  que  l’on  écrit  à la 
droite  du  polynôme;  poison  divise  le  second  terme  — 3o a3b 
par  10  a1,  double  de  5a’ (on  écrit  10 a-  au-dessous  de  5 a5);  le 
quotient  est  — 3 ab  que  l’on  place  à la  droite  de  5 a2.  Les  deux 
premiers  termes  de  la  racine  sont  donc  5a5  — 3 ab.  Carrant  ce 
binôme,  on  trouve  25  a* — 3o  a3  b g a2  b2 , qui,  retranché  du 
polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  le  premier  terme  est 
4o  a- b7.  Divisant  ce  premier  terme  par  10  a2,  double  de  5 a-, 
on  obtient  pour  quotient  -t-  4 b-  : c’est  le  troisième  terme  de  la 
racine,  que  l’on  écrit  à la  droite  des  deux  premiers  termes.  For- 
mant le  double  produit  de  5 a-  — 3 ab  par  4 b2,  et  le  carré  de  4 b2, 
on  trouve  40a1  b2  — 24  ab 3 -+-  16  b\  polynôme  qui,  retranché  du 
premier  reste,  donne  o pour  reste  final.  Ainsi  5 a2 — 3 «6  -f~4  b2 
est  la  racine  demandée,  ou  plutôt  (n“  01)  l’une  des  valeurs  de  la 
racine  demandée.  L’autre  valeur  est  — 5 a2  -t-  3 ab  — 4 et  on 
l’obtiendrait  en  écrivant  — 5 a2  pour  la  racine  carrée  de  -t-  2 Sa', 
puis  divisant  — 3o  a' b par  — 10  a2,  et  continuant  l’opération 
comme  ci-dessus.  Mais  il  est  plus  simple,  dès  qu’on  a obtenu  la  pre- 
mière, d’écrire  ensuite,  pour  la  seconde,  — (5  a2  — 3 ni  H-  4 b2). 

Les  commençants  peuvent  s’exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
développés  nn  06. 

80.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  affec- 
tés de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait  disposer 
le  polynôme  comme  il  a été  prescrit  pour  la  division  (n°  29);  puis 
on  appliquera  le  procédé  ci-dessus , en  regardant  connue  une  seule 
et  même  partie  la  somme  algébrique  des  termes  affectés  de  la  même 
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puissance,  cl  remplaçant , <lans  l’énoncé  «le  ce  procédé,  les  mois  : 
premier  terme  du  polynôme,  premier  terme  du  reste,  premier 
terme , second  terme,.. .,  de  la  racine,  par  les  expressions  : première 
partie  du  polynôme,  ou  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance, 
première  partie  du  reste,  première,  seconde,...  partie  de  la  racine. 
Au  surplus,  ces  sortes  d’exemples  se  présentent  fort  rarement. 

80.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

i".  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu’on 
sait  «pic  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire  d’un 
binôme,  renferme  trois  parties  distinctes  «pii  ne  peuvent  éprou- 
ver aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi,  l’expression  «/’  -H  b1  n’est 
pas  un  carré;  il  lui  manque  le  terme  ± o.ab  pour  qu’elle  soit  le 
carré  de  a rt  b. 

2”.  Pour  qu’un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait,  il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  «les  carrés,  et  «pie  celui  du 
milieu  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux  antres. 
Alors  la  racine  du  trinôme  peut  s’obtenir  immédiatement.  Ex- 
trayez les  racines  tics  deux  termes  extrêmes,  et  affectez  les  lieux 
racines  du  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  r/ue  te  terme 
moyen  est  positif  ou  négatif.  Vérifiez  ensuite  si  le  double  produit 
rte  ces  deux  racines  donne  le  terme  moyen  du  trinôme 

Ainsi , 9 cé  — 48 a'  lê  -j-  t>4  a- b ‘ 

a pour  racine  carrée,  y1 9 a"  — y tjj  a'  b\  ou  zi  ^3 «U  — Boé1); 
car  Sa’X — i ab1  — — [fs a' lé. 

4 té  -t-  12  ab  — 9 b ’ ne  peut  être  un  carré  parfait , quoique  4 
el  «)  lé  soient  les  carrés  de  2 a et  de  3 b,  et  «pie  i a ab  — 2 a Xf>  b ; 
mais  — 9 b1  n’est  pas  un  carré. 

3".  Lorsque,  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  pro- 
cédé général,  le  premier  terme  de  l’un  des  restes  n’est  pas  exacte- 
ment divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  on 
peut  en  conclure  «pie  le  polynôme  proposé  n’est  pas  un  carré  par- 
fait. C’est  une  conséquence  évidente  «les  raisonnements  «pie  nous 
avons  faits  pour  parvenir  à ce  procédé. 
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4°-  Enfin,  on  peut,  quand  il  y a lieu,  appliquer  aux  racines 
carrées  des  polynômes  non  carrés  parfaits  les  simplifications  du 
n"  «4.  

Soit,  par  exemple,  l’expression  s/a3b  +^a‘‘b,  + ^ab3. 

La  quantité  sous  le  radical  n’est  pas  un  carré  parfait;  mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ab  (a1  -+-  4 tib  4 b7).  Or  le  facteur 
entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  « + d’où  l’on 
peut  conclure  (n°  84) 

\j a3 b -f-  ^a7b7 -+-  4 “b3  — ~àz{a -1- ai)  ^ab. 

90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  — L'extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  à de  nouvelles  expressions  algé- 
briques, telles  que  y a,  3 y b,  7 y/2,  connues  sous  le  nom  d a quan- 
tités irrationnelles  ou  de  radicaux  du  second  degré,  il  faut  établir 
des  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations 
fondamentales. 

Définition.  • — Deux  radicaux  du  second  degre  sont  dits  sem- 
blables lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même  pour 
les  deux  radicaux.  Ainsi,  3 a \J b et  5 c y 1 b,  g y 2 et  7 y/2,  sont  dits 
des  radicaux  semblables. 

Addition  et  soustraction.  — Pour  ajouter  ou  soustraire  des  radi- 
caux semblables,  on  ajoute  nu  l’on  soustrait  les  deux  coefficients, 
puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence  du  radical  commun. 
Ainsi  l’on  a 

3«  ^b  -f-5cy^Â=(3a-f-  5c)\fb , Za\b  — 5c^b  = [3a  — 5c)  y/ô; 
de  même 

7 y 2 a 3 y1 2 a — 1 o y/ 2 a , 7 y/2  a — 3 y 2 a = 4 y'  2 7t. 

Deifx  radicaux  peuvent,  au  premier  abord,  n’étre  pas  sem- 
blables, et  le  devenir  par  les  simplifications  du  n°  84. 

Par  exemple , 

y' 4 8 ai)3  4-  b y/75  a — 4 b y/3  a -+-  5 b y 3«  = g b y'3u'; 

2 y/45  — 3 y'5  = 6 y/5  — 3 y;5  — 3 y'5. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fait  qu'indiquer 
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l'addition  ou  la  soustraction.  Ainsi,  pour  ajouter  3 y é à 5 y/</ , on 
écrit  simplement,  5yfl  -+-  3y7». 

Multiplication.  — Pour  multiplier  deux  radicaux  entre  cttx, 
on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  quantités  comprises  sous  le 
signe  radical , et  l’on  affecte  le  produit  du  signe  radical  commun. 

Ainsi  V a X y' 6 = \a  X h ; 

c’est  le  principe  du  n"  04,  énoncé  dans  un  ordre  inverse. 

S'il  y a des  coefficients,  on  commence  parles  multiplier  entre 
eux,  et  l'on  écrit  leur  produit  en  néant  du  radical. 

Par  exemple,  3 y 5fl^X  4 V 20"  — * 2 A°° 1,1  b — 1 vA 
2 a y 6c  X 3 fl  y' bc  — 6 y'  4’c1  = fia'bc , 

2 fl  y'a’  é1  X — 3fl  y /a'1 -h  b’  = — G irt,(fl,-^-6,). 

Division.  — Pour  diviser  deux  radicaux  l’un  par  l’autre,  divisez 
les  deux  quantités  comprises  sous  le  signe,  l'une  par  l'autre  , et 
affectez  le  quotient  du  signe  radical  commun. 

• A , /" 

Ainsi  = \/  T. 

y 1 V b 

Kn  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à la 

même  quantité  - ; donc  ces  deux  expressions  sont  égales. 

S'il  v a îles  coefficients,  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient 
du  radical.  — Par  exemple, 


Î)I . Il  existe  deux  transformations  d’un  usage  fréquent  dans 
l’évaluation  numérique  des  radicaux. 

La  première  consiste  à faire  passer  sous  le  radical  le  coefficient  île 
ce  radical.  Soit,  par  exemple,  l’expression  3 a ï>  \ on  observe 
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qu’elle  revient  (n°  90)  à y/ 9 ou  \lç)a,5 b — a2 /•> . 

Ainsi , pour  faire  passer  sous  le  signe  (l’un  radical  le  coefficient 
de  ce  radical,  il  suffit  d'élever  le  coefficient  au  carré. 

Voici  l’usage  principal  de  cette  transformation  : — Que  l’on  ait 
à évaluer,  à une  unité  près,  l’expression  6 y/ 1 3 . Comme  i3  n’est 
pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  obtenir  qu’une  valeur  approchée 
de  sa  racine.  Celle-ci  est  égale  à 3,  plus  une  certaine  quantité  plus 
petite  que  1 ; mais  en  multipliant  cette  racine  par  6,  on  a 18, 
plus  le  produit  par  6 de  la  quantité  plus  petite  que  1 ; et  le  résultat 
total  peut  avoir  une  partie  entière  plus  grande  que  18.  Afin  de 
déterminer  exactement  cette  partie  entière,  on  met 

6 y^i3  sous  la  forme  y62.  i3  = y/36  X i3  = y/468. 

Or  la  racine  carrée  de  488  a 21  pour  partie  entière;  donc 

6 y t3  est  égal  à 21,  plus  une  partie  d’unité  qui  ne  peut  être 
déterminée  exactement. 

On  trouvera  de  même  que  12  y/7  n=3i,  à moins  d’une  unité 
près. 

La  seconde  transformation  a pour  but  de  rendre  rationnels 

a a 

les  dénominateurs  d’expressions  telles  que 7-’ 

P -+-  V7  P — V7 

a,  p étant  des  nombres  entiers  quelconques,  ainsi  que  7,  qui  est 
d’ailleurs  supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à ces 
sortes  d’expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second 
degré. 

Or  on  atteint  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion par  p — y/7  si  le  dénominateur  est  p 4-  \fq,  et  par/»  4-  y lq 
si  le  dénominateur  est  p — y/7.  En  effet,  la  somme  de  deux  quan- 
tités multipliée  par  leur  différence  donnant  (n°  6)  pour  produit  la 
différence  des  carrés,  on  a,  par  la  multiplication  indiquée, 

a _ a{ P — V7 ) __  a (p  — V7  ) _ "P  — " V;7 

P ■+"  ^7  [P  V/7)(/'“  V^)  P7~  1 P7—<1 

a a [p  ■+■  y/7  ) a (p  4-  y/7 ) ap  4-  a y/ 7 

P — V/7  (/'  ~ V7)  iP  +^7)  P'  — 'l  P1  — '! 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 
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Pour  donner  une  idée  de  l’utilité  de  cette  transformation,  sup- 
posons que  l’on  ait  it  évaluer  approximativement  l’expression 


3—  y' 5 


7(3+  y'5 

Elle  revient  n — — 


) . . . 21+7  v 5 

„ - ■»  ou  bien  a 

9 - 5 4 


Or  7 est  la  même  chose  que  ^4 9 X 5 , ou  , 

quantité  dont  la  valeur  est  i5,  à une  unité  pris  [*).  Ainsi 

\ 

7 2 1 + 1 5 + une  fraction  3fi  ... 

4 =j  = ç),klPrcs. 

Si  l’on  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  do  cette  expression  , 
il  suffirait  tic  calculer  y 2.'j5  avec  un  certain  degré  d'approximation, 
d'ajouter  7.1  à la  racine  obtenue,  puis  de  diviser  la  somme  par  \ , 
ou  d’en  prendre  le  quart. 

Prenons  pour  second  exemple  l'expression 

Vr5 


v • 1 + v 3 

et  proposons-nous  de  l’évaluer  à 0,01  près. 

. 7 v'5  _ 7 ^5(^77  — V3)  _ 7 V 55  — 7 V ‘5 

vü+vr  "-3  ~ s 

Or  7 = \/55  X 49  — V^-GgS  = 5t  ,91,  à o o 1 près, 

et  7 5 = ^ 1 5 X 49=  ^735  = 5.7 , 1 1 ; 


donc 


7 _5t, 91— 27,11  24,80  „ . , 

— = - -g—  = 3, 1 0,  a près, 


v't  1 + v'â  8 

et  même  à près,  à cause  de  la  division  par  8 


(*)  Voy t z h note  au  lias  de  In  pn;;e  i33,  11"  !>5,  Arith.,  22e  édition. 
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On  trouverait,  par  un  procédé  analogue, 


3-4-2  v/7  c . 

— 7= r ~Ï7*  ~ ^ ’ 1 ® > a 0,01  près. 

5 y 1 2 — u yt> 


N.  11.  — On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d’expressions  en 
évaluant  approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu’au  dénominateur.  Mais  comme  on  n’aurait 
pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas 
aussi  facilement  une  idée  précise  du  degré  d’approximation  ob- 
tenu, tandis  que,  par  le  moyen  indiqué,  le  dénominateur  étant 
rendu  rationnel,  on  sait  tout  de  suite  à quoi  s’en  tenir  sur  le  degré 
d’approximation. 

Les  principes  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pou- 
vons passer  à la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

§ 11.  — Résolution  des  Équations  du  second  degié. 


92.  On  distingue  deux  espèces  d’équations  du  second  degré,  les 
équations  à deux  termes  ou  incomplètes,  et  les  équations  à trois 
termes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes 
affectés  du  carré  de  l’inconnue,  et  des  termes  tout  connus:  telles 
sont  les  équations 


3x:  — 5,  4x’ — 7 = 3x’-t-9, 


— - 


~ 5 , 

• 3 “4”  — x"  - 

19 


k 


290. 

24 


On  les  appelle  équations  h deux  termes,  parce  qu’au  moyen  des 
deux  transformations  générales  des  n"5  45  et  44  , on  peut  toujours 
les  ramener  à la  forme 

ax‘  — l>. 


En  effet,  considérons  la  troisième  équation  , qui  est  la  plus  com- 
pliquée: on  a d’abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

8x!  — 72  -4-  to  x*  = 7 — 2.4  xJ  -4-  299, 
puis,  réduisant , fax'  — 378. 

i 
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Les  équations  à trois  termes  ou  complètes  sont  celles  qui , outre 
le  carré  de  l'inconnue , renferment  la  première  puissance  de  cette 
inconnue  : telles  sont  les  équations 

P . •>/  5 ï 3 »,  2 

5x  — ■ÿj  = o4,  gX1 x-t-7=0—  -x — x1-! — ■ ; 

o 2 4 3 12. 

elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à la  forme  «x*  bx  ~ c , 

au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Remarque.  — Souvent  une  équation  du  premier  degré  en 

apparence  se  trouve  élevée  au  second  degré,  après  la  disparition 

des  dénominateurs. 


Soit,  par  exemple,  l’équation 


5 — 2x 4X 

3 -+-  x 2 — x 1 


si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  elle  devient 

(5  — 2x)  ( 2 — x)=4r(3-4-  x), 
ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

2X1+2.II=  IO. 

En  général,  toutes  les  fois  que  x entre  dans  les  dénominateurs 
d’une  équation,  on  ne  peut  juger  du  degré  de  celte  équation 
qu’après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  (n°  44)  et  opéré 
toutes  les  réductions. 

U5.  Équation  à (leux  termes ax'  = b. 

La  résolution  de  cette  équation  n’offre  aucune  difficulté. 

On  en  déduit  d’abord 


Cela  posé,  si  - est  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire, 

on  pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement,  soit  par 
approximation  , d’après  les  procédés  exposés  en  Arithmétique  ; et 

si  - est  algébrique,  on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine 
a 

carrée  des  quantités  algébriques.  Le  résultat  obtenu  dans  chaque 
cas  exprimera  une  valeur  de  x propre  à vérifier  l’équation (2). 
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Mais  si  l’on  observe  que , le  carré  de  -+-  m ou  de  — m étant  éga- 
lement -+■  m2  (n°  815) , on  peut  prendre  indifféremment  le  résultat 
dont  nous  venons  de  parler,  soit  avec  le  signe  -4- , soit  avec  le 
signe  — , on  doit  conclure  que  l’équation  (a)  a réellement  deux 
solutions  représentées  par 


(le  double  signe  ± se  prononçant  plus  ou  moins). 

En  effet,  substituons  séparément  dans  l’équation  (1),  à la  place 


de 


et 


: , chacune  des  valeurs  -t-  s/t,'  ~ \Zl;  il  vi 
a X (V  l/^)  = b, 

rtX  (~V;;)  = ** 


= b. 

b 

ou  n X - = b , ou 

b — b. 

n 

■=b. 

b , 

ou  n X - = b , ou 

b = b. 

Il  est  d’ailleurs  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  puis- 
sent vérifier  l’équation  (2),  et  par  conséquent  l’équation  (1). 

N.  B.  Lorsque  - est  une  quantité  négative , les  deux  valeurs 

de  x sont  imaginaires  ( n"  815 } ; ce  qui  veut  dire  que  l’équation , ou 
le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algébrique,  ne  peut  être 
satisfaite  par  aucun  nombre,  soit  exactement,  soit  approximati- 
vement. 

Soit  pour  exemple  l’équation 


1 


^99. 

24  ’ 


on  a déjà  reconnu  (n"  92)  que  cette  équation  se  réduit  à 

42  ■r’  = 3ç8; 


donc. 


42 

Al  g.  B .,  10e  cil. 


et  v 


:±3. 


IO 
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Stjit  encore  l'équation  3 x’  = 5 ; 

/5  i 

on  en  déduit  .r  = :±:  W - — rfc  ^ v 1 5 

Comme  i5  n’est  pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  déterminer 
ces  deux  valeurs  de  .r  que  par  approximation. 

94.  Equation  complète, a. r’  -+-  br  ~ r. 

Pour  résoudre  cette  équation , divisons  les  deux  membres  par 
le  coefficient  de  x%  et  posons,  pour  plus  de  simplicité  , 


il  vient 


X 1 px  : — q. 


Cela  posé,  observons  que,  si  l’on  pouvait  ramener  le  premier 
membre,  x’-|-/>x,  au  carré  d’un  binôme,  une  simple  extrac- 
tion de  racine  carrée  réduirait  l’équation  à une  équation  du  pre- 
mier degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré  du  bi- 
nôme (x  -h  a),  c’est-à-dire  à x 1 -t- Kix  + a1,  on  voit  que  x'  -+-  px 
se  compose  du  carré  d’un  premier  terme  x,  plus  du  double  pro 

duit  de  x par  un  second  terme  qui  est  alors  nécessairement  - (car 
on  a />x  = 2 • - • x ) . • 

D’où  il  suit  que  , si  l’on  ajoute  àr’4-  px  le  carré  de  t-»  ou  , , 

a 4 

le  premier  membre  de  l’équation  deviendra  ^x  -t-  • 

Mais,  pour  ne  pas  troubler  l’égalité,  il  faut  aussi  ajouter  4 au 

4 

second  membre  ; et  il  vient , par  cette  transformation , 


p\ ’ p1 

= T + "; 


d’où,  extrayant  la  racine  carrée , 
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(On  mot  ici  le  double  signe  dt , par  la  raison  que  le  carré  de 

-+-  \J}~^  + r/  » 011  de  — -h  q , est  également  ~ -+-  q.  ) ■ 

Tirant  enfin  la  valeur  de  x , on  obtient 

a 

Comme  il  est  d’ailleurs  évident,  d’après  l’équation  (2),  qu’il  n’y 
a que  -f-  y/ + q , ou  — \J -/  -f-  q , qui  puisse  représenter  la 

> T* 

valeur  de  .r  -+-  - , il  s’ensuit  nécessairement  que 
2 


P 


2 


et 


sont  les  seules  valeurs  de  .r  qui  puissent  vérifier  l’équation  (2),  et , 
par  conséquent,  la  proposée  (1)  dont  l’équation  (2)  n’est  qu’une 
transformée. 

Ainsi,  l’inconnue  de  toute  équation  du  second  degré  a deux 
valeurs  et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

On  peut  d’ailleurs  établir  cette  règle  générale  pour  résoudre 
une  équation  complète  du  second  degré  : — Après  avoir  ramené 
l’équation  à la  forme  xJ  px  = q , ajoutez  aux  deux  membres  le 
carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x,  ou  du  second  terme ; extrayez 
la  racine  carrée  des  deux  membres  en  ayant  soin  d'affecter  la 
racine  du  second  membre , du  double  signe  dz  ; tirez  enfin  la  valeur 
de  x de  cette  nouvelle  équation. 

La  double  valeur  de  .r,  à laquelle  on  parvient  par  ce  moyen  , 
peut  s’énoncer  ai  nsi  en  langage  ordinaire  : ta  moitié  du  coefficient 
de  x , pris  en  signe  contraire , plus  ou  moins  ta  racine  carrée  de  ta 
somme  algébrique  du  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x , et  du 
terme  tout  connu. 

Soit , pour  premier  exemple , l’équation 


x*  -+- 


273 

1 2 

10. 
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On  trouve  d’abord  , en  chassant  les  dénominateurs 


i o x1  — 6.r  4-9  = 96  — 8x  — 12 x’  4-273, 
ou  , transposant  et  réduisant, 

St  a .r’  4-  2.r  = 36o, 


et 


2 36o 

.r’  4 x z= 

22  22 


Ajoutons  maintenant  ( aux  deux  membres;  l'equation 

2 / 1 \J  36o  / 1 V 

x*  4 x 4-  ( — ) — 1-  ( — j ; 

22  \22/  22  \22/ 


devient 


d’où  , extrayant  la  racine  carrée , 


Donc 


résultat  conforme  à l’énoncé  ci-dessus. 

Il  reste  maintenant  à effectuer  les  calculs  numériques. 

Réduisons  d’abord  4-  à un  seul  nombre  qui  ait  (22)’ 

pour  dénominateur  commun  ; on  a 

36o  ( 1 36o  x 22  4-  1 79?.' 

22  \22/~  (22)1  ( 22  )3 


Or  la  racine  carrée  de  7921  est  exacte  et  égale  à 89  ; donc 


et,  par  conséquent,  x = — -4-  & 

22  22 
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Séparons  chacune  des  valeurs;  il  vient 


i 89 88 

22  22  22 


89 90 45 

22  22  11 


>4n 


Ainsi,  des  deux  valeurs  propres  à satisfaire  à l’équation  pro- 
posée, l’une  est  un  nombre  entier  absolu  , et  l'autre  un  nombre 
fractionnaire  négatif. 

Soit , pour  second  exemple , l’équation 

6 -c’  — 3 7 x — — 57  , 


qui  revient  à 


Si  l’on  ajoute 


(S)' 


aux  deux  membres,  il  vient 


d’où  , extrayant  la  racine  carrée  , 


Donc 


Pour  réduire  ^ ~ ~ à un  seul  nombre  , observons  que 

(i2);=  12X  12  = 6X  ?-4;  ainsi,  il  suffit  de  multiplier  57  par 
24  , puis  37  par  lui-même  , et  de  diviser  l’excès  du  second  pro- 
duit sur  le  premier  par  (12)’. 


Or  37  X 37  — 1 369,  57  X 24  = >368  ; 
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ainsi 


Donc 


ou  bien 


i 2 


i 

12 

I 

12 


38 jy 

12  6 ’ 


12 


On  remarquera,  dans  cet  exemple,  que  chacune  des  deux 
valeurs  est  positive  et  répond  directement  à l’énoncé  de  la  ques- 
tion , dont  l’équation  proposée  peut  être  considérée  comme  la.  tra- 
duction algébrique.  # 

Soit  maintenant  l’équation  littérale 

4 fl7  — 2 ,rl  +-  2 nx  — 1 8 nb  — 1 8 b'; 

on  a d'abord,  en  changeant  les  signes,  transposant,  puis  divisant 

par  2 , .r1  — nx  — f.a1  — 9 ab  -+-  cj  b-  ; 

d’où,  complétant  le  carré, 

a ' , .. 

■r-  — nx  H — 7 — —} C)  nb  -+-  c|  h ; 

4 4' 


êxtravant  la  racine  et  transposant , 

« , . A)  o1  . . , 

x — - dz  y/  ^-7-  -S-  9 «é  4-9  é-. 

qa:  , , , . , - 3 a 

9 nb  ,-J-  9 b-  a évidemment  pour  racine  — - — S b ; 


Or 


donc 


= 2±(î?-3S),  .l'oùj; 


| x = — 3 A,* 

— o -(-  3 h . 


Ces  deux  valeurs  seront  positives  à la  fois  si  l’on  a ia~^>  3 h 

et  3A>«,  c’est-à-dire  si,  a et  h étant  tous  deux  positifs,  on  a 

, . . a . la 

b plus  grand  que  mais  plus  petit  «pie  --  • 
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Nous  pr  oposerons  pour  exercices  les  équations 


1 5 1 


x*  — rj  x 4-  10  = 0...  valeurs 


- a.-— 4 — a’-h?..!  — ^x:=45— 3x:-H 4-r  | ^ __  _ jào,oi  pies; 


ri‘  -4-  b‘  — 2 hx  + X1  : 


■ , donne 


x = (bn  zfc  <J a* m1  -+-  b3 ni*  — «’«*)• 

n? — ni1 

' r 

9i>.  On  peut  résoudre  l’équation  ax‘  4 - bx  — c sans  faire  dis- 
paraître le  coefficient  de  x1-,  mais  les  transformations  sont  plus 
compliquées. 

Le  terme  ax'  peut  être  mis  sous  la  forme  ( x \Ja)'  ,c  t le  terme  bx 

sous  celle-ci  : ix\ja  X — , - ; d’où  il  suit  que  «x’4-  bx  représente 

2 y a 

les  deux  premiers  termes  du  carré  de  x\[â-\ : ainsi,  en 


2 V 


la 


limitant  ou  -l — aux  deux  membres,  on  rendra  le  premier 

J UyW  4« 

membre  un  carré  parfait. 

Effectuons  cette  transformation  ; l’equation  devient 


ux1  -f-  bx  4~  — — c * 

4 a 


4«’ 


extrayant  la  racine , 


•V'«H p = ±\/c  + ?--; 

2 \/rt  » 4« 


d’où 


/-  !> 

x y a = = \ / c ■ 


V« 


2 y/fl  ^ 4" 

Divisant  les  deux  membres  par  yâ  , et  observant 
b ( b _ /; 

*”  quc  v<r  = '7(^7~"« 
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2°.  que 


V/' 


on  obtient  enfin 


ou  bien  encore , 


— b rfc  v4  ac  + b 

x — I 

2 (I 


* 


résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  d’abord 

„ , . b r , , 

I équation  sous  la  forme  x7  H — x — - ; et  nous  n avons  expose  la 

a n 

méthode  précédente  que  comme  un  simple  exercice  de  calcul  sur 
les  radicaux  du  second  degré. 

96.  Appliquons  ces  principes  à la  résolution  de  quelques  pro- 
blèmes. 

Premier  problème.  — Trouver  un  nombre  tel  i/tie  le  double 
de  son  carré,  augmenté  du  triple  île  ce  nombre,  donne  pour 
somme  65 . 

• Soit  x le  nombre  inconnu  ; on  a , pour  l’équation  du  pro- 
blème , 

2 x1  -+-  3 x — 65 , 


. 3 2.3  - 3 23  i3 

donc  x = — 7-( — r — b , et  c — - 

4 4 442 

La  première  valeur  satisfait  à la  question  dans  le  sens  de  son 
énoncé.  En  effet, 

2 X (5)’  -+-  3 X 5 = 2 x 25  -i-  1 5 = 65 . 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d’abord  que,  si  l’on 
remplace  x par  — x dans  l’équation  2x7-f-3x=65,  il  n’y  a que 
le  coefficient  de  3x  qui  change  de  signe,  car  ( — x)7—  x7.  Ainsi , 


Digitized  by  Google 


DE  QUELQUES  PROBLEMES  DU  SECOND  DEGRE 

3 . a3 


» 53 


3 , 23 

y nr  ~r  » on  trouvera  x — T ± — . 

4 4 4 4 


au  lien  d’obtenir  x 
1 3 

ou  x = — et  x — — 5 , valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes 

que  par  le  signe.  Ainsi,  l’on  peut  dire  que  la  solution  néga- 
,3 

tive -,  considérée  indépendamment  de  son  signe,  satisfait 

2 

au  nouvel  énoncé  : Trouver  un  nombre  tel  que  le  double  de  son 
carré , diminué  du  triple  de  ce  même  nombre , donne  65  pour  diffé- 
rence. En  effet,  on  a 

/ 13\’ 


2X 


T 


i3  169  3q  CL. 

3 X — — — ^ = 65. 

222 


Deuxième  problème.  — Une  personne  a acheté  un  certain  nombre 
de  mètres  de  drap  pour  2^0  fr.  Si,  avec  la  même  somme , elle  avait 
eu  3 mètres  de  moins  du  même  drap , le  mètre  lui  aurait  coûté  4 fr. 
de  plus.  — On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

2^0  , V'  , 

Soit  x ce  nombre;  exprime  alors  le  prix  du  mètre.  Si, 

pour  240  fr.,  elle  avait  3 mètres  de  moins,  c’est-à-dire  x — 3 mè- 

....  -,  . o 240 

très,  le  prix  du  métré  serait  alors  représente  par  -■ 


Mais , 


d’après  l’énoncé,  ce  dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4;  on  a 
donc  l’équation 


240 


3 


— = 4. 


d’où  l’on  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant , 

,rs  — 3 x = 180. 

t,  

Donc  x = - ± \/y  +180  = 3 ' : 

2 V 4 2 

ce  qui  donne  x = i5  et  x = — 12 . 

La  valeur  x = 1 5 satisfait  à l’énoncé  ; car  1 5 mètres  pour  240  fr. 
240  „ 

donnent  — — ou  16  fr.  pour  le  prix  du  mètre;  et  12  mètres 
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pour  24°  l*‘-  «forment  pour  le  prix  «lu  mètre,  20  fr.,  nombre  «jui 
surpasse  16  de  4- 

Quant  à la  seconde  solution,  on  peut  former  un  nouvel  énonce 
auquel  elle  convienne.  En  effet,  remontons  à l’équation,  et  chan- 
geons x en  — x;  il  vient 


240 

- x — 3 — x 


240 


= 4 , ou  bien 


240 

x 


2.40 

“7^3 


équation  qui  peut  être  traduite  en  langage  ordinaire  de  deux  ina 
nières  différentes:  i“.  Une  personne  n acheté  un  certain  nombre 
<!e  mètres  <le  drap  pour  1^0  fr.;  si  clic  avait  paré  la  meme  somme 
pour  3 mètres  de  plus , le  mètre  lui  aurait  coiité  4 fr.  de  moins T — 
On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

2°.  Une  personne  a vendu  un  certain  nombre  de  mètres  de  drap 
pour  240  fr.;  si,  pour  ta  même  somme,  elle  avait  vendu  3 mètres 
de  plus,  le  mètre  lui  aurait  été  payé  !\fr.  de  moins.  — On  demande 
le  nombre  de  mètres  vendu. 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement 
au  changement  de  signe  de  x,  puisqu’un  achat  négatif  peut  être 
considéré  comme  une  vente. 

En  résolvant  d’ailleurs  l’équation  de  l’un  de  ces  énoncés,  on 
trouverait  évidemment  x=i2,  x — — i5;  car  l’équation  ré- 
duite deviendrait  .r’-f-  3.r=  180,  au  lieu  dex1 — 3x  =:  180. 

N.  II.  — Les  deux  problèmes  précédents  offrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n"  i>9  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré  ; et  nous  en  donnerons  ( n°  99  ) une  démonstration  pour 
toute  équation  du  second  degré  à une  seule  inconnue. 

Troisième  proulèmf.. — Un  négociant  escompte  deux  billets,  P un 
de  87  7G  fr.  payable  dans  c)  mois,  l’autre  de  7488  fr.  payable  dans 
8 mois;  il  paye  pour  le  premier,  de  plus  rpic  pour  le  seetthd, 

1 200  fr.  — On  demande  le  taux  d'intérêt  rP après  lequel  il  a du 
escompter. 

Solution.  — Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  désignons  par.r 
l’intérêt  de  100  fr.  pour  un  mois,  ou  par  1 2 x l’intérêt  pour  un  an  ; 
«qx  et  8x  sont  les  intérêts  pour  <)  mois  et  8 mois  : «lune  100  -f-  t)x 
et  100  + 8 x représentent  ce  «pie  doit  lie  venir  le  capital  100  fr. 
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au  bout  (le  g mois  et  8 mois.  Ainsi,  pour  déterminer  les  valeurs 
actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr.  et  7488  fr.,  il  fant  établir  les 
proportions 


100  + gx  : 


100  ::  8776  : 


877600 
100  4-  gx’ 


100  + 8x  : 


too  ::  7488  : 


748800 

100  4-  8x 


et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que  le 
négociant  a payé  pour  chacun  des  billets.  Donc,  en  vertu  de 
l’énoncé , on  a l’équation 

877600  748800 

— — — 5-  = 1 900  ; 

100  4- gx  100  4- 8x 


ou,  observant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4°°> 

aig4  1872  _ g 

100+gx  ioo-(-8x 

Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  on  trouve 
216 x2  + 43g6x  =:  2200 ; 


d’où 


/ 2200  (2tg8)2 

216  y 216  (216)’ 


Donc 


r _ — 3 1 98  ± y 53o64o4 
216  ’ 


» 


ou,  multipliant  par  12, 


I2X  = 


2 1 98  ± y'53o64o4 

t8 


Pour  obtenir  la  valeur  de  i2xào,oi  près,  il  suffit  d’extraire 
la  racine  carrée  de  53o64o4  à 0,1  près,  puisque  cette  racine  doit 
être  ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  carrée  de  53o64°4  est  23o3,5  ; 


donc 

par  conséquent, 


— 2198  ± 23o3,5 

121  = — — : 

18 

i9.x=  = 6,86, 

I O 
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Ut 


I2.X  — 


— 45oi,5 

18 


25o,o8. 


La  valeur  positive,  121  = 5,8(3,  représente  donc  le  taux 
d’intérêt  cherché. 

Quant  à la  solution  négative,  elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à la  première  par  une  même  équation  du  second  degré. 
En  effet,  si  l’on  remontait  à l'équation,  et  qu’on  changeât  x 
en  — x , on  traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans 
un  énoncé  analogue  à celui  du  problème  proposé. 

Quatrième  problème.  — Un  homme  achète  un  cheval  i/u ’il  vend , 
iiu  bout  de  qucli/ue  temps , pour  i.ly  louis.  .1  cette  vente , il  perd 
autant  pour  100,  du  prix  de  son  achat,  t/uc  le  cheval  lui  avait 
coûté.  — On  demande  le  prix  de  l'achat. 

Solution.  — Soit  x le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a coûtés; 
c — 24  est  une  première  expression  de  la  perte  qu’il  a faite.  Mais 
puisque,  d’après  l’énoncé,  il  perd  autant  de  louis  sur  100  qu'il 

v a d’unités  dans  x , sur  1 louis  il  perd , et  sur  .r  louis  il  perd 

100 

x1 

On  a donc  l’équation 

100 


d'où  r’  — io(u'  = — 2.400, 


et  :r  ~ 5 O i:  \ 25oo  — 2400  = 5o  ± IO. 

Donc  r = (>6  et  .r  — 40. 

Ces  deux  valeurs  salisfunt  également  à la  question. 

Kn  effet,  supposons  d’abord  que  Go  soit  le  prix  de  l’achat  ; 
comme  est  le  prix  de  la  vente,  36  est  la  perte  que  l’homme 
éprouve.  D’un  autre  côté , il  doit , en  vertu  de  l’énoncé,  perdre  60 

pour  100  de  60,  c’est-à-dire  les  — — de  60  , ou  , nombre 

100  ioo 

qui  se  réduit  à 36;  ainsi,  60  satisfait  à l’énoncé. 

Soit  maintenant  4°  le  prix  de  l’achat  ; 16  est  la  perte  qu’il 
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éprouve.  D’ailleurs,  il  doit  perdre  4°  Pom‘  100  dc  4°>  ou 

4o  x A°  , nombre  qui  se  réduit  à 16;  ainsi,  4o  vérifie  encore 
* IOO 

l’énoncé. 

Discussion  générale  de  l’équation  du  second  degré . 

Jusqu’à  présent,  nous  n’avons  résolu  que  des  problèmes  du 
second  degré,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres 
particuliers.  Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes 
"énéraux  et  d’interpréter  tous  les  résultats  auxquels  on  peut  par- 
venir en  attribuant  aux  données  des  valeurs  particulières,  il 
faut,  en  reprenant  l’équation  la  plus  générale  du  second  degré, 
examiner  les  circonstances  qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses 
possibles  faites  sur  les  coefficients.  Tel  est  l’objet  que  nous  nous 
proposons.  , 

97.  Mais  avant  de  passer  à cette  discussion,  nous  ferons  con- 
naître un  fait  analytique  qui  n’est,  du  reste,  qu  un  cas  particulier 
d’une  proposition  dont  la  généralité  sera  démontrée  par  la  suite 
pour  toute  équation  d’un  degré  quelconque  à une  seule  inconnue. 
Soit  l’équation  générale 

x'-+-px=q,  ou  plutôt  x'-ï-px — <7  = o, 
pour  laquelle  on  a trouvé  ( n”  94  ) 

x=-^s/Pi+q' 

Transportons  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  ces 
deux  dernières  égalités,  ce  (jui  donne 

2~V//iH"7  = 0’  *~h*~h\/j+‘?=0i 

et  multiplions  ces  nouvelles  égalités,  membre  à membre,  en  obser- 
vant que  les  premiers  membres  peuvent  être  considérés,  l’un 
comme  la  différence,  l’autre  comme  la  somme  des  deux  quantités 

x+‘i  et  v/f  — 
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il  vient 


ou  , réduisant , xs  -f- px  — //  = o. 

D’où  l’on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du 
second  degré  ramenée  préalablement  à la  forme  x’  px — 7=0, 
est  le  produit  de  deux  facteurs  du  irr  degré  en  x,  qui  ont  x pour 
partie  commune,  et  pour  partie  non  commune  chacune  des  valeurs 
de  x changées  de  signes  ; en  sorte  que,  si  l’on  désigne  par  x',  x" 
ces  deux  valeurs,  on  a l’identité 

x:  px  — q =.  (x  — x')  (x  — x"). 

C’est  probablement  cette  propriété  qui  a fait  donner  le  nom  de 
racines  aux  valeurs  de  l’inconnue  [puisque  ces  valeurs  étant  obte- 
nues, on  peut  recomposer  l'équation]. 

En  général,  on  appelle  racixk  d'une  équation,  toute  expres- 
sion numérique  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substi- 
tuée à la  place  de  l'inconnue  dans  l'équation , rend  le  premier 
membre  identiquement  égal  au  second.  Ce  mot  est  pris  ici  dans 
une  ifcception  différente  de  celle  qu’on  lui  avait  attribuée  jus- 
qu’alors par  rapport  aux  nombre». 

98.  La  propriété  précédente  peut  encore  être  démontrée  pat- 
un  moyen  susceptible  de  conduire  à des  conséquences  assez  im- 
portantes. 

Appelons  a une  quantité  de  nature  quelconque,  et  divisons  par 
x — a le  premier  membre  de  l’équation  x1  px  — <7  = 0. 


1 cr  reste . . 
a"  reste. . . 


-px 


ï + fl+  p 


-t-  (rt  +p)x  — q\ 
-+-  a1  -t-  pa  — q . 


La  division  du  premier  terme  x:  du  dividende  par  le  premier 
terme  x du  diviseur  donne  pour  quotient  x,  et  pour  icr  reste 
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(a -\- ]>)  x — 7;  la  division  du  icr  terme  (a  4-/>)  x de  ce  reste 
par  x donne  pour  nouveau  quotient  a 4-  />,  et  pour  nouveau 
reste  a 3 4- pa  — 7,  quantité  indépendante  de  x. 

Cela  posé,  si  n est  racine  de  l’équation  x3  -t-  px  — 7 = o,  on  a 
nécessairement  a7  4-  pn  — 7 = 0;  ainsi , le  2e  reste  de  la  division 
ci-dessus  étant  nul,  la  division  totale  est  exacte , et  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  est  divisible  par  x — a. 

Réciproquement,  si  la  division  de  x ’ 4- px  — 7 par  x — a est 
exacte,  on  a nécessairement  n3  4-  pa  — 7 = 0,  c’est-à-dire  que  a 
est  racine  de  l’équation. 

Comme,  dans  le  cas  où  a est  racine,  x — a divise  exactement 
x34-  px — 7,  et  donne  pour  quotient  x4-  «4-  p,  réciproquement 
x a -+-  p divise  exactement  x-  4-  px  4-  7,  et  donne  pour  quo- 
tient x — a ; d’où  l’on  peut  conclure  que  la  quantité  — a — p est 
elle-même  une  racine  de  la  proposée. 

Ainsi,  l’identité  x’  -4 - px  — 7 = (x  — a)  (x  -4-  a 4-  p)  démontre 
la  propriété  du  n"  97. 

Voici  maintenant  les  conséquences  : 

On  vient  de  voir  que,  si  a est  racine  de  l’équation  x^+px — 7=0, 
__ — a — p est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 

Or,  t°.  si  l’on  ajoute  les  deux  quantités  n,  — a — p,  il  vient 
pour  résultat  — p. 

2°.  La  relation  a7  4-  pa  — 7 = 0 revient  à celle-ci, 

m 1 

a(—a—p)  = — q. 

l)’où  l’on  voit  que,  dans  toute  équation  du  second  degré , 
ramenée  à la  forme  x3  4-  px  — 7 = 0,  le  coefficient  p du  second 
terme,  pris  en  signe  contraire , est  égal  à la  somme  algébrique 
des  racines  ; et  le  dernier  terme  — q est  égal  au  produit  de  ces 
memes  racines. 

C’est , au  reste,  ce  qu’on  peut  vérifier  directement  sur  les  valeurs 
obtenues  dans  le  n°  95  : 
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F,n  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à membre,  on  trouve 
x ' -+•  x"  — — p ; 

et,  en  les  multipliant, 


N.  fi.  — Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ees  pro- 
priétés supposent  que  l’équation  soit  ramenée  à la  forme 
x 7 -t-  pr  — q — o;  c’est-à-dire,  i"  qu'on  ait  d'abord  divisé  toute 
l’équation  par  le  coefficient  de  x'\  2°  que  tous  les  termes  soient 
transposés  et  ordonnes  dans  le  premier  membre. 


Discussion . 


99  Reprenons  l’équation  générale  x'  4-  px  = //,  qui, 


résolue,  donne 


étant 


Pour  que  celte  expression , qui  renferme  un  radical , puisse  être 
évaluée,  soit  exactement , soit  par  approximation , il  faut  (n"  O.'î  ; 


que  la  quantité  soumise  au  signe  radical,  c’est-à-dire  q -t-  ~ »soit 


positive.  Or,  -f  étant  nécessairement  positif,  quel  que  soit  le  signe 

4 

de  p,  il  s’ensuit  que  le  signe  de  la  quantité  q -+-  dépend  princi- 
palement de  celui  de  q,  ou  de  la  quantité  toute  connue. 

Cela  posé  , soit  d’abord  q positif  ; 

auquel  cas  l’équation  est  de  la  forme  x2  dz  px  = -t-  q (les  signes 
des  coefficients  sont  mis  ici  en  évidence); 


on  en  déduit 


Or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  .r  seront  toujours  réelles 

, , . . . . />' 
et  pourront  être  déterminées,  soit  exactement  si  q -4-  — est  un 
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carré  parfait , soit  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on 
voudra. 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive  et 
répondra  directement  à l’équation  [ou  au  problème];  car  le 

radical  y/ q + y-  étant  numériquement  plus  grand  que-^’ 


l’expression  : 


.P 

' 2 


est  nécessairement  de  même 


signe 


que  le  radical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison,  essentiellement  né- 
gative, puisqu’elle  doit  avoir  le  môme  signe  que  celui  dont  le 
radical  est  affecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe, 
cette  valeur  répond,  non  plus  à l’équation  telle  qu’elle  a été  établie, 
mais  à cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x par  — x , 

c’est-à-dire  à x-zfzpx  = q. 

En  effet , celle-ci  donne  x — ±J^±  y q -h 

valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

11  est  d’ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entre 
elles  deux  questions  dont  les  énoncés  diffèrent  néanmoins  par  le 
sens  de  certaines  conditions.  ( Voyez  les  deux  premiers  problèmes 
du  n”  06.  ) 

Soit  actuellement  q négatif; 
auquel  cas  l’équation  est  de  la  forme  x:  ± px  = — q , 

p , / p‘ 

et  donne  i = -je  — '/• 

Pour  que  l’extraction  de  la  racine  puisse  s’effectuer,  il  faut  que 

. pi 

l’on  ait  '/  r1, 

4 

Cette  condition  étant  satisfaite,  les  deux  valeur^  sont  réelles. 
Comme  d’ailleurs,  \J  'j  —q  est  numériquement  plus  petit  que 
d/g.  B.,  io'  éd.  1 1 
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il  s’ensuit  que  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives  si  //  est 
positif  dans  l'équation,  c’est-à-dire  si  cette  équation  est  de  la 
forme  x' px  — — 7. 

Et  elles  sont  toutes  deux  positives  si  p est  négatif,  c’est-à-dire  si 
l’équation  est  de  la  forme  x'  — px  = — q. 

Les  propriétés  du  n"  08  conduisent  au  même  résultat.  En 
effet,  soient  a et  b les  deux  racines  de  l'équation  du  second  degré 

x 1 -+-  px  = 7 ; 

on  a entre  ces  racines  et  les  coefficients  les  relations 


n ■+■  b — — p,  ab,x=  — q. 

Cela  posé,  si  7 est  positif  dans  le  second  membre,  et,  par  ioti- 
séquent,  négatif  dans  le  premier,  il  s'ensuit  que  les  deux  racines 
sont  de  signes  contraires,  puisque  leur  produit  est  négatif.  D’ail- 
leurs, leur  somme  algébrique  est  négative  ou  positive,-  suivant 
que  p est  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que,  des  deux 
racines,  la  plus  grande  numériquement  est  de  signe  contraire  au 
coefficient  p. 

Si,  au  contraire,  7 est  négatif  dans  le  second  membre,  et,  par 
conséquent , positif  dans  le  premier,  comme  le  produit  des 
deux  racines  est  alors  positif,  il  faut  nécessairement  qu’elles  soient 
de  même  signe,  savoir  : toutes  les  deux  négatives  quand  p est 
positif,  et  toutes  les  deux  positives  quand  p est  négatif. 

100.  Le  cas  où  les  deux  racines  sont  positives  mérite  une  atten- 
tion particulière. 

L'équation  étant  alors  de  la  forme  x-  — px  = — 7, 

devient,  par  un  simple  changement  de  signe, 

px  — x2  = q,  OU  x(p—  <c)  = q, 

et  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce  pro- 
blème : 

Partager  un  nombre  donné  p en  deux  parties  dont  te  produit 
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soit  égal  à un  autre  nombre  donné  q (p  et  q sont  supposés  ici  des 
nombres  absolus). 

En  effet,  x désignant  l'une  des  parties , p — x est  l’expression 
de  l’autre  partie,  et  x(p  — x)  l’expression  de  leur  produit,  qui, 
par  hypothèse,  doit  être  égal  à q. 

■ Cela  posé , comme  l’équation  est  toujours  la  même , soit  que 
l’on  désigne  par  x la  plus  grande  partie,  soit  que  x représente  la 
plus  petite,  il  s’ensuit  qu’elle  ne  doit  pas  donner  l’une  des  parties 
plutôt  que  l’autre;  elle  doit  donc  les  donner  toutes  deux  à la 
fois.  Ceci  explique  pourquoi  l'équation  admet  deux  solutions  di- 
rectes. 

Toutefois,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles,  c’est- 
à-dire  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l’on  ait 

Et,  en  effet,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées , on 
peut  toujours  désigner  leur  différence  par  <7 ; et  connue  leur  somme 
est  p,  on  aura  ( n"  4)  pour  les  expressions  de  ces  deux  parties. 


P 

2 


d 

a 


p d 

et  ‘ 


Effectuant  le  produit  de  ces  expressions,  on  trouve  (n"  iî ) 

/d  </’ 

4 4’ 

quantité  essentiellement  moindre  que  ■>  à moins  que  l’on  ne  sup- 
pose d 5=  o;  auquel  cas  les  deux  parties  sont  égaies,  et  leur  pro- 

. p1 

(luit  est^-’  Il  est  donc  absurde  d’exiger  que  le  produit,  qu’on 
avait  d’ailleurs  représenté  par  q,  soit  plus  grand  (pie 

4 

De  là  résulte  cette  conséquence  : 

Le  plus  grand  produit  qu'on  puisse  obtenir  en  décomposant  un 

i i . 


*■ 
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nombre  absolu  en  (leur parties,  et  multipliant  ers  deux  parties  entre 
clics,  est  le  carré  rie  ta  moitié  du  nombre. 

Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  à partager 


56  = 36 

20, 

et 

36 

x 

20  ~ 

720; 

56  = 3i 

4- 

25, 

et 

3i 

X 

9.5  = 

775; 

56  =:  29 

4- 

*7» 

et 

a9 

X 

27  = 

?83; 

56  = 28 

4- 

28, 

et 

28 

X 

28  = 

784. 

On  voit  ici  que,  plus  la  différence  des  deux  parties  est  petite, 
plus  leur  produit  est  grand;  et  ce  produit  atteint  son  maximum 
quand  les  deux  parties  sont  égales. 


Examen  de  quelques  cas  particuliers. 


10t.  i”.  Si , lorsque  q est  négatif,  c’est-à-dire  lorsque  l’équation 
est  de  la  forme  x’  -+-  px  = — q (p  étant  de  signe  quelconque),  on 

JJ2  j p1 

suppose  q égal  à ^ , le  radical  y/  ^ — q des  deux  valeurs  de  x 

devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent  l’une  et  l'autre  à x — — -• 

On  dit  alors  que  les  deux  racines  sont  égales. 

En  effet,  si  l’on  remonte  à l’équation,  et  qu’on  y remplace  y 

par  V)  file  devient  r!-f//,r=  — d’où  l’on  tire 

4 4 


Dans  ce  cas  , le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  < 
égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  l’équation  sont 
égales,  puisque  alors  les  deux  facteurs  égales  à zéro  donnent  la 
même  valeur  pour  x. 

20.  Si,  dans  l’équation  générale  x5  -+-  px  = q,  on  suppose  <7  = o, 
les  deux  valeurs  de  x se  réduisent  à 


PE  .P  P 

x — — — (-  - , ou  x — o,  et  a x z=. — — , ou  x = — i>. 

22  2 2 * 


Et,  en  effet,  l'équation  est  alors  de  la  forme  x-  -+-  px  — o , ou 
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x (,r  -f-  y'  ) = o , équation  que  i’on  peut  vérifier,  soit  en  posant  » 
x = o , soit  en  posant  x + p — o,  d’où  x — — p. 

3°.  Si,  dans  i’équation  générale  x'-ypx  — q , on  suppose p — o,  , * 

il  en  résulte  x1 1 = q , d’où  x = ±y^7i 

c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  x sont  égales 
et  de  signes  contraires , réelles  si  q est  positif,  et  imaginaires  si 
q est  négatif. 

L’équation  rentre  dans  la  classe  des  équations  à deux  termes 
(n°  93). 

4°.  Supposons  à la  fois  p — o , q — o ; 

l’équation  devient  x-  = o,  et  donne  pourx  deux  valeurs  nulles. 


102.  Il  nous  reste  à examiner  un  cas  singulier  qui  se  ren- 
contre souvent  dans  les  applications , particulièrement  dans  la 
Géométrie  analytique. 

Pour  cela  , il  faut  reprendre  l’équation  nx!  -f-  bx  — c. 


Cette  équation  résolue  donne  x 


— b ± sJ  b 1 -+-  4 * te 
i a 


Supposons  maintenant  que,  d’après  une  hypothèse  particulière 
faite  sur  les  données  de  la  question  , on  ait  a = o ; 


l’expression  de  x devient  x: 


■ b -+•  h 


ÿ*  d’où 


La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  l 'infini , et  peut 
être  regardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question  pro- 
posée peut  admettre  des  solutions  de  cette  sorte  (n°  72). 

Quant  à la  première  —,  il  faut  tâcher  de  l’interpréter. 

D’abord,  si  l’on  remonte  à l’équation,  on  voit  que  l’hypothèse 

Ç 

o = o la  réduit  à bx  = c ; d’où  x — - ^ expression  finie  et  déter- 
‘ minée  qui  doit  être,  dans  le  cas  actuel  , regardée  comme  repré- 
sentant la  vraie  valeur  de  "•  , 


Digitized  by  Google 


niM  ussio.n  ofsÉr.Air 


Or  rctle  valeur  -j  peut  être  déduite  de  l’expression 
— b ■+•  \'b'  ■+■  4 ne 


.iu  moyen  d’une  transformation  convenable.  A cet  effet , multiplions 
les  deux  termes  de  cette  expression  par  — b — ^ />’  -+-  4 ne  ; elle 
devient 


b 1 — {b'  -+-  \nc)  — 4 tt< 

2 rt( — b — \b'--\~  \ ne)  2 r/ ( — b — ^b'  + qae) 


ou,  supprimant  le  facteur  2 « commun  aux  deux  termes  , 


_ b — yV  — 4 ne 

Maintenant  l’hypothèse  n = o,  introduite  dans  cette  dernière 

— 5 c c 

expression,  la  réduit  à ; , ou  r,  résultat  trouvé  ci-dessus. 

— 2 0 b 

| Cette  transformation  a eu  pour  objet  de  faire  ressortir  dans 
les  deux  termes  le  facteur  a,  dont  la  présence  avait  réduit  l’ex- 
pression à la  forme  -•  J 

Soit  supposé  à la  fois  a — o,  b — o.  Les  deux  valeurs  de  x 

prennent  l’une  et  l’autre  la  forme  -■ 
r * » o 

Or,  si  l’on  remonte  à l’équation  elle-même,  on  reconnaît  qu’elle 

se  réduit  à c = o,  et  qu’elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune 

valeur  finie  de  x , tant  que  c n’est  pas  nul. 

Mais  je  dis  que,  dans  ce  ras,  les  deux  valeurs  de  x sont  infinies. 


En  effet , la  première , x ■ 


b -+-  ^ è’  4 at 


se  réduisant  d’abord  à ~ , par  l’hypothèse  a — o, 

c 

devient  - lorsqu'on  y joint  l’hypothèse  fco. 


Digitized  by  Google 


DK  L EQUATION  1111  SECOND  DEGRE.  '*  IO7 

x — b — J b2  -h  4 ac  ' 

Quant  a la  seconde,  = 1 1 — 5 

2 « 

% *\  . * 

en  faisant  subir  à cette  expression  la  même  transformation  qu’à 

la 'première,  c’est-à-dire  en  multipliant  les  deux  termes  par 

— b y/ b- -f-  4 fie , et  supprimant  ensuite  le  facteur  2 fl  commun 

■» 

aux  deux  termes,  on  la  change  en  celle-ci: 

— 2 c 

0 f — b -+-  <Jb‘  ■+■  4 "c 

. - . , . 2 C 

expressiou  qui  se  réduit  aussi  à par  la  double  hypothèse 

a — o,  b = o. 

Knfinr  lorsqu’on  suppose  en  même  temps « = o,  b~  o,  c = o, 
les  deux  valeurs  de  x se  présentent  sous  la  forme-,  sans  qu’au- 
cune transformation  puisse  conduire  à des  valeurs  déterminées 
de  x.  En  effet,  l’équation,  se  réduisant  alors  à o=ro,  est  tout 
à fait  indéterminée. 

C’est  le  seul  cas  d’indétermination  que  présente  l'équation  du 
second  degré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen 
d’une  analyse  beaucoup  plus  simple,  qui  aura  d’ailleurs  l’avan- 
tage de  s’appliquer  par  la  suite  à des  équations  d’un  degré  quel- 
conque. 

Reprenons  l’équation  ru1  -f-  bx  — c, 

1 

et  posons  x — - ; 


il  en  résulte 


- — | — = c,  ou  bien  , cy 1 — by  ■ — n r—  o 

>•’  Y 


(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant).- 

Cela  posé,  soit  d’abord  « = o ; cette  dernière  équation  devient 

cy’  — />/  = <>, 

et  donne  deux  valetus,  y — o , _r  — -• 
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Substituant  ces  valeurs  dans  lu  relation  x 


, on  en  déduit 


Si  , outre  l'hypothèse  a = o , on  a encore  b = o , 

la  valeur  x — - devient  elle-même  — 
b o 

Et , en  effet , l'équation  cy 1 — by  — a = o se  réduit , dans  cettd* 
double  hypothèse,  à ey7x=  o,  équation  dont  les  deux  racines  sont 
égalés  à o.  Ainsi , les  valeurs  de  x correspondantes  sont  toutes  les 
«leux  infinies. 

Quant  au  cas  où  l’on  a en  meme  temps  <1  = 0,  bz=o,  c — o, 
l’équation  cy 7 — by  — n=o  se  réduit  à o=:o,  comme  l’équa- 
tion «7X1  H-  bx  = c,  et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  y , d’où  , 
il  résulte  une  infinité  de  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  celte  dis- 
cussion générale  à divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à toutes 
les  circonstances  qu’on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du 
second  degré. 

PROBLÈME.  DKS  LUMIÈRES. 

1 1 1 , 

c"  a en  c'. 

105.  Cinquième  problème.  — Trouver  sur  la  ligne  r/ui  joint 
deux  lumières  A et  B d’intensités  différentes , te  / joint  où  elles 
éclairent  également. 

(On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique,  que  \ 

Les  intensités  relatives  d'une  même  lumière  h deux  distances  I 
différentes  sont  en  raison  inverse  des  carrés  de  ccs  distances.  / 

Solution.  — Nommons  a la  distance  AB  des  deux  lumières,  b l’in- 
tensité de  la  lumière  A à l’unité  de  distance  , r l’intensité  de  la 
lumière  B à la  même  distance. 
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Soit  d’ailleurs  C le  point  cherché;  et  faisons  AC  = x,  d’où 
BC  = a — x. 

Puisqu'on  vertu  du  principe  de  Physique  , l’intensité  de  A à la 
distance  i étant  b,  son  intensité  relative  aux  distances  2,  3, 4>--- 

est  ^ > - > -~~z  ? • • • > il  s’ensuit  qu’à  la  distance  x , elle  doit  être  expri- 
4 9 ib 

niée  par  — • On ''a  de  même,  pour  l’intensité'  relative  de  B à la 

c 

distance  a — x,  — — or>  t'’aPr<-‘s  l’énoncé,  ces  deux  inten- 
sités doivent  être  égales.  Ainsi,  l’on  a l’équation 


x 1 (a  — x )3' 

d’où  l’on  tire,  en  développant  et  réduisant, 

[b  — c)x-  — 2 nbx  — — a1  b. 

_ a ab’àzyja7  b2  — a1  blb  -r-  c) 

Donc  x — î - - , 

b — c 


ou , réduisant , 


a ( b ± \j  bc  ) 


expression  qui  se  simplifie  encore  si  l’on  observe, 

1".  Que  b zh \Jbc  peut  se  mettre  sous  la  forme 

\/b . pé ± y/é . \fc , ou  \fb.  (^bdz 

R 

2".  Que  b — c==,(^6)’  — (y^c)3=  ( y/ï  4-  sjc)  {<Jb — ^c)- 

Ainsi,  en  considérant  d’abord  le  signe  supérieur  de  l’expres- 
sion ci-dessus,  on  a 

« - * 

a y/  b .(^  b -+-  y/ c)  a^b 

(^b  + y'c)  (\fb— ^c)  \jZ  — \lc 
On  obtient  de  même  pour  la  seconde  valeur,  „•> 

* a\[b^b — yjc')  a \Jb 

— y/c)  \]b-hyjc 
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Au  reste,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s'obtenir  immédia- 
tement d'apres  l'équation  proposée.  En  efTet , l'équation 


revient  a 


(a  — x)1 \ 


x’  (a  — x)]  x’  li 

Or,  si  l’on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres , il  vient 
n—x  _ . fe  _±V/t 

x - ~V  b~  V6  ' 

d'où,  en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

a^b 


à \b  — x \ b — ± x yV  ; donc  x ~ 


\[b±L>[e 


N.  B.  — On  a d’abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
compliquée , parce  que  l’équation  a etc  résolue  par  la  méthode 
générale,  qui  est  moins  simple  que  la  précédente. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 


a \'b 


a \c 


\jb  -4-  y c 
a \fl> 

■ TT) 

V b — \'r 


d’où  l'on  tire 


\b  ■+■  \ri 


-a  yr 


y//)  — y/c 


■ Suit'rl'nbnnl  b^>e. 

i , . n \ b . . 

La  première  valeur  de.r,— ^ » est  positive  et  plus  petite 

d b . , . 

que  n;  car  — — r est  une  fraction.  Ainsi  cette  valeur  donne,  pour 

y/é  -+- 

le  point  également  éclaire , un  point  C situé  entre  les  points  A et  B. 
On  voit,  en  outre,  que  ce  point  est  plus  voisin  de  B que  de  A;  car, 
à cause  de  b~^>c,  on  a 


\b  -+-  yé , ou  2 \ h y b -f-  y V , d’n 


Si  b 


r> 


y/i  + y'r  * 
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a y 'b  ^ a 


— - • Cela  doit  être  en  effet , puis- 


* \fb,  -h  <Jc  2 
qu’on  suppose  l’intensité  de  A plus  forte  que  celle  de  B. 


La  valeur  de  « — x correspondante, 


a \c 


-•>  est  positive  et 


plus  petite  que  - j comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 


La  seconde  valeur  de  x., 


as/b 


jli  est  encore  positive,  mais 


— \f 
Jb 

plus  grande  que  a ; car  on  a — — — : r>«- 

~^\b  — \fc 

Cette  seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C'  situé  sur 
le  prolongement  de  AB , et  à droite  des  deux  lumières. 

On  conçoit , en  effet , que  les  deux  lumières  se  répandant  en  tous 
sens,  il  doit  y avoir  sur  le  prolongement  de  AB  un  autre  point 
également  éclairé  ; et  ce  point  doit  être  plus  voisin  de  la  lumière  B, 
dont  l’intensité  est  la  moins  forte. 

On  peut  reconnaître  a posteriori  pourquoi  ces  deux  valeurs  sont 
liées  par  la  même  équation.  Si,  au  lieu  de  prendre  AC  pour  l’in- 
connue x , on  prend  AC',  il  en  résulte  BC'  = x — «; 

b * c 

ainsi , l’on  a l’équation  — = — -tj  • 

Or,  comme  (x--  a)'  est  identique  avec  (a  — x )’,  la  nouvelle  équa- 
* tion  est  la  même  que  l’équation  déjà  établie , qui , par  conséquent , 
ne  doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC'. 


■ a \Jt 


La  seconde  valeur  de  a — x, 

t y b — yc 


-i  est  négative,  ce  qui 


doit  être,  puisque  l’on  a x a ; mais,  en  changeant  les  signes 

— a fc 


de  l'équation  a — x = 


on  trouve 


ç/ô  — *Jc 
a \Jc 
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et  cette  valeur  de  x — a représente  la  valeur  absolue  de  BC'. 

Soit  b c. 

, as  b 

La  première  valeur  de  x,  — -1  est  toujours  positive, 

\ b -+-  Vc 

mais  plus  petite  que  -,  puisque  l’on  a 


\Jb  -+-  V e > V*  + sjb  > 2 \jb- 


La  valeur  de  a — x correspondante,  ou 


/ * 

a yc 

V J>  H-  V c 


* 


el  plus  grande  que  ^ ■ 

Ainsi,  dans  l’hypothèse  que  l’on  considère,  le  point  C,  situe 
entre  les  points  A et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A que  de  B. 


, , a y b — r.  V '' 

La  seconde  valeur  de  x,  __  , ou  — r — > est  essen- 

— y c V c — 

tiellement  négative. 

Pour  l’interpréter,  changeons  x en  — x dans  l’équation  ; elle 


devient 


* c 

x 1 . a -4-  x ) 1 


Or,  a — x exprimant  d’abord  la  distance  de  B au  point  cherché  , * 
«-4-x  doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance;  ce  qui 
exige  que  le  point  cherché  soit  à gauche  de  A , en  C"  par  exemple. 

Kt , en  effet , puisque  l’intensité  de  la  lumière  B est , par  hypothèse , 
plus  forte  que  celle  de  A , le  second  point  cherché  doit  être  plus 
voisin  de  A que  de  B. 


La  valeur  de  a — x correspondante, 


— a \ c 
\/J>  — \!c 


ou 


a \Jc 

sfc  — \ h 


est  positive;  et  cela  tient  à ce  que,  x étant  négatif,  « — x exprime 
réellement  une  somme  arithmétique. 
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Les  deux  premières  valeurs  de  xet  de  a ■ — a-  se  réduisent  à 

ce  <jui  donne  lé  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également 
éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à l’hypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à " ^ > ou  deviennent  in- 
et 

/5We.f /c'est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est  situé  à 
une  distance  des  points  A et  B plus  grande  qu’aucune  quantité 
assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à l’hypothèse  présente; 
car,  si  l’on  suppose  que  la  différence  b — c,  sans  être  tout  à fait 
nulle ,^soit  extrêmement  petite,  le  second  point  également  éclairé 
existe,  mais  à une  distance  très-grande  des  deux  lumières:  c’est 

ce  qu’indique  l’expression  ■ _ ^ i dont  le  dénominateur  est  ex- 
\jb  — ye 

trêmement  petit  par  rapport  au  numérateur;  et  lorsqu’on  suppose 
enfin  b = c,  ou  \jb  — \jc  = o,  le  point  cherché  ne  peut  plus 
# exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à une  distance  infinie. 

Observons,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  b — c , si  l’on  con- 
sidérait les  valeurs  non  simplifiées, 

• 

a (b  -f-  \Jbc)  * a [b  — \!bc) 

JT  — , Ct  «C  - — 1 y 

b — c 0 — c 


. • i , a V*  . 2 nb 

la  première,  qui  correspond  a x — ~= pi  deviendrait  , 

y b — y c _ o 

et  la  seconde,  qui  correspond  à x — ——  ^ — - •>  deviendrait  -■ 
1 + ° 

Mais  on  n’obtient  la  forme  - qu’à  cause  de  l’existence  d’un  facteur 
o 


commun,  \ib — \/c,  entre  les  deux  termes  de  la  valeur  dex.  [Voyez 
ce  qui  àj  été  dit  nos  73  et  102.)  * 

Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le 
facteur  commun  \fb  •+•  yV  ; mais,  en  le  supprimant,  on  trouve 
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n\b  ...  . a \ b 

x — > expression  nui  se  réduit  encore  a dans  I liv- 

V'6  - \lc  o 

pothcse  de  b — t . 

Soient  b = c et  a = O. 

Le  premier  système  des  valeurs  de  a-  et  de  o — -x  se  réduit  à o , 

et  le  second  système  à -• 
o 

Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  de  Y indétermination  car 
si  l’on  remonte  à l’équation  du  problème  • 

(b  — a abx  = — a'  b , 

elle  se  réduit , dans  l'hypothèse  actuelle,  à 

o.x ■ — o.  x — o, 

équation  qui  peut  être  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis 
pour  x.  Et,  en  effet,  puisque  les  deux  lumières  ont  la  même  in- 
tensité et  sont  placées  au  même  point,  elles  doivent  éclairer  égale- 
ment chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o que  donne  le  premier  système  est  une  de  ces 
solutions,  en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 

Soit , enfin , a = o,  b étant  différent  de  c. 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à o ; ce  qui  prouve  qu’il  n'y 
a,  dans  ce  cas,  qu’un  seul  point  également  éclairé:  r ‘est  celui  où 
les  deux  lumières  sont  placées. 

L’équation  se  réduit  alors  à 

( b — c ) x’  =r  o , 

et  donne  les  deux  valeurs  égales , x = o,  x — o. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  préci- 
sion avec  laquelle  l’Algèbre  répond  à toutes  les  circonstances  de 
l'énoncé  d’un  problème. 

104.  Sixième  prorlème.  — Trouver  deux  nombres  tels , nue  la 
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différente  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a et  b soit 
égale  à un  nombre  donné  s , et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit 
égale  à un  antre  nombre  donné  q. 

Solution.  — Soient  .r  et  y les  nombres  cherchés;  on  a les  deux 


équations 


ax  — by  =-î  , 1 
.r’  — r3  = q.  f 


De  la  première  on  tire  x . 


, valeur  qui,  substituée  dans 


la  seconde,  donne 

‘d‘  — b')  y*  — 2 bsy  — — a:q  ; 



bs^ctyjs7 — q{a‘ — 6M 

donc  y = — , „ '• 

a- — oJ 

Reportant  cette  valeur  dans  l’expression  de  ,v  en  _r,  on  trouve 


, lis  zt  a és'  — a ta1  — b1  ) 

b P -+-  ,v 

<75  — b * 


as  zh  b \s’1  — q ( a - — b’  ) 
a‘  — b- 


(II  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  ces  valeurs  de  y et  de  x, 
les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent,  ainsi  que  les  signes 
inférieurs.  ) 

Discussion.  — Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivie, 
que  a , b,  q,s  soient  des  nombres  absolus  : s’il  en  était  autrement , 
certains  termes  des  valeurs  de  .r  et  de  y changeraient  de  signe,  et 
il  faudrait  opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a b , d'où  a’  — b3 positif. 

D’abord , pour  que  les  deux  valeurs  de  x et  de  y soient  réelles, 
il  faut  que  l’on  ait 

7 («’  — b'  ) < d’ofc  9 < ~rzrbr 
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1^6 

> ^ , ... 
Supposons  celte  dernière  condition  remplie-,  et  ueierirtinons  les 

signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 


Lf  pu  k m 1 fh  système  est 


H 


as -t- b fs2  — 7 [a2  — b') 
a*  — b 2 ’ 

bs  -f-  a yV  — (/(a'  — b2) 
a2  — b 2 


Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives, 
et  forment,  par  conséquent , une  solution  directe  du  problème,  tel 
qu’il  a été  établi. 

as  — b dt,—q  (a2  — i’j 

1 x = , ■> 

j n1 — b’1  % 

Le  sk.com>  système  est  < 

j bs  — a v’.r  — 7 (a1  — b2)  ~ 

\ } ~ a1  — fi  ‘ 

La  valeur  de  x est  essentiellement  positive;  car  de  n~f>lr on 

tire  as~^>  bs,  et  à fortiori , as  b \j s2 — 7(0’ — 6’) , 

puisque  le  radical  est  plus  petit  que  s. 

Quant  à celle  de  r,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu’elle  soit  positive,  il  faut  que  l’on  ait 

bs  a y'r1  — 7 [a'1  — b2), 

d’où,  en  élevant  au  carré,  b2s2  f>a2s2 — a2q(a2 — b2).  • 
Ajoutons  a2q[a2 — b2)  aux  deux  membres,  et  retranchons-en 

il  vient  a2q(a 2 — b2)f>s2(a2 — b2), 

*s  • 

* gt 

d’où,  en  divisant  par  a1  {a2 — b2),  7~>  — 

ri 7 


Ainsi , pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution  réelle 


et  directe , il  faut  que  l’on  ait  en  meme  temps  7 <C -7 


a 2 — b'- 


et  7 ~ , c’est-à-dire  que  7 soit  compris  entre  les  deux  nom- 


bres — et 
a2 


■ b2 
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[Observons,  en  passant,  que  la  condition  q^>  — pouvait  être 

obtenue  plus  facilement  au  moyen  de  l’équation  en  y . 

Cette  équation  étant  (a7 — b7)  y7 — 2 bsy  — s7  — téq,  on 
voit  que , dans  l’hypothèse  de  a ]>  b , elle  est  de  la  forme 

• 1 .v5  s 

x7  — px  = — q , si  l’on  a n7q  s1 , ou  q ]>•  et  I on  sait 

( n°  100  ) qu’alors  les  deux  racines  sont  à la  fois  positives.] 

% s* 

Si  l'on  avait,  au  contraire,  q <C  — , auquel  cas  on  aurait,  à plus 
# a 
s7 

forte  raison  , q ^ , la  valeur  de  y du  second  système  serait 

négative  ; et  ce  système  (abstraction  faite  du  signe  de/)  ne  serait 
plus  une  solution  de  l’énoncé  tel  qu’il  a été  établi , mais  bien  de 

...  , . ( ax  -h  by  = s | 

celui  dont  les  équations  seraient  < . > 1 

1 I x7-y7=q) 

et  qui  ne  différerait  du  précédent  qu’en  ce  que  s exprimerait  une 
somme  au  lieu  d 'une  différence. 

Ainsi , dans  le  cas  de  a b , le  problème  admet  deux  solutions 
réelles  et  directes  toutes  les  fois  que  l’on  a 

et  elle  n’en  admet  qu 'une  seule  si  l'on  a q <C.  —/ 

En  prenant  pour  a,  b,  s,  des  nombres  absolus  quelconques, 
pourvu  toutefois  que  a soit  b , et  choisissant  ensuite  pour  q un 

s7  S1 

nombre  compris  entre  les  deux  limites  — et  r , on  sera 

1 a 7 a7  — b7' 

certain  d’obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient,  par  exemple  , n=6,  b z=  4,  ,v=i5, 

«l’ofi  l’on  déduit 

S7  225  . 1 S7  2.2.5  I 

a7  36  4 a‘  — é’  20  1 4 

Alg  B.,  10 * éd,  12 
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On  pourra  supposer  7 = 10,  par  exemple , et  il  viendra 


6xi5±4v2:i5 — 20X10  90  ±20  m 7 

20  20  2 2 ’ 


4 X 1 5 ± 6 v/27.5  — 20  x 1 o 60  ± 3o 

20  20 


Les  solutions 


forment  évidemment  deux  solutions  directes  des  équations 

i 6x — 4/=  «5  ) 
j x’—  y'  = 10  )' 


Mais  si  l’on  supposait  a = 6,  b = ^,  s =i5,  7 = 5,  il  serait 
facile  de  reconnaître  que,  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 


Cas  particuliers  qui  si:  rapportent  à l'hypothèse  dt±  a b. 

si 

Soit  q — — r,  d’où  a (a1 — b,)=s’. 

Les  deux  systèmes  tle  valeurs  de  x et  de  y se  réduisent  à 

as  bs  ...  . , , , 

x = j-,  y — — .-.  Ainsi,  dans  cette  livpothese,  il  n y a 

a ’ — b 3 a?  — t>3 

qu’une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 


Soit  encore  7=  — ; d’où  s7  — a,q  et  s — a\'q’, 

fl1 

i as  -f-  b ^ b1  q a1  -f-  b7  ■ 

. s . . ) a 7 — b7  a 7 — b ^ ^ 7 

le  premier  système  ilevicnt.  . . s 

/ _ bs  H-  a s[b:q 2 ab  ^ 

\ ~ — b 3 ~ d^b'-  ^ f/  ’ 

1 as  — bijb'q 

le  second | a'~ b'_  V/’ 

I bs  — a J b1  a 

!-r—  «>  — b'  =°‘ 


Digitized  by  Google 


DK  QUELQUES  PROBLEMES  DU  SECOND  DEGRÉ.  nn 

Et,  en  effet,  supposons  j'  = «V/  dans  l’équation  en  y ; il!e 
se  réduit  à [a7  — b') y*  — 2 bsy  — o ; d’où  l’on  déduit 

2 bs  ïab  r- 

Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans  x — ; 

a 

•1  - 1 s r a7 -y  b' 

il  en  résulte  x - = \ 7 , x — -7-  • s/o  ■ 

a a1  — b7 

Soit  maintenant  a <1  b ; d’où  a2  — bJ  négatif. 

Les  expressions  de  x et  de  y peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

_ — as  ip  b \]s7-yq  ( b 1 — a7) 

X ~ b7  — a7  ’ 


_ — bs  qz  a ^s7-yq  ( b7  — a 7) 

X ~ b7  — a7  ' 

Ces  valeurs  sont  toujours  réelles , puisque  la  quantité  sous  le 
radical  est'essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes , la  première  valeur  de  x est  essentiellement 
négative , et  il  en  est  de  même  de  la  première  valeur  de  y.  Ainsi 
ces  valeurs , abstraction  faite  de  leur  signe , répondent  non  aux 
équations  proposées , mais  aux  équations  by  — ax  = s,x 7 — y7  = 7, 
dans  la  première  desquelles  l’ordre  de  la  différence  entre  tes  pro- 
duits ax  et  by  est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x est  nécessairement  positive;  car  de 
bf>a  on  déduit  b y s7  -+-  7 (b-  — a7)f>  as,  puisque  le  radical  est 
numériquement  plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y n'est  pas  toujours  positive.  Pour 
qu’elle  le  soit,  il  faut  qu’on  ait  la  relation 

a \Js7 -yq  [b7 — a7)  bs , 

d’où,  en  élevant  au  carré,  a7  s7 -y  a7  q (b7  — a7)  f>b7s7, 

ou  , transposant  a7  s7 , a7q  (b7  — a7)  ( b7  — a7) s7, 

s* 

et  divisant  par  a7  ( b 7 — a-'),  7 — • 

12. 
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Kn  (iunnani  a a,  b,  >,  y,  «les  valeurs  particulières,  telles  que 

* 

A* 

l'on  ait  b a , et  y ]>  — , le  problème  sera  encore  susceptible 
d'une  solution  directe. 

Soit , enfin  , aa  = b;  d’où  a-  — b’  = 0. 

Le  premier  système  «le  valeurs  devient , dans  celle  hvpolhèse , 


et  le  second , 


o 

o 


O 


Mais  si  l’on  remonte  à l'equation  (n* — h7) y* — a bsy  — s'  — n’y, 

qui , lorsqu’on  fait  a—  b , se  réduit  à — ?.«»)•  = *’  — a’y, 

...  «’y — s5 

on  en  déduit y = — 


et  l’expression  de  x en  jr,  x = — , donne  .r  — - 


2 nr 

n’y  -t-.f’ 
2 nr 


^ün  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  imitant  l'un  des  pro- 
cédés suivis  n°  102,  c'est-à-dire  en  faisant  dans  l’équation  en  y, 
r — - , ou  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  o’ — b ’ 
dans  celle  des  expressions  de  j et  de  x,  qui  se  sont  réduites  à la 

forme  -•  | 

° / 

Pour  que  la  solution  x — 


a7 q y-s7  n’y  — s’ 

- » y = , soit  di- 


2 n.r 


rcete,  il  faut  qu’on  ait  y ]>  — • 


De.«  transformations  qu'on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

105.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  pré- 
cédents, nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  inégalités , sur 
lesquelles  ont  été  exécutées  des  transformations  analogues  à celles 
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qu’on  exécute  sur  les  égalités.  C’est,  en  effet,  ce  qu'on  est  souvent 
obligé  de  faire,  lorsqu’on  discutant  un  problème,  on  veut  éta- 
blir entre  les  données  les  relations  nécessaires  pour  que  le  pro- 
blème soit  susceptible  d’une  solution  directe  ou  du  moins  réelle, 
et  fixer,  à l’aide  de  ces  relations,  les  limites  entre  lesquelles  doi- 
vent se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines  données  pour 
que  l’énoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circonstance.  Or,  quoique  les 
principes  établis  pour  les  équations  soient,  en  général , applicables 
aux  inégalités,  il  y a néanmoins  quelques  exceptions  dont  il  est 
nécessaire  de  parler,  afin  de  mettre  les  commençants  en  garde 
contre  des  erreurs  qu’ils  pourraient  commettre  en  faisant  usage 
des  signes  d’inégalités.  Ces  exceptions  proviennent  de  l’introduc- 
tion des  expressions  négations  comme  quantité  s,  dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses 
transformations  qu’il  est  permis  de  faire  subir  aux  inégalités,  en 
ayant  soin  de  faire  ressortir  en  même  temps  les  transformations 
dont  l’emploi  doit  être  interdit. 

Transformation  par  addition  f.t  soustraction.  — On  peut, 
sans  aucune  exception , ajouter  aux  deux  membres  d’une  inégalité 
quelconque,  ou  en  retrancher  une  même  quantité;  l’inégalité  sub- 
siste toujours  dans  le  même  sens. 

Ainsi , soit  8]>3;  on  a encore  8-4-5  3-4-5,  et  8—5  >3 — 5. 

Soit  de  même  — 3 <^  — 2 ; on  a encore  — 3 -4-  6 — 2-4-6, 

et  — 3 — 6 — 2 — 6.  Cela  résulte  des  principes  établis  au 

n°  G5. 

La  transformation  précédente  sert , comme  dans  les  équations , à 
faire  passer  certains  termesd’un  membre  de  l’inégalité  dans  l’autre  : 

Soit , par  exemple , l’inégalité  a‘  -4-  b'  3 b1  — 2 a7; 

il  en  résulte  a7  -+-  2 a7  > 3 b7  — b 7 ou  3a7'j>v.b7. 

On  peut,  sans  exception , ajouter  membre  à membre  deux  ou 
plusieurs  inégalités  établies  dans  te  même  sens;  on  obtient  ainsi 
une  inégalité  de  meme  sens  que  les  proposées. 

Ainsi,  a~j>b,  e~jj>d,  ey>/,,,.  donnent  «-f-r  4- c'^>b-\-d+-f. 
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Mais  il  n 'en  est  / ms  toujours  de  meme  si  l’on  soustrait  membre 
à membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens. 

Soient  les  inégalités  4<C7  et  2<C3; 

on  a bien  4 — 2<C7  — 3 ou  2<^4- 

Mais  soient  les  inégalités  t)<[io,  et  6 <8; 

il  vient , par  la  soustraction  , 9 — 10  — 8 ou  3>a. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transformation; 
ou,  lorsqu’on  l’emploie,  s’assurer  s’il  y a inégalité  dans  le  résultat, 
et  de  quel  sens  est  celle-ci. 

Transformation  par  multiplication  f.t  division.  — On  peut 
multiplier  les  deux  membres  d’une  inégalité  par  un  nombre  positif 
ou  absolu  : il  y a inégalité  de  meme  sens  dans  les  résultats. 

Ainsi  de  a <^b,  on  tire  3«<^3£; 

et  de  — a — b,  on  déduit  — 3a<^3b. 

Ce  principe  sert  à faire  disparaître  les  dénominateurs. 

...  a1 — b'  c1  — d1 

Que  l’on  ait  l’inégalité  — > — : on  en  déduit,  en 

art  5 a 

multipliant  les  deux  membres  parGrti/, 

3d(o!  — — d’). 

Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu’on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une  iné- 
galité par  une  quantité  négative , on  obtient  une  inégalité  de  sens 
contraire. 

Soit,  par  exemple,  8>7;  en  multipliant  les  deux  membres 
par  — 3 , on  a , au  contraire , — 24  <C  — 21. 


De  même,  8 >7  donne  , 


ou 


3' 


Ainsi, 

inégalité 


lorsqu’on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une 
par  un  nombre  exprimé  algébriquement,  il  faut  s’as - 
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surer  si  1 e multiplicateur  ou  le  diviseur  ne  peut  devenir  négatif; 
car,  dans  ce  dernier  cas,  l’inégalité  serait  de  sens  contraire. 

Dans  le  problème  du  n°  104  , de  l’inégalité 

ali]  {a1  — b 3)  $3(a3 — i>3), 

on  a pu  déduire  q — » en  divisant  par  a3(«3  — 63),  parce  que 

l’on  avait  supposé  a^>  b,  ou  a 3 — 63  positif. 

Il  n’est  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres 
d’une  inégalité , il  moins  qu’on  établisse  l'inégalité  résultante  en 
sens  contraire;  cette  transformation  revient  évidemment  à multi- 
plier les  deux  membres  par  — i . 

Transformation  par  élévation  au  carré.  — On  peut  élever 
au  carré  les  deux  membres  d’une  inégalité  entre  des  nombres 
absolus,  et  l'inégalité  subsistera  dans  le  meme  sens. 

Ainsi,  de  5^>3  on  déduit  25  ]>  9. 

De  a + bf>c  on  tire  [a bsé  ~f>  c' . 

Mais  si  les  deux  membres  de  l’inégalité  sont  de  signes  quel- 
conques, on  ne  peut  pas  assurer  d’avance  dans  quel  sens  l’inégalité 
résultante  aura  lieu. 

Par  exemple,  — 2 3 donne  ( — 2)3  ou  4-  9 ï 

et  — 3>  — 5 donne,  au  contraire,  ( — 3)!  ou  9<C(  — 5)3  ou  25. 

On  doit  donc,  avant  d’élever  au  carré,  s’assurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus. 

Transformation  par  extraction  oe  racine  carrée.  — On 
peut  extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité 
entre  des  nombres  absolus;  et  l’inégalité  subsiste,  dans  le  meme 
sens,  entre  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées. 

Observons  d’abord  qu’on  ne  peut  proposer  d’extraire  la  racine 
carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité , i\\i  autant  qu’ils  sont 
essentiellement  positifs;  car  autrement  on  serait  conduit  à des 
expressions  imaginaires  qu’on  ne  pourrait  comparer. 

Mais  que  l’on  ait  9 25,  on  en  déduit  y 9 ou  3 <[  va5  ou  5. 


Digitized  by  Google 


I 84  ÉNONCÉS 

De  a'^b1  on  déduit  a > b,  si  a et  b expriment  des  nombres 
absolus. 

De  même,  l’inégalité  a1  f>  (c — b)1  donne 

af>c  — b , si  l’on  suppose  déjà  c plus  grand  que  b ; 
et  a~jp  b — c,  si,  au  contraire,  b est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d’une  inégalité  sont  com- 
posés de  termes  additifs  et  de  termes  soustractifs,  on  doit  avoir 
soin  d'écrire,  pour  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  un  poly- 
nôme dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles. 

100.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes: 

Septième  problème.  — Deux  marchands  vendent  chacun  d’une 
meme  étojfe,  h des  prix  différents  pie  second  vend  3 mètres  de  plus 
que  le  premier,  et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus  de  5 francs. 
Le  premier  dit  au  second  : /' aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus  ; 
l’autre  répond  : Et  moi  j’aurais  retiré  de  la  vôtre  1 2 écus  -j.  — 
Combien  de  mètres  ont-ils  vendu  chacun  ? 


Ier  marchand  .r  = t5, 
2e y = 1 8 , 


ou  bien. 


Huitième  problème.  — Un  négociant  doit  un  billet  de  6240  fr. 
payable  dans  8 mois,  et  un  autre  billet  de  ^632  fr.  payable  dans 
g mois.  Il  retire  ces  deux  billets,  et  remet  à leur  place  un  billet 
de  i4a56  fr.  payable  dans  un  an.  — On  demande,  le  taux  de 

l'intérêt. 

[On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ait  été  réduit  à sa 
véritable  valeur  ( voy.  Arithm.,  n°  228,  22e  édition)  à l’instant 
même  de  l’échange  des  billets;  car  il  est  bon  d’observer  que  la 
question  peut  être  traitée  de  diverses  manières,  et  donne  lieu  à des 
résultats  tout  à fait  différents,  suivant  les  époques  auxquelles  on 
ramène  les  valeurs  des  billets.] 

Neuvième  problème.  — Une  personne  possède  i3ooo  fr.,  qu'elle 
partage  en  deux  portions  placées  à intérêt , de  manière  qu’elle  en 
retire  des  reventes  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première  portion 
sur  le  même  pied  que  la  seconde,  elle  retirerait  pour  cette  partie 


^Rép.  10  fr.  33  c.  pour  - par  an. j 


f 
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36o  fr.  d'intêrét  ; et  si  elle  faisait  valoir  ht  seconde  port  ion  au 
meme  taux  que  ta  première , elle  retirerait  4qo  fr.  d’intérêt.  — On 
demande  les  deux  taux  d’intérêt.  ( Rép.  q et  G.) 

[L’équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simplement 
que  par  la  méthode  générale.] 

Dixième  problème.  — Trouver  deux  rectangles  dont  on  connaît 
la  somme  q des  surfaces,  la  somme  a des  bases,  et  dont  on  connaît 
les  surfaces  p et  p',  quand  a la  base  de  chacun  d’eux  on  donne  la 
hauteur  de  l’autre , c’est-à-dire  quand  on  alterne  les  hauteurs. 


i^K-ép.  Base  du  premier,  x 


a \ ?.  p +q±  y'  (f  — t\pp' 

2 (/>+// -4- 7) 


[Résoudre  et  discuter  ce  problème.] 

Onzième  problème.  — Partager  deux  nombres  a et  b , l’un  et 
l'autre  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d'une  partie  de 
a par  une  partie  de  b soit  égal  h un  nombre  donné  p,  et  que  le 
produit  des  parties  restantes  de  a et  b soit  aussi  égal  à un  nombre 
donné  p'.  — Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Douzième  problème.  — Trouver  un  nombre  tel,  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres  nom- 
bres donnés  a et  b,  dans  un  rapport  connu , p : q.  — Résoudre 
et  discuter  ce  problème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seu- 
lement parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des 
principes  sur  les  inégalités,  mais  encore  parce  que  les  formules 
auxquelles  on  parvient  renferment  implicitement  les  solutions 
d’une  foule  de  questions  analogues,  dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 


Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  — Propriétés  des 
trinômes  du  second  degré. 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu’on  rencontre 
surtout  dans  la  Géométrie  analytique , et  qu’il  est  souvent  pos- 
sible de  résoudre  à l’aide  des  théories  précédentes.  Ce  sont  ceux 
qui  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
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valeur  que  puisse  recevoir  le  résultat  du  certaines  opérations  arilh- 
métii/iirs  effectuées  sur  des  nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question:  — Partager  un  nombre 
donpc  2 a en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  pos- 
sible, ou  un  maximum . 

Désignons  par  x l’une  des  parties,  l’autre  sera  2 a — x,  et  leur 
produit,  x(2  a — x). 

Si  l’on  donne  à x différentes  valeurs,  ce  produit  passera  par 
différents  états  de  grandeur;  et  il  s’agit  d’assigner  à x la  valeur 
qui  doit  rendre  ce  produit  le  plus  grand  possible. 

Désignons  par  y ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  incon- 
nue pour  le  moment;  on  aura,  d’après  l’énoncé,  l’équation 

x (2  « — x)  — y . 

Regardant  y comme  connu  , et  tirant  de  cette  équation  la  valeur 
de  x,  on  trouve  x = a ± \a‘  — y . 

Or  ce  résidtat  fait  voir  que  x ne  peut  être  réel  qn’autant  que 
l’on  aura  y<^a7,  ou,  tout  au  plus,  y — a’ ; 

D’où  l'on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  qu’on  puisse 
donner  à y,  c’est-à-dire  au  produit  des  deux  parties,  est  a7. 

Mais  si  l’on  fait  y — a7,  il  en  résulte  x — a. 

Donc,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit,  il  faut  diviser  le 
nombre  donné  2 a en  deux  parties  égales;  et  le  maximum  qu'on 
obtient  ainsi  est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  ; 

Résultat  que  l’on  a déjà  trouve  par  un  autre  moyen  fn"  100). 

Solution  plus  simple. — Appelons  2x  la  différence  qui  existe 

entre  les  deux  pailles;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 

par  2 a , la  plus  grande  de  ces  parties  sera  ( 11"  4)  représentée  par 

2 a -4-  2 x , . . 

s ou  a x,  la  plus  petite  par  a — x. 

Et  l’on  aura  pour  l’équation , (a  x)  («  — x)  = y, 
ou,  effectuant  les  calculs, 

a7  — x7  ~y;  d’où  x = ± \ a7  — y. 

Pour  que  cette  valeur  de  x soit  réelle,  il  faut  que  y soit  tout 
au  plus  égal  à a';  tir,  en  faisant  y ~ a",  on  obtient  x — o. 


i 
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Ce  qui  prouve  que  les  deux  parties  doivent  être  égales. 

Ce  moyen  de  résolution  a l’avantage  île  conduire  à une  équation 
du  second  degré  à deux  termes. 

108.  N.  B.  — Dans  les  équations 

x(2  a — x)—y,  et  (rt-f-x)(a — x)—y, 

x est  dite  une  variable,  et  x(p.  a — x)  ou  (a  H-  x)  (a — x)  une 
certaine  fonction  de  la  variable. 

Cette  fonction,  représentée  par  y,  est  elle-même  une  autre 
variable , dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu’on  attribue  à la  pre- 
mière; et  c'est  pour  cela  que  les«unalystes  désignent  quelquefois 
celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante , tandis  que  la  se- 
conde, ou  y,  reçoit  des  valeurs  dépendantes  de  celles  qu’on 
attribue  à .r. 

En  résolvant,  par  rapport  à x,  les  deux  équations 

x(a a — x)=y,  et  (a  ■+■  x)  (a  — x)  —y, 

ce  qui  donne  x—  aih  sja'1 — y,  et  x = dby/rt3 — y, 

on  peut  regarder,  à son  tour,  y comme  une  variable  indépen- 
dante, et  x comme  une  certaine  fonction  de  cette  variable. 

109.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de 

Diviser  un  nombre  2 a en  deux  parties , telles  que  ta  somme 
des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 

Appelons  x3  l’une  des  parties;  a a — x‘  sera  l’autre  partie,  et  la 
somme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression, 

x y'  2 a — x3  : 

c’est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer  le  maximum 
Posons  x -t-  \/ 2 a — x3  —y. 

Pour  résoudre  celte  équation  , il  faut  chasser  le  radical.  On  a 
d’abord,  en  transposant  le  terme  x dans  le  second  membre , 

\2  a — x — y — x, 
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d’où  , élevant  au  carré. 

2 a — x'^y'- — y.xy  4-  x 

ou  , ordonnant  par  rapport  à x , 

2 x3 — ixy  ~ 2 a — y'. 

équation  d’où  l’on  tire  x = - + y/ 

/ v3  2 a — r3 

—, — 1 — » 

4 2 

ou,  simplifiant,  x=-  + -i 

2 2 

\!\a—y'. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles,  il  faut  que  y soit 
tout  au  plus  égal  à ^n  ; 

Donc  7.\Jn  est  la  plus  grande,  valeur  que  puisse  recevoir  y . 

Si  l’on  fait  y = 2 y « , il  en  résulte  x — y V/  ; 

D’où  l’on  déduit  x’ = n , et  la — x’—a. 

Ainsi , le  nom  lire  donné  2 a doit  cire  divisé  en  ilcu.r  parties  éga/ci 

pour  y ue  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un 
MAXIMUM. 

Ce  maximum  est  d’ailleurs  égal  à 2 y 'a. 

Soit,  par  exemple,  72  le  nombre  proposé  ; 

on  a 72  = 36 + 36;  d’où  y^36  -+-  y^36  — 1 2. 

C’est  le  maximum  de  valeur  qu’on  puisse  obtenir  pour  la  somme 
des  racines  carrées  des  deux  parties  de  72. 

Et,  en  effet,  décomposons  72  en  64  + 8;  on  a ^64  = 8, 
et  >/8  = 2 + une  fract.  ; d’où  y4)4  y 8 = 1 o 4-  une  fract. 

Soit  encore  72  = 49  + 23;  on  a y/4‘)  — 7> 

V^a3  = 4 + «ne  fract.;  donc,  + y ?3  = 11  + une  fract. 
Considérons,  pour  3'  exemple,  l'expression  1 , qu'il 

( m1 — lé)  x 1 

s’agit  de  rendre  un  minimum  [m  étant  supposé  > n). 
né  x7  + n’1 

Posons  = «l’où  m'x' — {né  — n')y.x  = — té -, 

on  en  déduit  x = ' -L-  + J „é  — «>)»  r3  — 4 né  ré . 

Or,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x,  correspondant  à une  valeur 
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Cette  valeur,  x — —■>  est  donc  celle  qui  rend  l’expression  pro- 

% i ■ i > 2mn 

posée  un  minimum,  lequel  est  real  a 

ni1  — n 1 

1 10.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche 
qu’il  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

J près  avoir  formé  l’expression  algébrique  de  la  quantité  sus- 
ceptible de.  devenir,  soit  un  maximum,  soit  un  minimum,  on  l’égale 
à une  lettre  quelconque  y.  Si  l'équation  que  l’on  obtient  ainsi  est 
du  second  degré  en  x [je  désignant  la  quantité  variable  qui  entre 
dans  l’expression  algébrique],  on  la  résout  par  rapport  à x ; puis 
on  égale  à zéro  ta  quantité  soumise  au  radical,  et  Von  tire  de  cette 
dernière  équation  une  valeur  tic  y qui  représente  alors  le  maximum 
ou  le  minimum  cherché.  Substituant  enfin  cette  valeur  de  y dans 
l'expression  de  x , on  obtient  la  valeur  de  x , propre  à satisfaire  à 
l’énoncé. 

N.  B.  — S’il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  posi- 
tive, quelle  que  fût  la  valeur  de  y,  on  en  conclurait  que  l'ex- 
pression proposée  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
sibles; en  d’autres  termes,  qu’elle  a,  en  nombres  absolus,  l’infini 
pour  maximum  et  o pour  minimum;  ou,  plus  généralement,  qu’elle 
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peut  passer  par  tous  les  elats,  depuis  \' infini  négatif  jusqu’à  Y in- 
fini positif. 

Soit , pour  nouvel  excm 

On  demande  si  cette  expression  est  susceptible  d’un  maximum 
ou  d’un  minimum. 


pie,  l’expression 


4 x‘  4-  4 x — 3 

6(2.1-  4-  1) 


Posons 


4 x1  4-  4-r  — 3 


6(2*+  1) 

Il  en  résulte  l'cquation  — 4(3/  — t)x  = 6/  4-  3, 


d’où  l’on  déduit 


± \ 'l'èr'-Y-  4 • 


Or,  quelque  valeur  qu’on  donne  à y , la  quantité  sous  le  radical 
sera  toujours  positive.  Ainsi,  y,  ou  l’expression  proposée,  peut 
passer  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  — 50  jusqu’à  4-  co  . 

Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  soumise  au  radical 
de  la  valeur  de  x ne  renfermait  que  deux  parties,  l’une  affectée 
de  j ou  rie  y\  l’autre  toute  connue;  et  il  a été  facile  d’obtenir  le 
maximum  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était  susceptible.  Mais 
il  peut  arriver  que  cette  quantité  soit  un  trinôme  du  second  degré 
de  la  forme 

my-  4-  ny  4-  p. 

Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  difticile;  et  pour  mettre 
en  état  de  la  résoudre  complètement , il  est  nécessaire  de  démon- 
trer plusieurs  propriétés  relatives  à ces  trinômes. 

Propriétés  ries  trinômes  rlu  second  degré. 

Il  ! . On  appelle  trinôme  du  second  degré  toute  expression  de  la 
forme  my1  4-  n y 4-  p 

[»»,'«  et  p étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques, 
y désignant  d’ailleurs  une  variable,  c'est-à-dire  une  quantité  que 
l’on  fait  passer  par  différents  états  de  grandeur]. 

Ainsi  3 y*  — 5/4-7 — 9/' 4-' 2 /4-5,  ou  — Gy1 — 3/4-12, 
(a  — b 4-  2c)/:4-4^î/  — sac1  4-  Za,b, 
sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en/. 
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Si  l'on  égale  à o lu  trinôme  my‘  + ny  -+- p,  ce  qui  donne 

my-+  njr+  p—  ° , d’où  y — — ±—<Jn- — l\  mu, 

2m  2m 

on  peut  faire  trois  hypothèses  principales  par  rapport  à la  nature 
des  valeurs  de  y qu’on  vient  d’obtenir  : 

i°.  — \mpf>o  •, 

les  deux  racines  sont  alors  réelles  et  inégales  ; 

2°.  n ■ — 4 mP  — 0 > 

auquel  cas  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales  ; 

3".  n 2 — 4 '"P  <C  0 > 

les  deux  racines  sont,  dans  ce  cas,  imaginaires. 

Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à ces  différents  cas  : 

Premièrement.  — Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  second  degré 
est  tel , qu’en  l’égalant  a o et  résolvant  l’équation  qui  en  résulte,  on 
obtient  deux  racines  réelles  et  inégales  [de  signes  quelconques], 
toute  quantité  [ positive  ou  négative]  comprise  entre  les  tleux  ra-. 
cines , substituée  à la  place  fie  y dans  le  trinôme,  donne  néces- 
sairement un  résultat  de  signe  contraire  à celui  dont  le  coefficient 
de  y-  est  affecté ; mais  toute  quantité  non  comprise  entre  les  deux 
racines , et  différente  de  chacune  d’elles , substituée  à la  place  de  y, 
donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y*. 

En  effet , soit  l’équation 

my'+my+p  — o; 

et,  pour  fixer  les  idées,  représentons  par/'  la  racine  qui  se  rap- 
proche le  plus  de  Y infini  négatif,  c’est-à-dire  la  plus  petite  racine , 
et  par  y"  l’autre  racine. 

Cela  posé,  le  premier  membre  pcut(n°  97)  se  mettre  sous  la 
forme  m (y — y')  (y — /");  ainsi  l’on  a l’identité 

my1  -+-  ny  +p  = m (y— y')  (y— y")  ; 

ce  qui  signifie  ( nn  42)  que  cette  égalité  doit  exister,  quelque  valeur 
qu’on  donne  à y. 
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Soit  maintenant  a une  quantité  comprise  entre j ' et  y' , c’est-à- 
dire  telle  que  l’on  ait  u^>y',  mais  a<^y"; 
il  en  résulte  a — y'>0,  mais  a — /"  < o ; 


d’où  l’on  voit  que  les  facteurs  a — y ',  a — y ",  sont  de  signes  con- 
traires: ainsi  leur  produit  (a — y')  (a — y")  est  négatif. 

Donc  ni  ( a — y')(a — y"),  ou  est  désigné 

contraire  A celui  dont  m est  affecté. 

Soit,  au  contraire,  a<^y'  et  h fortiori  a <C.y"i 

d’où  l’on  déduit  a — y'  <^o  et  a — y"<^o. 

Les  deux  facteurs  sont  de  même  signe;  donc  (a  — y1)  (a — y"  ) 
est  positif;  par  conséquent , 

m(  a — y')( a — y"  ),  ou  mx1 nx p , 


est  de  même  signe  que  m. 

Même  raisonnement  pour  le  cas  de  a f>y" , et  a fortiori  a y‘\ 

C.  Q.  F.  D. 

’ Secondement.  — Si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales,  toute 
quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à o,  substituée 
dans  ce  trinôme , donne  un  résultat  de  même  signe  que  te  coeffi- 
cient de  y1. 

En  effet , puisque  les  deux  racines  sont  égalés , on  a la  relation 


— 4 mp  — o,  d’où  l’on  tire  p = — ; 

q m 

dès  lors,  le  trinôme  my‘  — t—  //>  — t—  p ou  m ( y*  H y — ■ } 

\ m m ) 


devient 


/ , n n7  \ / n \3 

i y H y + — ;)  ou  m ( y H • 

\ ni  4 m)  V / 

Or  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur  de  y autre  que 
la  quantité  /y  4-  - — ^ sera  positive . 
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Ainsi,  m ( y-t \ nu  ni  y1  ne  -y 1>  aura  le  signe  de  ni. 

V ‘ 2 in  I ' 

C.  Q.  F.  Z). 

Troisièmement.  — Enfin , si  les  deux  racines  sont  imagi- 
naires, toute  quantité  réelle , positive  ou  négative,  substituée  à ta 
place  de  y,  donnera  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient 
de  y ‘. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires , on  a la  relation 
n‘  — 4«//><o,  d’où  4 tu  P n:, 

if  ff‘ 

oti  bien  in"  1015) , divisant  par  4 »‘‘  > — 7 — • 

ni  4 m‘ 

Soit  donc  — — -, t-  Z*  f / ■'  désignant  une  quantité  essentiej- 

m 4 m‘ 

lenient  positive];  il  en  résulte 

/ n 1,2  , \ / « \* 

my'+ny 4- p=m  y-  + -y y-y — ;-t-  k‘  ) = mi  y-l + ml. 

\ m 4 / \ 51 /«/ 

quantité  qui  restera  toujours  de  même  signe  que  m , quelque 
valeur  réelle  que  l’on  y substitue  pour  y. 

112.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à parler 
d’une  proposition  qui  est  d’un  fréquent  usage  dans  l’analyse. 

Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  •}.r  degré  , my  ' jf-  ny  -f-  p , est 
an  carré  parfait , an  a entre  ses  coefficients  la  relation 

ri-  — 4 mP  — O. 

En  effet , si  ce  trinôme  est  un  carre  parfait  et  de  la  forme 
(m' y -t- n')7,  Tes  deux  racines  de  l’équation  tny1  -y  nj  -t-  />  — o 
doivent  être  égales.  Or,  pour  qu’elles  soient  égales,  il  faut  que  la 
quantité  sous  le  radical , ou  n2  — 4,,,/,>  so''  nulle. 

C.  Q.  F.  D. 

Réciproquement.  — Si  l’on  a entre  les  coefficients  la  relation 
n‘  — 4 "ip  — o , le  trinôme  est  un  carré  parfait  ; car  on  déduit  de 
Alg.  B , io1’  éd.  t3 
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‘‘H 
cette  relation 


d’où 


mr 


p~^ 

( i-  " \ 

r>  ' -f-  riy  4-  />  z=  lin 1 -f-  il)  4-  7—  = I .V  V m -+-  } 

4 ni  \ 2 \ni  j 


115.  Voyons  actuellement  l’usage  de  ces  propriétés,  dans  la 
résolution  des  questions  sur  les  maximums  et  minimums. 

Soit  proposé  de  déterminer  si , lorsqu’on  fait  varier  x , la 

fonction  — = >-  peut  passer  par  tous  k*s  états  de  grandeur. 

6 x — 14 


Posons 

d’où 


•21+  21 


6x  — 14 

x-  — 2(3/4-  1)  x =r 


’4/. 


Il  en  résulte 


r — 3/  4-  1 ± yg/3  — 8/  — 20. 


Pour  que  x soit  réel , il  faut  que  g/3 — 8/  — 20  soit  positif. 
Or,  si  l’on  égale  cette  quantité  à o , il  vient 

8 20  „ , 10 

r’ / =0,  don  y — 2 et  r = 

9 9 9 


Ces  deux  valeurs  de  j étant  réelles  , il  suit  de  la  première  des 
propriétés  ci-dessus,  que,  dès  qu’on  donnera  à y des  valeurs 

comprises  entre  — — et  2 , telles  que  — 1 , o , 1 , la  valeur  du  tri- 

9 

nôme  sera  négative , puisque  le  coefficient  de  r 3 est  positif.  Mais 

en  donnant  à r des  valeurs  non  comprises  entre  — — et  a. 

9 

comme — 2,  — 3,...,  3,  4,---»on  obtiendra  un  résultat  positif. 

On  voit  donc  que  2 est,  en  nombres  absolus,  le  minimum  des 
valeurs  que  doit  recevoir  / , pour  que  x soit  réel  ; et  si , dans  l’ex- 
pression de  x ci-dessus  , on  fait  y — 1,  le  radical  disparaît , et 
l’on  trouve  x = 7. 


fcn  effet,  l’expression 


x‘  — 2x4-21 
6x  — 14 
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, 49—144-21  56 

devient,  lorsqu  on  y pose  .r  = 7,  -^-7 — ; = ?.. 


42—  14 


10 


La  racine  >-  = est,  c«  nombres  négatifs,  le  maximum  des 

9 

valeurs  que  y peut  recevoir  ; et  la  valeur  de  .r  correspondant  à ce 


maximum  est 


■r  = 3X 


10 

— -+-  1 
9 


N.  S.  — Lorsque,  x étant  exprimé  en  y,  le  coeflicient’de  y' 
sous  le  radical  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de  y,  déduites 
du  trinôme  égalé  ù zéro , sont , l’une  positive , l’autre  négative , la 
valeur  positive  est  un  maximum  , puisque  toute  valeur  plus  grande 
donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y *,  et, 
par  conséquent,  négatif;  la  valeur  négative  est  un  minimum  parmi 
les  valeurs  négatives  que  y peut  recevoir. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d’examiner  les  autres  circon- 
stances qui  peuvent  se  présenter:  par  exemple,  le  cas  où,  le 
coefficient  de  y*  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y sont  positives  ; 
celui  où  , ce  meme  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont 
imaginaires.  Ils  pourront  d’ailleurs  s’exercer  sur  les  questions 
suivantes  : 

i°.  Partager  un  nombre  donné?.*,  en  deux  parties,  de  ma- 
nière que  la  somme  des  quotients  qu’on  obtient  quand  on  divise 
mutuellement  res  deux  parties  l’une  par  l’autre,  soit  un  mi- 


nimum. 

(Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum 
est  2.  ) 

20.  Soient  a et  b deux  nombres  absolus  ; on  demande  pour  x 

..  ..  (x  + a)(x  — b) 

une  valeur  telle  que  l expression  — — — soit  un  maximum. 


( Réponse . 


2 a b 


et  le  maximum  correspondant  est 


r 


_{a-yby\ 

— / 

3°.  Soient  * et  b deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 


1 3. 
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PROBLEMES  DU  SECOND  DEGRE 


SOIt  lin  MINIMUM. 


( a -4-  x ) ( b x } 

une  valeur  telle  que  l’expression soit 

| Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs,  savoir: 
x = -4-  sjab , à laquelle  correspond  un  minimum  y — (y /a  -f-  y/ô)3, 


et 


x — — y ab , à laquelle  correspond  un  maximum  y— {fit  — y/ô)3.^ 


§ III.  — Des  Équations  et  Problèmes  du  second  degré 
à deux  ou  plusieurs  inconnues.  — Nouvelles  opé- 
rations sur  tes  radicaux  du  second  degré , réels  ou  T 
imaginaires. 


114.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète;  car 
nous  ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré,  il  deux  inconnues,  dépend,  en  général, de  la  résolu- 
tion d’une  équation  du  quatrième  degré  à une  seule  inconnue  ; 
mais  nous  allons  nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  dé- 
pendent, en  dernière  analyse , que  de  la  résolution  d’une  équation 
du  second  degré  à une  inconnue. 

Premier  problème:.  — Trouver  deux  nombres  tels,  que  la  somme 
de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a et  b soit  égale  à js, 
et  que  leur  produit  soit  égal  à p. 

Soient  x et  y les  deux  nombres  cherchés  ; on  a les  équations 

a.  v -f-  hy  — 2 .t , 

*x  — p- 


De  la  première  ou  lire 


d’où , substituant  dans  la  seconde  et  réduisant , 
ax‘  — 2 sx  = — bp. 
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s i — — 

Donc  x=  - ± ~ \s* — abp, 

a a 

. s 1 /- j- 

ct,  par  conséquent,  y = ^ + jt  Y1"  — a"P • 

Comme  a , b , p sont  supposes  ici  des  nombres  absolus , le  pro- 
blème est  susceptible  de  deux  solutions  directes,  car  s est  évi- 
demment > yV  — a bp-, 

Mais,  pour  qu’elles  soient  réelles,  on  doit  avoir  s-  > ou  — abp. 
Soit  a — b — t ; les  valeurs  de  x et  de_)  se  réduisent  à 

= — p et  y — s zÿ.  \s-  — p . 

D’où  l’on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y sont  égales  à celles 
do  x prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  que,  si 
s -p-  — p représente  la  valeur  de  x,  s — y 's7  — p représente  la 

valeur  correspondante  de  y,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équations 

se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à 

et  alors  la  question  revient  à Trouver  deux  nombres  dont  ta 
somme  soit  2 s et  dont  le  produit  soit  p;  ou,  en  d’autres  termes, 
à Partager  un  nombre  2 s en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égal 
ii  un  nombre  donné  p. 

Or  on  a vu  (n°  100)  que  les  deux  parties  sont  nécessairement 
liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 

x '■  — 2 sx  p — o, 

oui  a,  pour  coefficient  du  second  terme , ta  somme  2 s prise  en 
signe  contraire,  et  pour  dernier  terme,  le  produit  p des  deux 
parties. 

HS.  Second  problème.  — Trouver  quatre  nombres  en  pro- 
portion géométrique,  connaissant  la' somme  2 s des  extrêmes,  la 
somme  2 s 'des  moyens,  et  la  somme  l\  c'  des  carrés. 

Désignons  par  u,  x,  y,  i les  quatre  termes  de  la  proportion; 


| ■*-+-  y = ™, 
I *y=pi 
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on  a,  pour  les  équations  du  problème,  en  vertu  des  données  et 
de  la  propriété  fondamentale  des  proportions, 


u 4-  z = 2 s, 
x-yy  — a s\ 


HZ  = Xy, 
u 3 -+■  x‘  y‘  -+-  z‘  =r  4e:. 

Au  premier  abord,  il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues;  niais,  à l’aide  d’une  inconnue  auxiliaire,  on 
parvient  à les  déterminer  simplement. 

En  effet , soit  p le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens  ; 
on  a 


, . « -t-  Z = 2i  | 

i".  les  équations  j j qui  donnent 

(voyez  le  problème  précédent); 

i U+/=2  | , {x 

2°.  les  équations  { J qui  donnent 

| ,ry=p  , 


« = i -+-  y'  fl  p 

z = s — yr3  — p 


s'—\js''  — p 


On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues 
ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 

Or,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  u , x-,  y,  z , dans  la  dernière 
des  équations  du  problème,  il  vient 


(.t  ■+■  \js2  — p)‘  ■+■  [s  — s/t'—pY 

+ (*'+  \/*,J — p)7  -h  (■«' — \ls'*—p)‘  = 4 c-, 

ou,  développant  et  faisant  les  réductions, 

4^4-4  S'J  — 4/'  = 4<?i;  donc  pz=s2-ys'2 — c\ 
Reportant  cette  valeur  de  p dans  les  expressions  de  «,  x,  y,  z, 

on  trouve  enfin  j " = f + ’ x=  s'  + t 

( z = s — \lc 3 — s '3 , y — s’  — y/c3  — .î3  J 

t-es  quatre  nombres  constituent  évidemment  une  proportion  ; 
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uz  — (i  -J-  \jc"-  — i'2)  (s  — ^c3  — s ,2)  = s2  — c 2 -H  s'3, 
xy  — ( s'4  y'c’  — if *). — ^c2  — s3)  — s'3 — c2  4 .v2. 


2V.  B.  — Ce  problème  , que  nous  avons  extrait  de  Y Algèbre  de 
M.  Lhuilier,  est  propre  à faire  voir  combien  l’introduction  d’une 
inconnue  auxiliaire  dans  un  calcul  peut  faciliter  la  détermination 
des  inconnues  principales.  On  trouve,  dans  l’ouvrage  que  nous 
venons  de  citer,  d’autres  pioblèmes  du  même  genre  qui  condui- 
sent à des  équations  d’un  degré  supérieur  au  second  , et  que  néan- 
moins on  peut  résoudre  à l’aide  d’équations  du  premier  et  du 
second  degré,  en  introduisant  des  inconnues  auxiliaires. 


1 10.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donnerait 
lieu  à deux  équations  quelconques  du  second  degré  à deux  in- 
connues. 

Une  équation  à deux  inconnues  est  dite  Au  second  degré,  lors-^ 
qu’étant  mise  sous  forme  entière,  elle  renferme  des  termes  dans 
lesquels  ta  somme  des  exposants  des  deux  inconnues  est  égale  à 7. , 
et  que , dans  aucun  terme,  celte  somme  ne  surpasse  pas  ?.(*). 


Ainsi,  3aé  — -hy3 — x y — 5,1  46  = 0,  7 xy  — /ix+yz=o , 

sont  des  équations  du  second  degré  (*). 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à deux  incon- 
nues est  de  la  forme  ay3  4-  bxy  4-  ex-  -t-  dy  +fx  4-  g — o , 

\a , b , c ,...  représentant  des  quantités  connues , soit  numériques,  • 
soit  algébriques]. 

Soient  donc  proposées  les  équations 

ay-  4-  bxy  4-  ex3  4-  dy  4-  fx  4-  g — O, 
a' y3  4 b'  xy  4 c'x3  4-  d’y  4 fx  4 g'  = o. 


On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à x ; cl  il 


(*)  Il  su ili t , ail  surplus,  si  l'équation  a îles  dénominateurs,  que  r cl  t 
n’entrent  pas  dans  ces  dénominateurs.  ( V^yct  la  remarque  du  n»  02.  ) 
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vient 

r.c  4- , b y -+■/}  x 4-  ay*  4-  dy  4-  g = O , 
r'  x’  4-  ( b'  y 4-y  ’ ) x 4-  a 'y1  4-  d'y  -é-  g'  — o. 

Cela  posé,  si  les  deux  coefficients  de  x-  étaient  les  mêmes  dan» 
les  deux  équations,  on  obtiendrait , en  retranchant  ces  deux  équa- 
tions l’une  de  l’autre , une  équation  du  premier  degré  en  x qui 
pourrait  être  substituée  à l'une  des  équations  proposées  ; de  cette 
équation  l'on  tirerait  la  valeur  de  xen  /,  et , reportant  cette  va- 
leur dans  une  des  équations  proposées,  on  parviendrait  à une 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l'inconnue/. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  équation  par  c'  et  la  seconde 
par  r , il  vient 

rr'x ■ 4 - [h  4-y"  ) c'  x -+-  ( tt)  ■ 4-  dy  4-  ÿ)  »'  = o , 
cc'x’4-  (b'y+f)  ex  +(«y4-(/'/4-f')c=0> 

eijuations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  x1  est  le  même. 

Kn  soustrayant  la  seconde  de  la  première  , on  trouve 

[(  bc'  — ri>') )'  4-,/c'  — cf  ] x 4-  ( tir'  — ra  ’)y>  4-  [fie'  — cil')  y 

4-  gc'  — cg'  — o , 


équaiion  qui  donne 


(ru'—  ne') y 4 ■(ni'—  de') y '4-  cg'  — gc' 
( bc'  — ch'  )y-hjc'  — cf 


Cette  expression  de  x , substituée  dans  l’une  des  équations  pro- 
posées , donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution  qui  conduirait  à un  ré- 
sultat assez  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  l’équation 
en  doit  être,  en  général , du  quatrième  degré,  car  le  numérateur 
de  l’expression  de  x étant  de  la  forme  my’  4-  ny  4-  p,  son  carré  , 
ou  l’expression  de  x , est  du  quatrième  degré  ; or  ce  carré  forme 
l’une  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général,  Iti  résolution  de  deux  équations  du.  second 
degré  à deux  inconnues  dépend  de  relie  d’une  équation  du  qua- 
trième degré  à une  seule  inconnue. 


117.  Il  est  une  classe  d’équations  du  quatrième  degré,  dont  on 
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peut  ramener  la  résolution  à celle  des  équations  du  second  degro  : 
cc  sont  les  équations  de-la  forme 


■V>  +-px-  + q = O. 


On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées , parce  qu’elles  ne 
contiennent  que  trois  espèces  de  termes:  des  termes  en  x',  des 
termes  en  x:,  et  des  termes  tout  connus. 

Pour  résoudre  cette  équation  , posons  x:—y\ 

elle* devient  y-  -4- pjr  + 7=0, 


d’où  l’on  tire 


Mais  l’équation  x- — y donne  x — zh\y, 
donc  x=±\/-Z±\/£-q. 


On  reconnaît,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  l’équation, 
que  l’inconnue  a quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  -4- 
et  — qui  affectent  le  premier  radical  peut  ètie  successivement 
combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le  second  ; 
mais  ccs  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  h deux. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  x'  — 25x’  — — *44  > 

si  l’on  pose  x'  — y,  il  vient  y7 — 25/  = — *4î  1 

d’où  l’on  tire  y = *6,/  = y- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  x‘  —y,  on  obtient 

1".  x’=i6,  d’où  æ=:±4)  a°-  — 9»  <!’«**  -c  = — 3- 

Ainsi,  les  quatre  valeurs  sont  -4-4»  — 4 1 -4-  3 et  — 3. 

Soit  encore  l’équation  x • — 7 x1  — 8. 

Posons  x'  — y,  l’équation  devient  / — 7 y — 


d’où 


i = 8 et  r — — 1 . 
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Donc  i”.  j?- =8,  et  x = d~2^2\ 

2U.  x'  = — i,  et  x = ±\/ — i; 

les  deux  dernières  valeurs  de  x sont  imaginaires. 

Soit  l'équation  algébrique 

x‘  — (2  bc  -t-  4«J)  xr=  — h'  c‘. 

Posons  x^—y,  l’équation  devient 

y'1  — (a  bc  -+-  4 «’) y = — b'c  ; 

d'où  l’on  dffltiit  y—  bc  -+-  2fl’±  2a  bc  -f-o’ , 

et , par  conséquent,  x — zb  \ bc  -+-  2rt-db  2 a y bc  -+-  a-. 

118.  La  résolution  de  l’équation  trinôme  du  4e  degré  donne 
naissance  à une  nouvelle  espèce  d’opération  , savoir  : L'extraction 
tic  la  racine  carrée  d’une  quantité  de  la  forme 

Adht/'B, 

A et  B désignant  des  quantités  commensurablcs  de  signes  quel- 
conques. 

Soit  d’abord  à former  le  carré  de  l’expression  3zhy5. 

On  a (n°  19)  (3±  y5)’  = 9 ±6  V'5  4-  5 = >4±t>  y'5; 

donc,  réciproquement,  \ i4  dt6  y5  = 3 dz  y 5. 

De  même , 

W’j  dzy'i  t/=  7 ±2  v/77-t-  1 1 = 18 ±2  y/77; 

donc,  réciproquement , \t8±2^77  = y/7±y,ii. 

D’où  l’on  voit  qu’une  expression  telle  que  \ A ± \ B peut  quel- 
quefois être  ramenée  à la  forme  A'db  y B',  ou  sj  zt  y' B';  et  lors- 
que cette  transformation  est  possible , il  est  important  de  l’effectuer, 
puisqu’on  n’a  plus  qu’une  ou  deux  racines  carrées  simples  à ex- 


Digitized  by  Google 


ao3 


db  l’expkession  y A -f-  y B. 

traire,  tandis  (|tie  l’expression  y A db  y B exige  qu’on  extrave  une 
racine  carrée  de  racine  carrée. 

Nous  nous  proposerons  donc  cette  question  : 

Une  quantité  de  la  forme  A +-  y B étant  donnée  ( il  est  inutile  de 
considérer  ici  le  double  signe  ±,  parce  qu’il  est  implicitement 
renfermé  dans  l’indice  du  radical  y/),  reconnaître  si  elle  est  le 
carré  d'une  autre  quantité  de  la  forme  A'  -f-  yB',  ou  y/A'-f-  y/H  ' , 
A , B , A',  B ' étant  rationnels  ; et  déterminer  cette  dernière  quantité 
lorsqu’elle  existe. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  un  principe  qui  trouvera  par  la 
suite  de  fréquentes  applications  : c’est  que , toutes  les  fois  que  l’on 
a une  égalité  de  la  forme 

m -f-  \!n  m'  ■+■  y n 

m,  m',  n,  n'  étant  rationnels,  on  doit  avoir  séparément 
m z=i  m'  et  y'/f  = y/ «b 

En  effet,  on  déduit  de  l’égalité  hypothétique, 
y/il  — ni' — m~{-yjn' 
d’où,  élevant  au  carré, 

n—( ni ' — m ) 2 4-  n ' -h  2 [ni1  — ni)  \jn’ , 
ou  bien,  n — n' — (/«'—/« ) •’  = a [m  ' — . 

Or  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  un  nombre 
commensurable  : donc  il  doit  en  être  de  même  du  second;  mais 
y'«' étant,  par  hypothèse,  incommensurable,  2(111' — ni ) \fn'  est 
aussi  incommensurable.  Ainsi,  pour  que  l’égalité  subsiste,  il  faut 
que  cette  irrationnelle  disparaisse,  ce  qui  exige  que  l’on  ait 

ni  ' — m — 6 , d’où  m '—  m , 
et,  par  conséquent,  y/«  = y/«' , ou  n — n'. 

C.  Q.  F.  n. 
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Cela  pose , désignons  par  p et  7 les  deux  parties  dont  se  com- 
pose la  racine  carrée  de  A-f-  y/B  lorsqu’elle  existe;  p et  7 sont 
alors  deux  monômes  irrationnels , ou  bien,  l’un  une  quantité 
rationnelle,  l'autre  un  monôme  irrationnel  du  second  degré,  en 
sorte  que /J5  Cl  sont  nécessairement  rationnels.  On  a l’équation 

/'  + y = \ A-f  \ B;  ( i ) 

d’où  , élevant  au  carré  , 

p -H  </'-+•  2 pi i = A -f-  v B- 

Ce  second  membre  de  cette  dernière  équation  étant  irrationnel , 
il  doit  en  être  de  même  du  premier.  Donc,  en  vertu  du  principe 
démontré  ei-dessus,  l'équation  précédente  sc  partage  dans  ces 
deux- ci  : 

P7  + <r  — A , (?•) 

2y,7  = v/B.  (3) 

On  pourrait  tirer  de  l’équation  (3)  la  valeur  de  7 et  la  substituer 
dans  l'équation  , ce  qui  conduirait  à une  équation  trinôme  du 
.J*  degré  en  p qu’on  résoudrait  facilement;  et  l’on  parviendrait 
ainsi  aux  valeurs  de/;  et  de  7.  Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  de 
la  manière  suivante  : 

Retranchons  (3)  de  (a)  membre  à membre;  il  vient 
(p—  lŸ  — A — V B ? 
d’où  p — 7 = \ A — y B , 

équation  qui,  combinée  avec  (1)  par  voie  de  multiplication,  donne 
]P  — — — B. 

Ce  résultat  nous  apprend  déjà  que  p — <j‘  est  rationnel, 
puisque  p-  et  7 le  sont  séparément.  Par  conséquent,  A -j  - y B ne 
peut  être  le  carré  d’une  expression  de  la  forme  indiquée  par 
I énoncé  de  la  question , qu'aillant  que  la  quantité  A!  — B est  clle- 
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meme  us  carré  parfait.  Tel  est  le  caractère  auquel  on  reconnaît 
la  possibilité  de  la  simplification  proposée. 

A’ — B devant  être  un  carré  parfait,  désignons  par  C la  valeur 
numérique  de  sa  racine  ; il  vient 

p-  — qi=±  G.  (4) 

Actuellement,  si  l’on  combine  les  équations  (2)  et  (4)  par  addition 
et  soustraction  , l’on  obtient  successivement 


p~ 

A±C 

d’où 

n "4“  A 

/Â±C 

2 5 

' \ 

/ 2 

fi  = 

AzpC 

, 

2 

d’où 

7 = ±\ 

Aï-’ 

ce  qui  donne  enfin  , pour  la  racine  demandée, 

r , ATC  , /À  — C 

p -t-  7 ou  V A -h  V B — ± W — - — ± t / — 

On  s’est  dispensé  ici  de  tenir  cxtmpte  du  signe  inférieur  de  C 
dans  l’expression  de  la  somme  p + q,  parce  qu’il  est  évident 
qu’il  donnerait  la  même  valeur.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  du 
double  signe  dont  chacune  des  valeurs  de  p et  de  q doit  être  pro- 
cédée. La  combinaison  des  deux  doubles  signes  ifc  donne  lieu  à 
quatre  valeurs  représentant  celles  que  comporte  en  elle  même 

l’expression  VA  4-  V®>  qui»  lorsqu’on  met  les  signes  en  évidence , 

revient  à rt  V A zfc  y B ; en  sorte  que  la  véritable  formule  à établir 
pour  les  applications  est  celle-ci  : 

(5) 

et  les  signes  qu’il  convient  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux 
membres  pour  avoir  une  égalité  exacte  sont  déterminés  par  l’é- 
quation ( 3) , qui  indique  que  p et  q doivent  être  de  même  signe  ou 
de  signes  contraires , suivant  que  y^B  est  affecté  du  signe  -t-  ou  du 
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signe  — ; ec  qui  fait  que  les  signes  du  même  rang,  dans  les  deux 
membres,  se  correspondent  entre  eux. 

119.  Appliquons  cette  formule  à quelques  exemples. 

Soit,  en  premier  lieu,  l’expression  numérique 

94±4?-V^i  ou  94  ± ^8820  ; 
on  a A = 94 , R = 8820 , 

d’où  A1  — B=8836 — 8820=  16,  carré  parfait;  donc  Gr=4i 


et,  par  suite,  p — ^ ^ =±7,  y = y/^-?  ^ = ± 3 v'5- 

Ainsi  Vg4  ± 42  — 7 ± 3 v'5 , 

ou,  plus  clairement, 


V94  ~M2  V'5  = 7 + 3 V'5 , 


V 94  — 42  v'5  = 7 — 3 V'5. 

Soit,  en  second  Heu,  l’expression  algébrique  obtenue  à la  lin 
du  n°  117,  savoir  : 


x = i y bc  2 fl’  ± 2 a y éc 
On  a A = -+- 2 n%  B=4rt,^<‘  + 4a*> 

d’où  A.' — B = é’c3,  carré  parfait;  donc  C—bc, 

/ bc  -f-  2 a2  -+-  bc 


et 


= ±S/b- 


= ± a\  q = ± «r. 


Ainsi  \'bc  -+-  2/j2±2(7  ybc  + a1  = ±\Jbc-\-a7  rfc  a , 


ou  plutôt,  y'£r  -f-  2<z3  4-  la  sfbc  -H  <zJ  = y/éc  -+-  aJ  -f-  a , 

• : . 

V 'bc  -f-  2 oa  — 2 <7  y £>r  4-  «’  = y/ùe  -t-  fl!  — «. 
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y 3 -t-  y^5  = ^ y/10  4-  ^ y^a , 


y/3  — v^5  = ^v'i°~  ^ V^2> 


\l bc  4-  2 b y/ bc  — b*  bc  — 2 b \jbc  — b- 

= 2 y/ /ir  — /»%  ou  2 suivant  que  l’on  ac>ou<^?i; 


V 1 -+-  4 — 2 -4-  y/  — 3 , 

V i — 4 V/ — 3 = 2 — y/ — 3 ; 

V — 1 4*  4 — 3 ~ y/3  4-  2^  y/ — 1 , 


1 — 4 y/  — 3 - — y/3  — 2y/  — 1; 


y 16  4-  3o  \l — 1 -+-  v 16  — 3o  y ! — 1 = IO, 


V 1 6 4-  3o  y/  — 1 — y/ 16  — 3o  y/  — 1 = 6 y / — 1 . 

120.  L’exactitude  de  la  formule  (5)  peut  être  vérifiée  h pnstc.~ 
riori.  En  effet , élevons  les  deux  membres  au  carré;  il  vient 


A ± y B = 


A -t-  C A — C 


/A1  — C ' 

2V— 4— ’ 


2 2 v 4 

ou , observant  que  CJ=A3 — B donne  B = A2  — C\ 
A ± y/ B = A zfc  y'  B. 


On  voit  donc  que,  lors  même  que  A1 — B n’est  pas  un  carré 

parfait,  on  peut  encore  remplacer  l'expression  VA  zfc  y^B  par  le 
second  membre  de  la  formule  (5);  mais  alors,  on  serait  loin 
d’avoir  simplifié  l’expression  proposée,  puisque  chacune  des 
quantités  p et  <7,  prise  séparément,  est  de  même  forme  que  cette 
expression. 

181.  C’est  surtout  par  rapport  aux  expressions  imaginaires  de 
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la  forme  y n -I-  l>  \j — i,  que  l’emploi  de  la  formule  5 ) est 
avantageux. 

Déjà  les  derniers  exemples  du  n°  119  prouvent  que,  dans  le 
cas  où  la  condition  que  A’ — B soit  un  carré  parfait  est  satis- 
faite, ces  sortes  d’expressions  peuvent  être  ramenées  à la  forme 

a'  ± b'  J — i , 

a'  et  b'  étant  les  quantités  réelles,  commensurahles  ou  incommen- 
surables. Or,  je  dis  que  cela  a lieu  lors  même  que  A1  — B n’est  pas 
un  carré  parfait. 

Kn  effet,  si  l’on  applique  la  formule  (5)  à l’expression 


* V a -h  b ^ — i , 

on  a 

A — a , B ~ — b1  ; d’où  A’ — B :=  a1  4-  b’1, 

, + , 4 la  — 4-  b 

et  />  = ±V a -,  7 = ±V  \ 


ou , posant  pour  plus  de  simplicité,  c — y a-  -(-  b % quantité  géné- 
ralement irrationnelle , niais  nécessairement  réelle,  positive,  et 
plus  grande  c/uc  a , 


On  obtiendrait  pareillement 


Or  les  quantités  ’ s/e~f  sont  essentiellement  réelles. 
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quels  que  soient  a et  b,  puisque  c,  ou  y/n’ 4-  b ’,  est  numérique- 
ment plus  grand  que  a. 

Donc  , enfin  , toute  expression  de  la  forme 

^ a ±b\l  — i 

peut  être  ramenée  à la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du  second 
degré,  a'±b'\J  — i,  a 'et  b'  étant  des  quantités  réelles  quel- 
conques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  futilité  de  ces  sortes 
de  transformations. 

Soit  proposé  de  simplifier,  s’il  y a lieu,  l’expression 

x—\j 3 -f-  2 — i ■+"  ^ 3 — i\/  — i. 

En  appliquant  les  formules  (M)  et  (N),  on  trouve 

a — 3,  6 = 2;  d’où  c — ^ à1 b1  ~ i3; 

donc 

... 

v/3-avC7=y/£|i^-y/ïîîi^.,fr7; 

d’où,  ajoutant  et  observant  que  .r  est  censé  représenter  ici  la 
somme  arithmétique  de  deux  radicaux  , 

*=*  \J' 3+3). 

Cet  exemple  prouve,  ainsique  l’avant-dernier  du  n°  119,  que 
certaines  expressions  imaginaires , combinées  entre  elles , peuvent 
donner  lieu  à des  résultats  réels;  et  ces  résultats  pourraient  même 
être  rationnels. 


Alg.  B.,  io'  éd. 
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CHAPITRE  1Y. 


Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 


Introduction . — Lorsque  l’énoncé  d’un  problème  fournit  moins 
d’équations  qu’il  n’y  a d’inconnues,  le  problème  est  dit  indéter- 
miné, en  ce  sens  que  ( n°  SS)  ses  équations  peuvent  être  satisfaites 
par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues. 
Mais  il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question  exige  que  les 
valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres  entiers  ; dans 
ce  cas,  l'une  des  inconnues,  à laquelle  on  pouvait  d’abord  donner 
une  valeur  tout  à fait  arbitraire , ne  doit  plus  recevoir  que  des  va- 
leurs entières  et  telles , que  la  valeur  correspondante  de  l’autre  in- 
connue ou  de  chacune  des  autres  inconnues,  soit  aussi  exprimée 
en  nombre  entiers.  Or  cette  condition  restreint  beaucoup  le 
nombre  des  solutions , surtout  si  l’on  ne  veut  tenir  compte  que 
des  solutions  directes,  c’est-à-dire  des  solutions  pour  lesquelles  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues  sont  positives  en  même  temps 
qu’entières. 

L’objet  de  l’ analyse  indéterminée  du  premier  degré  est  de 
résoudre,  en  nombres  entiers  les  questions  qui  conduisent  à un 
nombre  d’équations  du  premier  degré,  moindre  que  celui  des 
inconnues. 

§ Ier.  — Equations  et  Problèmes  indéterminés 
du  premier  degré  à deux  inconnues. 

tî2.  Toute  équation  du  premier  degré  à deux  inconnues  peut 
( n°  67  ) être  ramenée  à la  forme 

<î  x -4-  bjr  = c ; 

a,  b,  c désignant  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs. 
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Cela  posé , remarquons  d’abord  que , si  les  coefficients  a et  b 
ont  un  facteur  li  commun  qui  ne  divise  pas  le  second  membre  c, 
l'équation  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers. 

Car  soit  a = ma’,  b = mb’\  l’équation  devient 

c 

ma' x -4-  mb'y  =.  c;  d’où  a'x-t-b’y  = — ; 

et  celle-ci  ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  en 
tières  de  x et  de  y,  tant  que  c n’est  pas  divisible  par  m. 

Ainsi,  pour  que  l’équation  soit  possible  en  nombres  entiers, 
il  faut  que  les  coefficients  a et  b soient  premiers  entre  eux;  à 
moins  que,  s’ils  ont  un  facteur  commun,  ce  facteur  ne  divise 
en  même  temps  c,  auquel  cas  on  pourrait  le  supprimer. 

Cette  condition  est  d’ailleurs  suffisante,  ainsi  que  nous  le  démon- 
trerons au  n°  125,  première  remarque. 

Nous  supposerons  donc,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  a et  b 
soient  premiers  entre  eux. 


125.  Pour  plus  de  clarté , nous  traiterons  d’abord  des  équa- 
tions particulières  ; et  nous  généraliserons  ensuite. 

Première  question.  — Partager  1 5g  en  deux  nombres  entiers 
dont  l’un  soit  divisible  par  8 et  l’autre  par  i3. 

Désignons  par  x et  y les  quotients  respectifs  de  la  division  des 
deux  nombres  cherchés  par  8 et  par  1 3 ; il  est  clair  que  8x  et  1 3 y 
expriment  ces  deux  parties;  et  l’on  a l’équation 

8x -+-  i3 y — iSg,  (i) 


qui,  d’après  l’énoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et  po- 
sitifs pour  x et  pour  y.  / 


On  déduit  d’abord  de  cette  équation , 


__  ,59— 

*_ - , 


ou , effectuant  la  division , 


x=  19  — y 


+ 


7 — 5 y 
8 * 


Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x sera  entière  si  l’on 

n — 5 Y 

donne  à y une  valeur  entière  telle , que  - g — — sojt  Un  nombre 


>4- 
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entier.  D’ailleurs,  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi,  il  faut  et  il 
suffît  que  - — ^ — — soit  égal  à un  nombre  entier  quelconque.  Soit  t 
ce  nombre  entier  [f  est  dit  une  indéterminée ];  il  en  résulte 

7 ~~  5-~  = t,  d’où  5y  8t  = 7,  (2) 

et  la  valeur  de  x devient  x — 19  — y -t-  t. 

Toute  valeur  entière  de  t,  qui,  substituée  dans  l’équation  (2), 
en  donnera  une  semblable  pour  y,  satisfera  à la  condition  que 

7_-Z~  soit  entier;  ainsi,  les  deux  valeurs  de  x et  de  y corres- 
8 

pondantes  seront  entières  et  satisferont  d’ailleurs  (n°  CO)  à l'équa- 
tion proposée,  qui  résulte  évidemment  de  l’élimination  de  rentre 
les  <leux  équations 

7 — t,  x — iç)—  y + t. 

La  question  est  donc  ramenée  à résoudre  en  nombres  entiers 
l’équation  (2),  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de 
l’équation  (t). 

On  tire  de  l’équation  (2) 

ou , effectuant  la  division. 

Toute  valeur  entière  de  t,  qui  rendra  2 — Zt  un  multiple  de  5, 
donnera  aussi  pour  y un  nombre  entier,  et  sera , par  conséquent, 
convenable:  d’ailleurs,  la  condition  que  2 — 3 1 soit  un  multiple 

2 — 3 t 

de  5 est  nécessaire.  Ainsi  il  faut  poser  — - - — — t'  f t'  étant  une 
seconde  indéterminée);  ce  qui  donne 

Zt  + 5t'  — 2;  (3) 

et  la  valeur  de  y se  réduit  à y — 1 — / -f- 1’ , 


7 — 8/ 

* = —5- ’ 


y=i-t-h 


2 — 3 t 
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[L’équation  (2)  résulte  d’ailleurs  de  l’élimination  de  /'  entre 
ces  deux  dernières.] 

La  question  est  encore  ramenée  à résoudre  en  nombres  entiers 
l’équation  (3),  de  laquelle  on  tire 


2 — , * 

Posons  — g = t"\  il  en  résulte  2 1'  -t-  3 t"  — 2 , (4) 

et , par  conséquent , t=  — t'  -h  t". 

2 3f"  f" 

De  l’équation  (4)  on  déduit  t'  — — — = 1 — t" : 

t" 

et  posant  --  — t'",  on  en  tire  (5)  t"  — ft'", 

et , par  conséquent , t'  — 1 — t"  — t"'. 


Comme , dans  l’équation  (5) , le  coefficient  de  t"  est  égal  à V unité, 
il  s’ensuit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à t en  donnera  une 
semblable  pour  t".  D’ailleurs  , les  deux  inconnues  principales  x 
et  y,  et  les  indéterminées  t,  t',  t"  et  t ",  sont  liées  entre  elles  par 
les  cinq  équations 

x = 1 9 — y -t-  t , 
y ~ 1 — t -t-  / » 

t - — f'  + f", 

t'—i 

t"—  2 r. 

1 * 

Ainsi,  en  donnant  à t‘"  une  valeur  entière  quelconque,  et  re- 
montant de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  premières,  on 
obtiendra  pour  x et/  des  valeurs  entières  correspondantes  qui  vé- 
rifieront nécessairement  l’équation  proposée;  car,  d’après  les  rai- 
sonnements qui  ont  été  faits  plus  haut,  cette  équation  résulte  de 
l’élimination  de  t , t ',  t" , entre  les  cinq  équations  que  l’on  vient 

d’établir. 

Mais , afin  de  n’attribuer  à t que  des  valeurs  auxquelles  corres- 
pondent des  valeurs  entières  et  positives  pour  x et  r,  il  convient 
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d’exprimer  x et  y en  fonction  immédiate  (nn  108)  de  l’indéter- 
minée /",  à l’aide  des  cinq  équations  ci-dessu*. 

Or  l’expression  de  t'  devient,  lorsqu’on  remplace  t"  par  sa  va- 

leur  en  / ",  t'  — i - 2/"'  — t",  ou  t' = 1 — 3/“; 

remontant  à l’expression  de  t,  t=  — t'-yt”— — i-t-  3/"'-l-2/"’; 

ou  réduisant , / = — 1 4-  5 1 

On  trouvera  de  même  y — 1 — ( — 1 — t-  5 f " ) — t-  1 — 3 /w, 

d’où  j = 3— 8r. 

Enfin , 

x=z  u)_(3-8/'")-t-(—  I +5tm),  ou  i5h-  i3/w. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  repro- 
duisent l’équation  proposée,  par  l’élimination  de  t"'.  En  effet,  si 
l’on  multiplie  la  première  équation  par  1 3 , la  seconde  par  8 , et 
qu’on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

1 3/  -t-  8.r  = 159. 

Faisons  successivement  /*'=  o,  1,  2,3...,  ou  bien  / " = — 1 , 
— 2,  — 3...;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  va- 
leurs de  x et  dey  en  nombres  entiers , soit  positifs  , soit  négatifs , 
propres  à vérifier  la  proposée  ; mais  si , comme  l’exige  l’énoncé  , 
on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  entières  et  positives , 
tm  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3 — 8/"'  et 
i5-t-t3/'"  positifs.  Or  il  n’y  a évidemment  que  /"  = o et 
t'"  — — 1 qui  satisfassent  à cette  condition  : car  toute  valeur  po- 
sitive de/'"  rend  / négatif,  et  toute  valeur  négative,  numérique- 
ment plus  grande  que  1,  rend  x négatif. 

Si  l’on  fait  successivement  t"’=o,  t"  == — 1, 


il  en  résulte 

I ,r~  *1 
).r—  ,5  }’  ,,mS 

j.r=  . 1 j 

\r=  2) 

Donc  x — 

1 fi  et  y — 3 , 

x 9.  et  y ■ = 1 i , 

Digitized  by  Google 


PREMIÈRE  MÉTHODE.  2t5 

sont  les  seuls  couples  de  nombres  positifs  qui  vérifient  l’équation 


8 x -+-  i3  / ~ i5g. 


Quant  à la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction  algé- 
brique, puisque  8x  et  i$y  représentent  les  deux  parties  cher- 
chées, il  s’ensuit  que  8x  i5  ou  120,  et  i3  X 3 ou  3g,  forment 
une  première  solution ; que  8X2011  16,  et  i3X  n ou  i43, 
forment  une  seconde  solution;  c’est-à-dire  que  i5g  peut  être  par- 
tagé, soit  en  120  -+-  3g,  soit  en  16  -+-  1 43. 

î!44.  Soit,  pour  second  exemple,  l’cquation 

17  x — 4g  j = —8.  (1) 


On  en  déduit  d’abord 


4<?r  ~ 8 . 

■7 


2 y 


t5  y — 8 


Pour  qu'à  une  valeur  entière  de  y il  corresponde  une  valeur  en- 
tière de  x , il  faut  et  il  suffit  que  1 5 y — 8 soit  un  multiple  de  1 7 . 
,5r y 

Soit  donc  — — = t,  t étant  une  indéterminée; 

'7 

il  en  résulte  tSy — rjf=8,  (2) 


et  x = 2 y -+- 1. 

[L’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  reproduirait  I é- 
quation  (1).] 

8 -4-  17  t 8 -+-  2t 

On  déduit  de  l’équation  (2),  y = -g — - H jg  i 


et  a nouvelle  expression, g — > être  un  nombre  entier 

(c’est  d’ailleurs  une  condition  suffisante). 

on  obtient  2/ — t5/'  = — 8,  (3) 


8-1-2/ 

Posant  - — = — = / 

i5 


et , par  conséquent , 
L’équation  (3)  donne 


y = t + t'. 

i5/'  — 8 


= V'~  4 + i; 
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et  si  l’on  pose  - = t",  d’où  t'  — 2/*, 

on  trouve  1 = 71'  — 4 + f" • 

Maintenant,  pour  exprimer  x et  y en  fonetion  de  l’indétermi- 
née t" , rapprochons  les  quatre  équations 

x=  iy  -+-  t, 

/ = ?/'  — 4+/", 

t'  = zt". 


et  remontons  de  la  dernière  aux  précédentes. 

On  a d’abord  t = 7 . 2f"  — 4 *+■ l" > ou  /=  t5f"  — 4 » 


remontant  à la  seconde,  y — 1 5f"  — 4 + »*">  ou  y — 17/"  — 4 J 
puis  à la  première,  x = 2(17/"  — 4)  + >5 1"  — 4 > 
ou  bien,  •r:=49/  — ,2- 


Les  deux  formules 


x = 49r"  — 12] 

y — 17 4 i 


reproduisent  l’équation 


proposée,  par  l’élimination  de  car,  si  l’on  multiplie  la  pre- 
mière par  49 > la  seconde  par  17,  et  qu’on  retranché  les  deux 
résultats  l’un  de  l’autre,  il  vient 


1 7 x — 49  ï — — 2°4  •+*  >96  = — 8. 

On  voit  d’ailleurs  qu’en  donnant  à t"  des  valeurs  positives 
quelconques , on  obtiendra  pour  x et  y des  valeurs  positives; 
mais  on  ne  peut  supposer  t"  négatif. 


Soit  v t"  = 1 , 2,  3,  4,...; 

on  trouve  y = i3,  3o,  47»  84,..., 

x = 37,  8t>,  1 35,  184,.... 


Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  entières  et  positives  de 
l’équation  proposée  est  donc  infini  ; cl  le  plus  petit  système  est 


x 37,  y z=  i3. 
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Ce  couple  de  valeurs  vérifie  l’équation , car  on  a 

1 7 X 37  — 49  X 1 3 = 629  — 637  = — 8. 

Nous  nous  sommes  dispensé,  dans  cet  exemple,  de  reprendre 
tous  les  raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier, 
pour  rendre  compte  de  toutes  les  opérations;  mais  il  est  facile 
aux  commençants  de  les  reproduire , en  suivant  pas  à pas  les 
transformations. 

I2ü.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente  . 

Soit  (1)  ax  -+-  by  = c l’équation  qu’il  s’agit  de  résoudre.  Tirez 
de  cette  équation  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a le  plus  petit 
coefficient , de  x par  exemple , et  effectuez  la  division  autant  que 
possible  ; vous  obtenez  une  expression  de  x en  y,  composée  d’une 
partie  entière  et  d’une  partie  de  forme  fractionnaire  qu’il  faut 
tâcher  de  rendre  entière.  Égalez  cette  seconde  partie  à une  pre- 
mière indéterminée  t ; il  en  résulte  une  nouvelle  équation  en  y et  t , 
que  l’on  peut  nommer  l’équation  (2) , et  dont  les  coefficients  sont 
plus  simples  que  ceux  de  l’équation  (1).  La  valeur  de  x se  trouve 
d’ailleurs  exprimée  en  fonction  entière  de  y et  t , et  l’équation 
proposée  résulte  de  l’élimination  de  t entre  l’équation  (2)  et  l’équa- 
tion qui  donne  la  valeur  de  x en  y et  t. 

Tirez  du  l’équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  à une  seconde 
indéterminée  t';  d’où  il  résulte  une  équation  (3)  en  t et  t',  plus 
simple  que  les  équations  ( 1 ) et  (2).  La  valeur  de  y se  trouve  ainsi 
exprimée  en  fonction  entière  de  t et  t';  et  la  proposée  résulte  de 
l’élimination  de  t et  t'  entre  l’équation  (3)  et  les  deux  équations 
qui  donnent  x en  fonction  entière  dey  et  t , puis  y en  fonction  en- 
tière de  t et  t'. 

Opérez  sur  l’équation  (3)  comme  sur  les  équations(i)  et  (2),  et 
continuez  cette  série  d'opérations  jusqu’à  ce  qu’enfin  vous  parve- 
niez à une  dernière  équation  entre  deux  indéterminées  dont  Tune 
ait  pour  coefficient  /'unité. 

Remontez  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux  précédentes  ; et 
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cherchez,  par  des  substitutions  successives , à exprimée  x et  v en 
fonction  de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez  ainsi  deux  formules  à l’aide  desquelles,  en  don- 
nant à l’indéterminée  restante  des  valeurs  entières  quelconques, 
vous  trouvez  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières , tant  positives 
(juc  négatives,  propres  à vérifier  l’équation  ax -f-  by  = c. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x et  y, 
les  deux  formules  indiquent,  par  leur  composition,  entre  quelles 
limites  doivent  être  comprises  les  valeurs  de  ta  dernière  indétermi- 
née, pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

Première  remarque.  — Le  procédé  qui  vient  d’être  indiqué 
doit  toujours  conduire  à une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coefficient  d’une  des  indéterminées  est  égal  à Vanité. 

F.n  effet,  dans  la  première  operation  , on  est  amené  à diviser 
le  plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petit; 
dans  la  seconde,  le  plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur  divi- 
sion ; dans  la  troisième , le  premier  reste  par  le  second  reste , et 
ainsi  de  suite,  c’est-à-dire  que  l'on  applique  aux  deux  coefficients 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par 
hypothèse,  les  deux  coefficients  sont  premiers  entre  eux  (n°  122), 
on  parviendra  finalement  à un  reste  égal  à i , qui  servira  de  coeffi- 
cient à l'avant-dernière  des  indéterminées  introduites  dans  le  cours 
du  calcul. 

On  peut  conclure  de  là  , que  l’équation  n e + br  — ». 

admet  toujours  un  nombre  infini  de  solutions  entières  [ positives  ox 
négatives]  tant  que  a et  b sont  premiers  entre  eux. 

Seconde  remarque.  — Lorsqu’on  applique  le  procédé  à une 
équation  dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  inconnues  ad- 
mettent un  facteur  commun  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second 
membre  [auquel  cas  l’équation  est  impossible  en  nombres  entiers ] , 
la  suite  des  calculs  fait  reconnaître  celte  impossibilité , si  on  ne 
l’avait  pas  aperçue  d’abord. 

Soit , par  exemple,  l’équation  49 x — 35 y — 1 1 . 

(Le  facteur  7 est  commun  aux  coefficients  de  x et  r,  et  n’entre 
pas  dans  le  second  membre.  ) 
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On  en  déduit  = — -r-f 


\^x  — Il 


Posant 


on  a 


i4 x — 1 1 

35 


35  ' 35 

— t,  d’où  y = x-\- 1, 

7 f + 1 1 


<4 


2 t ■ 


!4 


Posant 


on  trouve 


nt  -+- 1 1 , ,,  . , 

. — =/,  d ou  x=2<+/, 

'4 

i4<'— ii  , 4 

t = — = 2*  — ! — -■ 

7 7 


Cette  dernière  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres  en- 
tiers pour  t et  t',  puisque  i est  essentiellement  une  fraction.  Donc 
aussi  la  proposée  est  impossible  en  nombres  entiers  pour  x et  y . 

2V.  B.  — Le  dénominateur  7 de  la  fraction  à laquelle  on  par- 
vient est  précisément  le  facteur  commun  aux  deux  coefficients 
de  la  proposée  ; ce  qui  résulte  nécessairement  de  la  nature  de  la 
méthode  employée. 

126.  Au  reste,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs 
simplifications  qu’il  est  important  d’introduire  dans  la  pratique. 

Reprenons  l’équation  déjà  traitée  , 1 7 x — 49 ï — — 8 ; 

>7 


on  en  déduit  d’abord 


Observons  actuellement  que  4o  est  égal  à 1 7 X 2 -t-  i 5 , ou  bien 

49. r 


encore , égal  à 17x3  — 2;  donc , 
ainsi  la  valeur  de  x prend  la  forme 


’7 


3 2 y . 

-z  y ; 

>7 


■ = ly 


(2/+ 8), 

>7 


et  la  question  est  ramenée  à trouver,  pour  y,  un  nombre  entier 
1 ....  • 2 r 4-  8 

• pu  rende  entière  1 expression  — . Or  celte  expression  revient 

1 7 
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, 2 (j  -4-  4 i • * « i 

a — 1 ' ; mais  les  deux  nombres  1 7 et  2 sont  premiers  entre 

«7  , 

2(1’  | 4 ) 

eux.  Ainsi,  pour  que  — 1 — soit  entier,  il  faut  et  il  suffit 

( Arithmétique , 22e  édition,  n°  128)  «pie  jr  -f- 4 s°it  divisible 
par  17. 

Posons  donc  = t,  t étant  un  nombre  entier  tout  à fait 

>7 

arbitraire  ; il  en  résnlte  jr  = 1 7 t — 4> 

et  la  valeur  de  x devient  x = 3 y — 2 1 , 

ou  , remettant  pour/sa  valeur  en  t,  x — fot — 12. 


Ces  formules  donnent  également  toutes  les  solutions  entières  de 
la  proposée;  car  l’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  re- 
produit l’équation  17  x — 49/—  — 8. 

E11  faisant  f=i,  2,  3,4>>-->  on  trouverait  des  valeurs  en- 
tières et  positives  pour  x et  y ; mais  on  ne  peut  supposer  t négatif 
ou  égal  à o : autrement , x et  y seraient  négatifs. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications  pré- 
cédentes, puisque,  par  leur  moyen  , on  n’a  introduit  qu’««e  seule 
indéterminée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples , 
mais  on  ne  peut  les  expliquer  facilement  que  sur  des  équations 
particulières;  c’est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions 
suivantes  : 


127.  Seconde  question.  — Payer  78  fr.  avec  des  pièces  de  5 fr. 
et  de  3 fr.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Soient  x le  nombre  de  pièces  de  5 fr.,  et  / celui  des  pièces  de 
3 fr.;  on  a l’équation  5 x -(-  3y  = 78 , qui  n’admet  que  des  valeurs 
entières  et  positives  comme  solutions  de  la  question. 


Cette  équation  , résolue  par  rapport  à r,  donne  y = 


ou , en  effectuant  la  division  , 


7=  26  — 


2 X 


ou  bien  encore  , 


y — 26  — + 


jr 


\ 
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Kn  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  y,  on  voit 
que  la  valeur  de  y,  correspondant  à une  valeur  entière  dex,  ne 

peut  être  elle-même  entière  qu’autant  que  I on  aura  — égal  à un 

nombre  entier;  et  comme  2 est  premier  avec  3,  il  faut  et  il  suffit 
( Arith . , n°  128)  que  x soit  divisible  par  3. 

Soit  donc  x.  = 3 1; 

il  en  résulte  y = 26  — x — 2 t,  ou  bien,  / = 26  — 5t. 

Si  l’on  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  tout  de  suite  que  x 
doit  être  un  multiple  de  3,  ce  qui  donne  x = 3t; 

d’où  résulte  encore  y = 26  — 2x  -+- 1 , ou  y — 26  — 5t. 


Ces  deux  expressions  de  x et  de  y montrent  que  1 doit  être  po- 
sitif et  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  grande  que  ^ 1 ou  5 g 1 si 
l’on  veut  obtenir  des  solutions  positives  pour  x et  y . 


Soit  donc 

t=  0,  1, 

3, 

4, 

5; 

il  en  résulte 

H 

II 

O 

OJ 

9. 

12, 

1 5 ; 

y — 26 , 2 1 , 

16, 

' ' » 

6, 

1 . 

Ainsi,  l’on  peut  satisfaire  à la  question  de  six  manières  diffé- 
rentes, savoir,  avec  26  pièces  de  3 fr. , sans  aucune  pièce  de  5 fr.  ; 
avec  21  pièces  de  3 fr.  et  3 pièces  de  5 fr.  ; avec  16  pièces  de  3 fr. 
et  6 pièces  de  5 fr.  ; ...  et  ainsi  de  suite. 


N.  B.  — Soit  fait  dans  les  deux  formules,  f = 6 ; il  vient  x = 18, 
y = — 4î  et  cela  voudrait  dire  que  si,  d’une  part,  on  donne 
18  pièces  de  5 fr. , il  faut  qu’on  reçoive  en  échange  4 pièces  de 
3 fr. , pour  que  le  payement  soit  effectué  avec  ces  deux  sortes  de 
pièces. 

On  trouve , en  effet , 5Xi8  — 3x4  — 9°  — 13  = 78.' 


Ainsi,  des  valeurs  positives  pour  x,  et  des  valeurs  négatives 
pour  y,  ou  réciproquement , donneraient  encore  des  solutions  de 
la  question , en  ce  sens  que  le  payement  aurait  lieu , moyennant  un 
échange  de  pièces  de  5 fr.  et  de  pièces  de  3 fr. 
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Troisikmk  problkmk.  — Trouver  un  nombre  qui , étant  divisé 
par  3g,  donne  te  reste  1 6 , et  divisé  par  56,  donne  le  reste  27. 

Soit  N le  nombre  cherché.  Appelons  d’ailleurs  x et  y les  quo- 
.tients  entiers  de  N divise  successivement  par  3g  et  par  56.  On  a 
les  deux  équations 

N = 3g  x 4- 16  et  N = 56^4-27; 
ce  qui  donne  39  x 4-  16  = 56 y 4-  27 , 

ou,  réduisant,  3g  x — 56j=ii.  (1) 

La  question  est  donc  ramenée  à résoudre  cette  équation  en 
nombres  entiers. 

_ , • 56  y -H  11  17  r-t- 11 

On  en  déduit  x = — = y H — : 

39  39 

1 • (22  y —il)  11  (2  r — 1) 

ou  bien  encore , x = 2 y — • = = 2 y — ^ • 

39  J 39 


(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu’on  s’aperçoit  que 
le  facteur  1 1 peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur  de  la 
fraction.) 


1 1 ( 2 y 1 ) 

Comme,  dans  l’expression  — ->  le  facteur  1 1 est  pre- 

mier avec  3g , pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  entier, 
il  faut  et  il  suffit  que  2 y — 1 soit  divisible  par  3g. 


Posons  donc  — = = t, 

39 

il  en  résulte 

2/  — 3g/=  1, 

et,  par  conséquent,  x = 2 y — 1 1 /. 


L’équation  (2)  donne 


3q  t 4-  1 t 4-  1 

T=~ •=  19/4-- 

2 ^ 2 


(2) 


posant  = t ',  on  obtient  l’équation  tmt'  — 1 , 

et  y~igt-\-t',  d’où  y = 3gr' — 19. 
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En  reportant  cette  valeur  de  y et  celle  de  t dans  l’expression 
de  x,  on  trouverait  x — 56 t' — 27.  Mais  cette  substitution  est 
inutile  ; car  puisque  N est  l'inconnue  principale  du  problème 
(x  et  y ne  sont  ici  que  des  inconnues  auxiliaires) , et  que  l’on  a 
N = 56 y 4*  27,  il  suffit  de  remplacer,  dans  cette  équation,  y par 
sa  valeur  ; ce  qui  donne 

N = 56(3gf' — 19)-+- 27,  ou,  en  réduisant, r N=2i84f' — 1037. 

On  reconnaît,  à l’inspection  de  cette  formule,  que  t'  peut  avoir 
une  valeur  positive  quelconque,  mais  ne  saurait  être  négatif,  si 
l’on  veut  que  N soit  positif. 

Soit  l'  = 1 ; il  en  résulte  N = 2184  — 1037  = 1 * 4? • 

Ce  nombre  1 1 47  est  le  plus  petit  de  tous  les  nombres  entiers 
positifs  susceptibles  de  satisfaire  à l’énoncé. 

Observons  d’ailleurs  que , du  moment  où  l’on  a reconnu  que 
1147  satisfait  à l’énoncé,  on  est  certain  que  toutes  les  autres 
valeurs  de  N correspondant  àf'=2,3,4,--*  y satisfont  éga- 
lement. En  effet,  dans  la  formule  N = 2184?'  — 1037,  le  nom- 
bre 2184  étant  égal  à 39  X 56,  les  hypothèses  t'  = 2,  3,  4>  • • • 
donneront  pour  N des  multiples  de  2184 , ou  de  3g  et  de  56, 
augmentés  de  1 1 47  ; d’où  il  suit  que  ces  valeurs  de  N , divisées 
respectivement  par  3g  et  56,  doivent  donner  les  mêmes  restes 
que  1 147. 

N.  B.  — Les  artifices  de  calcul  auxquels  nous  avons  eu  recours 
dans  la  résolution  des  questions  précédentes  abrègent  beaucoup 
la  détermination  des  valeurs  de  x et  de  y,  mais  ils  supposent  de 
l’habitude  : c’est  pourquoi  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 
l’usage. 

128.  Si  l’on  compare  les  formules  propres  à donner  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y,  dans  les  diverses  questions  que 
nous  avons  traitées  jusqu’à  présent,  aux  équations  de  ces  pro- 
blèmes, on  peut  facilement  reconnaître  qu’elles  jouissent  de  cette 
propriété  commune  : Les  coefficients  de  l'indéterminée  qui  entrent 
dans  ces  formules  sont  réciproquement  les  memes  (au  signe  près 
pour  l’un  des  deux)  que  les  coefficients  dont  les  inconnues  x et  y 
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sont  affectées  dans  l’équation  proposée ; c’est-à-dire  que,  dans  la 
valeur  de  x,  le  coefficient  de  l'indéterminée  est  égal  au  coefficient 
dont  y est  affecté  dans  l'équation  ; et  dans  la  valeur  de  y,  le  coef- 
ficient de  l'indéterminée  est  égal  au  coefficient  de  x dans  l’équa- 
tion, pris  en  signe  contraire  ; ou  réciproquement  (quant  aux  signes 
des  deux  coefficients). 

Pour  donner  de  cette  propriété  une  démonstration  tout  à fait 
indépendante  de  la  méthode  qu’on  a suivie,  reprenons  l’équation 
générale 

ax  -4-  by  = c , ( i ) 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé 
y = C,  x = a , 

pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  (positifs  on  néga- 
tifs); je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans 
les  deux  formules 


y = 6 -h  at  1 

r = a — ht  ) 


ou  bien , 


1 y = 6 — at , 
( x = a -I-  ht; 


t désignant  un  nombre  entier  tout  à fait  arbitraire. 

En  effet,  puisque  a et  6 forment  un  premier  système  de  valeurs 
de  x et  de  y,  en  nombres  entiers,  on  a l’égalité 


ni  + b ê = c.  (2) 

Retranchant  cette  égalité , membre  à membre,  de  l'équation  (1), 
ce  qui  revient  à mettre  pour  c sa  valeur  ax  -+-  éê  = c,  on  obtient 

a{x—  x)  y- b [y  — 6)  = c,  (3) 

équation  qui  peut  remplacer  identiquement  la  proposée  (*). 


(*)  Nous  entendons  ici,  par  le  mot  identiquement , que  tout  système  de 
valeurs  de  x et  de  y susceptible  de  vérifier  réquation  (3)  doit  aussi  vérifier 
réquation  (i),  et  réciproquement;  ce  qui  est  évident,  puisque  la  transfor- 
mation précédente  revient  à remplacer  c par  sa  valeur  a « -p-6£. 
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Or  l’équation  (3)  revient  à celle-ci  : 

r ;[_  *(/  — g). 

a 

et  pour  que  la  valeur  de  x correspondant  à une  valeur  entière 
de  y soit  elle-même  entière,  il  faut  et  il  suffit  que  b [y — 6)  soit 
divisible  par  a ; mais  on  sait  ( n"  122)  que  les  coefficients  a et  b 
sont  premiers  entre  eux  (autrement  l’cquation  ne  serait  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers);  donc’,  en  venu  du  principe  établi  en 
Arithmétique  ( n°  128),  il  faut  et  il  suffit  que  y — 6 soit  un  mul- 
tiple de  a. 

Posons  donc  y — = at , 

il  en  résulte  x — a = — bt\ 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 
y = <?  -+-  at , x — a — ht. 

Comme  le  signe  de  t est  tout  à fait  indéterminé,  on  peut  chan- 
ger t en  — t dans  ces  formules  , ce  qui  donne  encore 

y — g — at,  x = x-j~bt. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  t , en 
nombres  entiers,  les  valeurs  y = ë -1-  at , x — x — bt , satisfont  à 
ia  proposée. 

En  effet , si  on  les  substitue  dans  cette  équation , on  trouve 
a (a. — bt)  -t-  b (g  -4-  at)  — c,  ou  réduisant,  ao.-\-bf>—  r, 

égalité  vérifiée,  puisque  a et  § forment,  par  hypothèse,  une  solu- 
tion de  la  proposée. 

129.  Conséquence.  — Si , dans  les  formules 
y = 6 -t-  at,  x = u — bt, 
on  fait  successivement 

t ™ o,  i , 2,  3, , t?t  t — i , 2 , — 3,... , 

elles  deviennent 

e+-2«,ê-t-3tf,...l  (,t  Lr=(‘  — ayf> — 2«,  6 — 3a,..., 

x~a,x — b,  a — 2 b,  a — 3b,...\  j x~  a b,  a ■+•  2 b,  a -4-  3 b, 

Alg.  B.,  10”  éd.  i5 
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27.6 

D’où  l’on  voit  que  toutes  les  solutions  entières , positives  ou  né- 
gatives , de  la  proposée , forment  deux  progressions  par  différence , 
dont  la  raison  est , pour  tes  valeurs  de  x , le  coefficient  dont  y est 
affect,  • dans  l’équation , et  pour  les  valeurs  de  y,  le  coefficient  dont  x 
est  affecté  dans  la  même  équation. 

150.  Autre  méthode  pour  résoudre  l’équation 
ax  -h  by  — c. 

D’après  ce  qui  a été  démontré  au  n"  129,  toute  la  difficulté, 
pour  résoudre  complètement  cette  équation  , consiste  à trouver 
une  première  solution , puisqu’on  obtient  ensuite  toutes  les  autres 
au  moyen  des  formules 

Y — o al , x = a — ht. 

Or  on  peut  toujours  obtenir  une  première  solution  en  s’ap- 
puyant sur  les  propriétés  élémentaires  des  fractions  continues. 

Kn  effet,  supposons  d’abord  que  l’équation  soit 

ax  — by  — c y ( i ) 

a et  b étant  deux  nombres  absolus  , mais  c pouvant  être  positif  ou 
négatif. 

Convertissons  en  fraction  continue  la  fraction  j ■>  qui  doit  être 

irréductible  ( n°  122  ) , et  formons  les  réduites  consécutives. 

a ...  m ,,  ... 

La  derntere  sera  T : et  si  I on  nomme  — 1 avant-derniere,  on 
b m 

aura,  d’après  les  propriétés  connues,  la  relation 
a i X « = i 1 I 


savoir  : i si  la  réduite  j est  de  rang  pair,  et  — t si  cette  réduite 

est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu’elle  soit  de  rang  pair;  il  en 
résulte  l’égalité  vérifiée  a X m'  — lxw=  + i . 

Multiplions  ses  deux  membres  par  c, 

il  vient  ayc.m't iXw  = f. 

résultat  qui  ne  diffère  de  l’équation  ax — by  = c 

qu’en  ce  que  .r  et  y sont  remplacés  par  m'e  et  me  ; 
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donc  x — m'c , y — me  forment  une  solution  de  l’équation. 

Si  la  réduite  j est  de  rang  impair,  on  a « X ni' — b X m = — t ; 

d’où,  multipliant  par  — c,  a X ( — m'e)  — b X ( — me)  = c. 

Comparant  rette  égalité  vérifiée  avec  l’équation  ax  — br  — c,  on 

en  conclut  x — — m'e,  r — — me,  pour  solution. 

Si  l’équation  est  de  la  forme  a x -f-  b y = e , 
c’est-à-dire  si  les  deux  coefficients 
a elb  sont  de  même  signe,  on  peut 

la  modifier  et  l’écrire  ainsi  : ax  — 6 X { — y)-c- 

Dès  lors, .en  formant,  comme 
ci-dessus , l’égalité  a X m'e  — b X me  — c , 

ou  bien  celle-ci , «X( — m'e)  — éx(tnc)  = c, 

on  pourra  conclure  que  x=zm'c,  y — — me,  ou 

x=  — m'e,  y — me,  forment  une  solution  de  l’équation. 

Ainsi , quelle  que  soit  l’équation  proposée  , on  peut  toujours , 
au  moyen  des  fractions  continues,  obtenir  une  première  solution 
de  cette  équation;  et  les  formules  y=%-\-at,  x = a — bt, 
donnent  ensuite  toutes  les  autres. 


43! . Appliquons  celte  méthode  à l’équation  suivante  : 

2C)  X •+■  17  jr  = 25o. 

2Q 

La  fraction  —,  convertie  en  fraction  continue,  donne,  pour 

. . , . , • . 1 2 5 12  20 

les  réduites  consecutives,  -,  -,  x , — -,  — • 

1 1 3 7 ‘7 


D où  résulte  V égalité  vérifiée  2g X 7 — 17  X 12  = — 1. 

2Q 

( Ici  la  réduite  est  de  rang  impair.  ) 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  — 25o  ; il  vient 


29  X ( — 1750}  — 17  X(—  3ooo)  = 2.5o; 

i5. 
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mais  la  proposée  peut  être  écrite  aiusi  : 


29  X x — ' 7 X (—  y ) = a5o  ; 


d'où  l’on  voit  (|uc  x = — >75o,  /=3ooo,  forment  une 

solution. 


Les  formules  deviennent  alors 


( y — 3ooo  -t-  29 1 , 

I x — — 1^50  — 17/. 


Si  l’on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers et  positifs,  il  faut  supposer  t négatif  : ainsi,  changeant  le 
signedef,  on  a y—  3ooo  — 2gr,  x — — 17504-17 t\  et  il  est 
évident  que  les  valeurs  de  x et  de  y ne  seront  positives  qu’autanl 


que  l’on  aura 


I 1 7 r > 1750, 
f ?.gt  3ooo , 


d’où 


i75p 

, 

>7 

3ooo 

* 

29 


ou,  effectuant  les  divi.sions, 


, . 16  . - , i3 

t ~>  102  — , mais  < io3 

•7  29 


Donc  t = io3  est  la  seule  valeur  de  l’indéterminée  qui  rende  x 
et  y positifs. 

Pourt=io3,  on  trouve  x = 1 , j=i3,  valeurs  qui,  sub- 
stituées dans  l’équation , donnent 

29  x 1 +17X  1 3 — 29+  221  = 25o  . 


On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne 
toutes  les  solutions  de  l’équation. 


152.  Dans  quelques  circonstances  , on  peut  obtenir  la  première 

solution  sans  être  obligé  de  convertir  ~ en  fraction  continue. 

b 


i°.  Si  l’un  des  deux  coefficients  a et  b est  un  sous-multiple 
exact  de  la  quantité  toute  connue  c , l’équation  donne  sur-le-champ 
cette  solution. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  5x  -t-  3/  = 78  ; le  coefficient  3 
divise  78,  et  donne  pour  quotient  26. 
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Donc  , si  l’on  pose  x = o el  y = 26,  l'équation  est  satislaite  ; 
car  elle  devient  5x0  + 3x26=78. 

i x — 3t) 

Les  autres  solutions  se  trouvent  d’après  les  formules  j ^ r ^ 

» t 

Soit  encore  l’équation  iîx+  35  r = i56. 

Comme  i56  est  divisible  par  12  et  donne  i3  pour  quotient,  il 
s'ensuit  que  y — o , x — i3  forment  une  première  solution;  et 
l’on  a,  pour  les  formules  relatives  à l'équation  proposée, 

x=  i3  — 35  r,  y = 12  t. 

20.  Tontes  les  fois  qu’à  l’inspection  de  l’équation , on  reconnaît, 
(pie  la  somme  ou  la  différence  des  coefficients  a et  b,  multipliés 
respectivement  par  deux  nombres  entiers  convenables,  donne  un 
sous-multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s’obtient 
encore  sur-le-champ. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  25a- — 16/  = 12. 

Comme,  en  faisant  x = 2,  r — 3, 
on  trouve  25  X 2 — i6x3  = 2, 

multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée  par  6,  quo- 
tient de  1 2 par  2 ; il  vient  25  X 12  — 16  X 18=  1 2 ; 
ce  qui  prouve  que  x — 12,  v = 18  satisfont  à la  proposée  ; 
• d’où  les  deux  formules  x =12+16/,  y — 18  -P  ?.5 1. 


Soit  encore  l’équation 

i3r  — 47  y — 

elle  est  évidemment  satisfaite  par 

x = 0,  y — 

Ainsi,  les  formules  générales  sont 

•r  = 47 1,  y = 

Au  reste,  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne  sont 
que  des  moyens  particuliers  à certaines  équations,  tandis  que  la 
conversion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours  certain 
pour  y parvenir. 
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Nous  engageons  les  commençants  à s’exercer  également  sur  les 
deux  méthodes  que  nous  avons  exposées,  et  qui  sont  les  plus 
simples  des  méthodes  connues. 


153.  A la  seule  inspection  des  signes  de  l'équation 

** 

ax  -+-  by  — c , 


on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs est  limité  ou  infini. 

i”.  Lorsque  b est  positif  (ci  peut  toujours  être  supposé  tel), 
le  nombre  des  solutions  est  limité. 


Kn  effet,  de  la  proposée  on  déduit 


x — 


c — by 


a 


Or,  si  r est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  l’on  donne  à y, 
la  valeur  de  x correspondante  sera  négative;  ainsi,  dans  ce  cas, 
l’équation  n'admet  aucune  solution. 

Si  c est  positif,  on  ne  peut  donner  à y des  valeurs  positives  plus 

c 

grandes  que  - : autrement  x serait  négatif;  d’ailleurs,  à la  plus 

grande  valeur  de  r correspond  la  plus  petite  pour  x,  et  récipro- 
quement : donc , etc. 

2°.  Lorsque  b est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de  c,  le  nombre 
des  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  x = a — ht,  y = 6 -+-  ne 

deviennent,  le  signe  de  b étant  mis  en  évidence, 

| x — a -1-  bt , 

I y = 6 -t-  rit. 

Or,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  où  st  et  & sont  deux 
nombres  négatifs,  il  suffit,  pour  que  x et  y soient  positifs,  de 
supposer  à t des  valeurs  positives,  numériquement  plus  grandes 

que  celles  de  - et  -.  Ainsi,  l’on  peut  donner  à t des  valeurs  en- 
u a 

tieres  quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotients. 
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134.  Dans  l’hypothèse  où  a , b , c sont  positifs  à la  fois,  on 
peut  toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  com- 
prises les  valeurs  de  l'indéterminée. 

Pour  cela,  dans  les  deux  formules,  qui  sont  alors 

y — S -+■  at , j:  — st  — ht , 

il  suffit  de  poser  les  inégalités  6-+-«<^>o,  a=éf^>o, 


d'où  I on  déduit  (n"  iOiï ) 


mais 


'< 


a. 

T 


Lorsque  ces  deux  inégalités  ne  s’accordent  pas,  c’est  une  preuve 
que  l’équation  n’admet  aucune  solution  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs ; mais  si  elles  s’accordent,  le  nombre  des  valeurs  entières  qu’on 

peut  attribuer  à t entre  les  deux  limites  — - et  ^ exprime  le 

n b 


nombre  total  des  solutions. 


et 

i\i.  H.  — Comme  la  différence  entre  la  limite  supérieure  ■■  et 

6 a o.  -4-  b 6 e , , , , 

la  limite  intérieure > est  ou  — r (a  cause  de  la  ma- 
ri ab  nb 

c 

lion  no.  4-  f>6  = c),  il  s’ensuit  que  — » ou  «y  -+-  i “(</  expri- 
mant la  partie  entière  du  quotient  de  r par  ab),  est  le  maximum  dti 
nombre  total  des  solutions. 


§ II.  — Des  Équations  et  Problèmes  indéterminés  a 
trois  ou  tin  /tins  grand  nombre  d'inconnues. 

13Î5.  Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  équations  à trois  in- 
connues. 

Soit,  pour  premier  exemple , le  système  des  deux  équations 
5x4- 4 X+  z = 272,  (1) 

8x4-97  -H  3z  =_  656,  (2) 

dans  l’une  desquelles  l’inconnue  z est  affectée  d’un  coefficient  égal 
à l’unité.  — Commençons  par  éliminer  z. 
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A cet  effet , multiplions  lu  première  équation  par  3 , et  retran- 
chons la  seconde  du  résultat  ; il  vient 

7*  3/  = t6o,  (3) 

équation  qui  peut  remplacer  l'équation  (2). 

Appliquant  à l’équation  (3)  la  première  méthode,  on  trouve  les 

deux  formules  |r  * ^ 

| y = 5 1 -+-  7 1 1 

Reportant  ces  deux  expressions  de  x et  de  > dans  la  première 
équation  , on  obtient 

5(i  — 3/) -t- 4 (5t  -t-  ■][)  + z— 

ou  réduisant,  z ~ 63 — i3f. 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en 
fonction  entière  de  l’indéterminée  t.  Ainsi , en  donnant  à t des  va- 
leurs entières  quelconques , on  en  obtiendra  de  semblables  pour 
x,  r,  z,  et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  proposées; 
car,  d’après  ce  qui  vient  d'étre  dit,  le  système  des  trois  formules 
équivaut  aux  deux  équations. 

Si  l’on  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x ,jr,  z, 
il  est  évident  que  t ne  peut  être  positif,  car  x serait  négatif; 

5i 

mais  on  peut  supposer  l — o,  — 1 , — 2, . . . , jusqu  a t — 

7 

2 

ou  — 7-?  c’est-à-dire  — 7,  puisque  t doit  être  entier. 

7 

Faisant  donc 


t — 0,  — 

> > — 

*»  • 

-3, 

-4, 

-5, 

— 6, 

7 

r 

( x 

= • , 

4, 

7 > 

10, 

.3, 

16, 

<9. 

22; 

on  trouve  ly 

= 5,, 

44. 

37> 

3o , 

23, 

16, 

9. 

2; 

f z 

= 63, 

76> 

%, 

102 , 

1 15, 

1 28, 

>4-. 

• 54  ; 

d’où  l’on  voit  que  le  problème  est  susceptible  de  huit  solutions- 
différentes. 
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Soient,  polir  nouvel  exemple,  les  équations 

6x-+-77-t-42:=  ,22>  (0 

1 1 x + 8/  — 62  = i45.  (2) 

Pour  éliminer  z entre  ces  deux  équations,  multiplions  la  pre- 
mière par  3 et  la  seconde  par  1,  puis  ajoutons  les  résultats  mem- 
bre il  membre  ; il  vient 

4ox  37/  = 656 , (3) 

équation  pour  laquelle  on  trouve,  d’après  la  première  méthode. 

j x = 3t  f -4-  9 j 
| y = 8 -4of  j' 

Reportant  ces  valeurs  dans  l’équation  (1),  on  obtient 
6 ( 37  / 4-  9)  7 ( 8 — 4°f)  + 42=  t22, 

ou  réduisant , 

3z  — 29/2=6.  (4) 

Ici  l’inconnue  2 n’est  pas,  comme  les  deux  autres,  x et  y, 
exprimée  en  fonction  entière  de  l’indéterminée  /.  Ainsi , il  faut 
encore  appliquer  à l’équation  (4)  l’une  des  deux  méthodes 
connues. 

On  a , d’après  la  iTe  remarque  du  n°  152,  pour  les  formules 
relatives  à cette  équation  , 

(=2/,  Z=  29/'-+-  3. 

Comme,  d’ailleurs,  toute  valeur  entière  de  /,  substituée  dans 
les  expressions  de  x et  de  y,  en  donnera  de  semblables  pour  ces 
inconnues  , il  s’ensuit  que,  si  l’on  y met  2 /'  la  place  de  /,  on 
obtiendra  les  trois  formules 

x=  74/'  -t-  9, 
y = 8 —80/', 

2 = 29  /'  + 3 , 
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qui  comprendront  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,  y,  z, 

propres  à vérifier  les  équations  proposées. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  solutions  directes  , il  est  visible  que  t'  ne 
peut  ctre  positif,  puisque  alors  y serait  négatif  ; et  t'  ne  peut  être 
négatif,  puisque  z el  x seraient  négatifs. 

Mais  l'hypothèse  t' — o donne  .1  = 9,  y — 8,  s = 3; 
donc  ce  système  est  le  seul  qui  satisfasse  aux  deux  équations. 

I5C.  En  résumant  la  marche  précédente,  on  en  conclut  cette 
règle  générale  : — i°.  Éliminez  l’une  des  inconnues  entre  les  équa- 
tions proposées,  et  cherchez  pour  l’équation  résultant  de  cette  éli- 
mination, les  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  - qui  y 
entrent , en  fonction  f.ntièrk  d’une  indéterminée  t.  — 2°.  Substituez 
ces  expressions  dans  l’une  des  équations  proposées , ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus  que  t et  l’inconnue  que 
l’on  avait  d’abord  éliminée.  — 3°.  Déterminez  , pour  cette  nouvelle 
équation , les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  deux 
inconnues  qui  y entrent , cri  fonction  kntièrf.  d’une  seconde  indé- 
terminée t'.  — 4».  Substituez  enfin  l'expression  de  t dans  celtes  des 
deux  premières  inconnues. 

Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent  ainsi  exprimées  en 
fonction  entière  der';  et  il  ne  s’agit  plus,  après  cela,  que  de  dé- 
terminer pour  t'  les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se 
trouver  pour  que  celles  des  inconnues  principales  soient  entières 
et  positives. 

N.  B.  — Toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues  a pour  coeffi- 
cient l’unitc  dans  l’une  des  équations,  il  est  plus  simple  d’éliminer 
cette  inconnue , parce  qu’après  avoir  exprimé  les  deux  autres  en 
fonction  entière  d’une  même  indéterminée,  si  l’on  reporte  ccs 
valeurs  dans  l’équation  où  la  troisième  inconnue  est  affectée  d’un 
coefficient  égal  à l’unité , on  obtient  immédiatement  cette  troisième 
inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indéterminée  ; ainsi , 
dans  ce  cas,  une  seule  opération  est  suffisante.  Les  deux  équations 
du  n°  i51î  en  ont  offert  un  exemple. 

137.  Voici  la  marche  qu’il  faut  suivre  pour  trois  équations  à 
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quatre  inconnues  : — Apres  avoir  éliminé  l'une  des  inconnues  , on 
exprime , à l’aide  des  deux  équations  résultantes , et  d’après  ce  qui 
vient  d’être  dit , les  trois  autres  inconnues  en  fonction  entière 
d’une  même  indéterminée  ; et  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’une 
des  équations  proposées.  Si  , dans  la  nouvelle  équation  , les  coeffi- 
cients des  deux  inconnues  qui  y entrent  sont  différents  de  l’unité  , 
on  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en  fonction 
entière  d’une  seconde  indéterminée  ; puis  on  remplace,  dans  les 
expressions  des  trois  premières  inconnues,  la  valeur  de  la  première 
indéterminée  en  fonction  de  la  seconde  , et  l’on  obtient  ainsi  les 
quatre  inconnues  primitives  %/>  fonction  entière  de  la  seconde 
indéterminée. 

Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à cinq  inconnues , etc. 

158.  Nous  proposerons,  pour  exercice,  les  questions  sui- 
vantes : 


Première,  question.  — Un  monnayeur  a trois  • sortes  d’argent. 
Sur  i kilogramme , la  première,  contient  g d’argent , ta  seconde 

-g , et  la  troisième  -'-g.  Il  veut  faire  un  alliage  de  3o  kilogrammes 

3 

pesant,  qui  sur  i kilogramme  contienne  d'argent. — Combien  (en 
nombres  entiers  ) doit-il  prendre  de  kilogrammes  de  chaque  sorte  ? 


X = 1 0 , 

12,  14, 

16, 

-H, 

y = 20 , 

i5,  10, 

5, 

0, 

z = 0, 

3,  6, 

9’ 

I 2 , 

1 solutions, 

en  admettant  0 

pour 

et  de  z. 


Seconde  question.  — Trouver  trois  nombres  entiers  tels  que  la 
somme  de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  3 , 5 , 7 , soit 
égale  à 56o , et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les  carrés 
9,  25,  49 , soit  égaie  à 2920. 


( 


Réponse. 


/ x = 1 5, 

5o,| 

\ 

y = 82 , 

4°>  J * 

c’est-à-dire  deux  solutions.  ) 

[ »=  i5 , 

3o,  ; 

/ 
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Troisième  question.  — Trouver  un  nombre  entier  N qui , étant 
divisé  par  1 1 , donne  le  reste  3 ; divisé  par  ig  , donne  le  reste  5 ; et 
divisé  par  29 , donne  le  reste  1 o . 


Réponse  N = 4»  28  4-  6061 1,  t étant  entier;  en* sorte 
que  4128  est  le  plus  petit  nombre  entier  absolu  qui  satisfait 
à l’énoncé. 


Quatrième  question.  — Trouver  pour  x un  nombre  tel  que  les 

3x — 10  1 1 x -4-  8 i6x — 1 , . 

expressions  > , ■ — — , soient  des  nombres 

7 »?  5 

entiers.  • 

( Réponse,  x = 2 1 1 4-  5g5  t.  ) 


159.  Remarque  importante. — Si , dans  la  dernière  question  , on 

,,  . 3x — 10  iix  + 8 i6x — 1 

désigné  par  4,  z et  v,  les  quotients — ? 1 = , 

7 >7  5 

on  a pour  les  équations  du  problème 

3x  — 10=74,  11x4-8=172,  i6x — i = 5 v, 

ou  bien.  . 3x  — 7 4=  10,  1 1 x — 172  = — 8,  i6x  — 5e  = 1 . 


Il  faudrait  donc  leur  appliquer  la  marche  indiquée  dans  le  numéro 
précédent  pour  trois  équations  à quatre  inconnues.  Mais  nous 
allons  développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  déterminer 
la  valeur  de  x , qui  est  ici  l’inconnue  principale.  Ce  moyen  est 
d’ailleurs  applicable  à toutes  les  questions  du  même  genre. 


D’abord  , si  nous  considérons  la  troisième  expression  -—-g — - 
dont  le  dénominateur  est  le  plus  simple  , elle  revient  à 


3x 


ainsi , pour  qu'elle  soit  entière  , il  faut  et  il  suffit  que  x — i soit 
un  multiple  de  5. 
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Posons  donc 


il  on  résulte  x 


5 t. 


237 


Toute  valeur  entière  de  t , substituée  dans  cette  dernière  équa- 
tion , donnera  pour  x un  nombre  qui  satisfera  à la  troisième 
condition  de  l’énoncé. 

Substituons  dans  la  première  expression,—^ — — 1 la  valeur 

7 

de  x qu’on  vient  d’obtenir  ; elle  se  change  en 

1 5 / — 7 ...  t 

- ou  réduisant,  ?.t — iH 

7 7 


On  voit  que  celle-ci  sera  entière  si  l’on  suppose  t = 7 V'  ; d’ailleurs 
cette  condition  est  nécessaire.  Ainsi , pour  que  la  première  et  la 
troisième  des  expressions  proposées  soient  entières,  il  faut  et  il 

suffit  que  Ton  ait  x — 1 -+-  5t, 

t étant  de  la  forme  t=  ’jt',  ce  qui  donne  x = 1 -f-  35f'. 

Portons  dans  la  seconde  expression  1 l r ^ cette  nouvelle 

'7 

valeur  de  x ; il  vient 


385f'-+-iq  _ , 2(1  — 3/') 

? OU  23f  -+-  1 -t 


•7 


«7 


Or  2 est  premier  avec  17  ; donc,  pour  que  la  seconde  expres- 
sion soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  1 — 3 1'  soit  divi- 
sible par  17. 

1 — 3r'  . , 1 — 17 1" 

Posant  = t , on  en  tire  t'  = -- — , 

17  3 


ou , effectuant  la  division  , 


t'  — — fit"  -+- 


t 4-  1 


Soit- — i-i  = t”,  on  obtient  f"  = 3f"' — 1; 
d’oii  t'=  —6(3/'"—  ou  t'=  — i7f'"+6. 
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Reportant  cette  valeur  dans  l'expression  x=r  i -t- 35f',  on 
obtient , toute  réduction  faite , 

x — 21  i — 595*"’. 

Telle  est  la  formule  propre  à donner  toutes  les  valeurs  de  x sus- 
ceptibles de  satisfaire  à l’énoncé. 

Soit  tm  — o , on  trouve  r = îti  : c’est  le  plus  petit  de  tous  les 
nombres  cherchés. 

En  supposant  à t"'  des  valeurs  négatives  quelconques , on  obtien- 
drait les  autres  solutions  [en  nombres  positifs]. 

N.  B.  — Nous  remarquerons  que  5g5  , coefficient  de  f " dans  la 
formule,  est  le  produit  7X17X5  des  dénominateurs  des  trois 
expressions  proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette 
propriété , qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux  ; car,  dans  ce  cas , le  coefficient  est  égal  au 
multiple  le  plus  simple  < les  dénominateurs. 

140.  Il  nous  reste  encore  à parler  des  problèmes  dits  plus 
qu’indéterminés , c’est-à-dire  de  ceux  pour  lesquels  le  nombre 
des  équations  est  moindre  de  deux  ou  de  plusieurs  unités  que  le 
nombre  des  inconnues. 

Soit  d’abord  l’équation  à trois  inconnues  , ax  -t-  by  -+-  cz  = d. 
Si  l’on  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre  , il  vient 
ax  -f-  by  = d — cz  ou  ax  by  — c' 

(c1  désignant  la  quantité  d — cz,  qu’on  regarde  pour  le  moment 
comme  connue). 

Cela  posé , l’on  établit  pour  l’équation  ax  -4-  by  = c % 

les  deux  formules  x = a — bt , y = 6 -f-  at. 

Après  quoi , Von  remplace  dans  x et  S,  c'  par  sa  valeur  d — cz  ; 
alors  x et  / se  trouvent  exprimés  en  fonction  entière  de  l'indéter- 
minée t,  et  île  la  troisième  inconnue  z. 

Soit  proposé , par  exemple , de  payer  1 87  francs  avec  des  pièces 
ale  5 francs,  6 francs  et  20  francs,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  x,y,  z les  trois  nombres  de  pièces  qu’il  faut 
donner  de  chaque  sorte  ; on  a l’équation 

5x  4-  6/  -4-20 z ~ 187, 
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qui  revient  à 5x-t-6/  = 187  — ioz  = c'. 
Tirant  de  cette  équation  la  valeur  dex, 


ou  bien , 


f ' — y 

Posant  — = t9  on  en  déduit 

5 


d’où 


c — Y 
5 -• 

y — c'  — 5 1, 

x — — c'  -4-  6 t. 


a3g 


Remplaçant,  dans  ces  deux  formules,  c'  par  sa  valeur  187 — 203, 


on  trouve  enfin 


y — 187  — 20  3 — 5 1, 

X = — 187  4-  203  -t-  6t. 


Tant  que  l’on  admettra  pour  x et/  des  nombres  entiers,  positifs 
ou  négatifs,  on  pourra  donner  à z et  à / des  valeurs  tout  à fait  arbi- 
traires j mais  si  l’on  veut  satisfaire  directement  à l’énoncé,  la  forme 
même  de  l’équation  proposée,  5x  + 6/  + 202  = 187  , prouve 


que  2 ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de 


20 


ou  9 


7 . 
20  " 


car,  autrement,  x ou  / serait  négatif. 

Posons  donc  successivement  z = o,  1 
Si  l’on  fait  z = o,  les  valeurs  de  x et  de 
deviennent 


( x=  — 187  4-6/, 

lr=  187—5 1\ 


formules  qui  prouvent  que  t doit  être 


mais  — =■'  t 

5 


I 2 

ou  > 3i  mais  < 37  -■  Donc  t peut  recevoir  six  valeurs, 
savoir  : 32,  33,  34,  35,  36  et  37. 
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Ainsi,  pour  z — o , on  a 


INDÉTERMINÉES 

( t = 32,  33,  34,  35,  36,  37, 
jx=  5,11,17,23,29,35, 
\.r  = 27»  22>  l7> ,2»  7>  2- 


Soit  z = 1 , on  trouve 


| x = — 167  + 6 / , 

(/=  167—5  r; 


d’où  t ou  2 

core  les  six  valeurs  28 


,7  mais  <"  y ou  33  ce  nui  donne  en- 
' b 5 5 ' 


Ainsi , pour  z = 1 , on  a 


Pour  z = 2,  on  trouverait 


Pour  z — 3, 


1 t = 28,  29,  3o,  3 1 , 32,  33, 
jx=  •>  7>  t3>  ,9>  a5»  3j, 
(r  =* 7,  22>  >7»  l2»  7,  2- 

1t  = 25,  26,  27,  28, 29, 

X = 3,  9,  i5,  21,  27, 
j = 22,  17,  12,  7,  2. 

1 t = 22, 23,  24,  25, 
x=  5, 11, 17,23, 

b = 17,  12,  7,  2. 


Pour  z = 8,  les  formules  seraient 


l x — — 27  + 6 f , 

b=  27  — 5/; 


I 2 

d’où  t>-ç  ou  4 niais  <C  g-  ou  5 g-  Alors  t ne  peut  recevoir 
que  la  valeur  t = 5 ; ce  qui  donne  x = 3,  y = 2. 

Enfin , à l’Iiypothèse  z = 9 il  ne  correspond  aucune  solution ; 
car  les  formules  deviennent  x = — 7 6 z,  y = 7 — 5 r ; 

H I 12 

d’où  t > ^ ou  1 =,  mais  r <T  4.  ou  1 ^ ; résultats  contradictoires 

o o 5 5 

en  tant  que  l’on  cxi{>e  des  solutions  entières. 
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141.  On  voit  assez  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  deux  équations 
à quatre  inconnues,  trois  équations  à cinq  inconnues.  Cependant, 
nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d’une  question 
de  ce  genre,  pour  faire  voir  comment,  à l’aide  de  quelques 
considérations  particulières,  on  parvient  souvent  à simplifier  les 
calculs. 

Cinquième  question.  — Un  fermier  achète  ioo  pièces  de  bétail 
pour  i oo  louis,  savoir  : des  bœufs  à i o louis  la  pièce,  des  vaches 
à 5 louis , des  veaux  a 2 louis , et  des  moutons  h un  demi-louis.  — 
Combien  a-t-il  acheté  d’animaux  de  chaque  espèce? 

Soient  x,  y,  s,  u les  nombres  cherchés;  on  a les  équations 

x+  y-\-  z-f-  « — looj  l x-h  y+  z + u—ioo, 
i } ou  } 

iox  -H  5/  -4-  2Z  -+-  - « = ioo^  | aox  + IO/  + fa  + u = 200. 

En  retranchant  la  première  équation 
de  la  seconde,  on  obtient  igar-t-yj-(-3i  = ioo, 

équation  qu’il  faudrait  traiter  comme  dans  le  numéro  précédent. 
Mais,  avant  tout,  observons  qu’il  est  préférable  d’exprimer  y et  z 
en  fonction  entière  de  x,  i°  parce  qu’il  est  évident  que  x ne  doit 

pas  avoir  de  valeurs  au-dessus  de  ou  5 — ?.  parce  que  les 

coefficients  de  y et  de  z ont  un  facteur  commun  ; ce  qui  entraînera 
nécessairement  une  condition  propre  a détermine!  les  \ aient  s 
convenables  de  x. 

D’après  ces  considérations , transposons  le  terme  ig.r;  il  vient 

ioo  — iyar 

qj-  3z  = ioo  — ig.r,  ou  bien,  3 y + a — y : * 

Or,  puisque  l’on  demande  pourx,  y,  z,  u,  des  nombres  en- 
tiers et  positifs,  il  faut  que  —y-9-  soit  entier  et  positif;  mais 

i!  n’y  a évidemment  que  x = i et  J"  = 4 1 qui  puissent  satisfaire 
à cette  double  condition. 
dlg.  fi-,  io'  éd. 
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Donc,  déjà,  x ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  x — 1 et  t ■ — (, 

Soit  x = 1 , il  en  résulte  3 y -+-  z = 27 , ou  z = 27  — 3_r. 

Substituant  ces  valeurs  de  x et  de  z dans  la  première  des  équa- 
tions proposées,  on  trouve  « — •ja  _j_  a, y. 

La  première  de  ces  deux  formules  montre  que  y ne  peut  pas 
être  9;  ainsi, 

= *>  2!  4,  5,  6,  7 , 8,  9; 

pour*=i,  onajz  = 27,24,21, 18,  i5,  12,  9,  6,  3,  o; 

( « = 72,  74,76,  78,  80,  82,  84,  86,  88,  90. 

Soit  x = 4;  il  vient  3y  H-  z = 8,  d’où  z—  8 — 3 y • 
et  « = 88  -+-  2_>-, 

L’expression  de  z prouve  que  y ne  peut  pas  être  2;  ainsi, 

ix '=  o,  1,  2; 

pour  x = 4,  on  trouve  / z = 8,  5,  2; 

f «=:  88,  90,  92. 

D’où  l’on  voit  que  la  question  proposée  n’est  susceptible  que  de 
treize  solutions,  et  de  dix,  si  l’on  excepte  les  solutions  0. 

N.  B.  — Le  moyen  de  simplification  qui  vient  d’être  indique 
devient  quelquefois  une  modification  indispensable  à la  méthode 
exposée  n°  140. 

C’est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  pour  l’équation 
6.r  + my  — i5  z — II, 

dans  laquelle  les  trois  coefficients  de  x,  y,  z,  considérés  deux  à 
deux,  ont  un  facteur  commun. 

142.  Le  but  de  l 'Analyse  indéterminée  du  second  degré  est, 
comme  celle  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  entiers  les 
problèmes  qui  donnent  lieu  à un  nombre  d’équations  moindre  que 
celui  des  inconnues.  Mais  comme,  en  général,  une  équation  du 
second  degrc  a deux  inconnues  donne  l’une  d’elles  e\\  fonction  irra- 
tionnelle de  l’autre,  il  s’ensuit  que  la  question  consiste,  t“  à dé- 
terminer, pour  l’une  des  inconnues,  des  valeurs  rationnelles 
qui  aient  la  propriété  d’en  donner  de  semblables  pour  la  seconde  ; 
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2°  à choisir  parmi  les  valeurs  île  la  première  inconnue  les  valeurs 
entières  qui  en  donnent  de  semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit , 
d’après  cela,  que  l’Analyse  indéterminée  du  second  degré  doit 
offrir  de  plus  grandes  difficultés  que  celle  du  premier  degré.  C’est , 
en  effet,  une  des  théories  les  plus  difficiles  de  l’Analyse  algé- 
brique; et  elle  sort  tout  à fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à la  Théorie  des  nombres  de  Legendre  et  à Y Algèbre 
de  AI.  Lhuillier,  ouvrage  dans  lequel  nous  avons  déjà  puisé  les 
énoncés  d’un  grand  nombre  de  problèmes , et  où  se  trouve  traitée 
une  série  de  questions  du  second  degré  à deux  inconnues,  dont 
les  équations  ne  renferment  que  le  produit  des  inconnues. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 
d'un  degré  quelconque. 


Introduction.  — De  même  que  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  suppose  connus  les  procédés  de  l’extraction  de  la  ra- 
cine carrée , de  meme  la  résolution  des  équations  du  troisième , 

quatrième degré , exige  qu’on  sache  extraire  la  racine  troisième , 

quatrième d’une  quantité,  soit  numérique,  soit  algébrique. 

( l'oyez  le  n°  2 , pour  la  définition  des  mots  puissance  et  racine.) 

L’élévation  aux  puissances,  l'extraction  des  racines  de  degré 
quelconque,  et  le. calcul  des  radicaux,  feront  l’objet  principal 
de  ce  nouveau  chapitre,  qui,  avec  le  premier  et  une  partie  du 
troisième,  constitue  l’ensemble  des  opérations  que  l’on  peut  avoir 
à effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu’une  puissance  quelconque  d’un  nombre  puisse  s’obtenir 
d'après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique,  soit  al- 
gébrique , cependant  la  formation  de  cette  puissance  est  assujettie 
à une  loi  qu’il  faut  connaître  lorsqu’on  veut  revenir  de  la  puissance 
à la  racine.  Or,  comme  la  loi  de  composition  du  carré  d’une  quan- 

16. 
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tilt'  numérique  ou algébrique  est  fondée  ( n"  )!G  ; sur  l’expression  du 
carré  d’un  binôme , de  même  la  loi  relative  à une  puissance  de 
degré  quelconque  se  déduit  «le  l’expression  d'une  puissance  de 
même  degré  d’un  binôme.  C’est  donc  par  la  détermination  du  dé- 
veloppement d'une  puissance  quelconque  d’un  binôme  que  nous 
devons  commencer  cette  nouvelle  théorie. 

$ 1er.  — Binôme  de  Newton,  et  conséquences  qui  en 

dérivent. 

1-45.  Introduction . — Si  l’on  fait  le  produit  de  plusieurs  bi-  ' 
nomes  égaux  à x -t- u , on  parvient  aux  résultats  suivants  : 

(a- -h  a)'  = x -t -a, 

(x  o)2  = x’  mx  -+- a- , 

(x  -t-  a) 5 = x3  -4-  3 ax 1 3 téx  -t-  eé , 

(x  4-  a)  ‘ = x1  4-  4 nx'  -t-  6 a?  x"  -f-  4 x -+-  n' , 

(x  -4-  «)*  = xs  -+-  5 ax'  -t-  ton’x3  -t-  ion’x!  + 5 n‘x  + as . 


En  jetant  les  yeux  sur  ces  différents  développements,  on 
reconnaît  aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent , quant 
aux  exposants  de  x et  de  a ; mais  il  n’en  est  pas  de  même  pour 
les  coefficients.  Cependant  Newton  est  parvenu  à en  découvrir 
une  au  moyen  de  laquelle,  le  degré  d’une  puissance  d’un  binôme 
étant  donné , on  peut  former  cette  puissance  sans  être  obligé  de 
passer  d’abord  par  toutes  les  puissances  inférieures.  Il  n’a  laissé 
aucune  trace  des  raisonnements  qui  avaient  pu  l’y  conduire; 
mais  depuis , on  a constate  d une  manière  rigoureuse  l’existence 
de  cette  loi.  De  toutes  les  démonstrations  connues , la  plus  élé- 
mentaire est  celle  qui  se  trouve  fondée  sur  la  Théorie  des  combi- 
naisons. Toutefois,  comme  cette  démonstration  est  encore  assez 
compliquée,  nous  commencerons , pour  en  simplifier  l'exposition  , 
par  résoudre  quelques  problèmes  relatifs  aux  combinaisons  ; d’où 
il  sera  facile  ensuite  de  déduire  le  développement  d’une  puissance 
quelconque  d’un  binôme,  on  , en  d’autres  termes  , /a formule  du 
binôme 
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THÉORIE  DES  COMBINAISONS. 

I ü . On  sait  déjà  que  le  produit  d’un  nombre  n de  fac- 
teurs  a , b , c , (l, . . . ne  change  pas  , dans  quelque  ordre  qu'on 
effectue  leur  multiplication.  Or  supposons  que  l’on  veuille  déter- 
miner le  nombre  total  des  manières  dont  ces  différentes  lettres  peu- 
vent être  disposées  les  unes  à la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui 
correspondent  à chaque  disposition  que  l’on  fait  subir  à ces  lettres 
se  nomment  permutations . 

C’est  ainsi  que  deux  lettres,  a et  b , donnent  un  produit  unique 
nb  , mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même,  les  trois  lettres  n,  b , r donnent  un  produit  unique 
abc,  mais  fournissent  les  six  permutations  abc  , acb , cab  , bac, 
bca  , cba  j et  ainsi  de  suite. 

Soit  maintenant  un  nombre  m de  lettres  a , b , c , d , e ,.  . . ; si 
on  les  dispose  les  u nés  à la  suite  des  autres  , 2 à a , 3 à 3 , 4 à 4 , • ■ • , 
dans  tous  les  ordres  possibles  , de  manière  , toutefois  , que  , dans 
chaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  des 
lettres  données  , on  peut  demander  l’expression  du  nombre  total 
des  résultats  que  l’on  obtient  ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qu’on 
appelle  des  arrangements. 

Ainsi  , ab  , ac  , ad , , ba  , bc  , bd ca  , cb  , cd , . . . 
sont  des  arrangements  2.  à 2 des  m lettres. 

De  même  , abc  , a bd , . . . , bac  , bad, . . . , acb  , acd , . . . sont 
«les  arrangements  3 à 3 . . . . 

Enfin  , lorsqu’on  dispose  ainsi  les  lettres  2 à a , 3 à 3,  4 à 4 > • • • > 
on  peut  exiger  que  deux  quelconques  des  résultats  que  l’on  forme 
ne  soient  pas  composés  des  mêmes  lettres  , c’est-à-dire  qu’ils  diffè- 
rent entre  eux  au  moins  par  l’une  des  lettres  ; et  l’on  peut  deman- 
der alors  le  nombre  total  des  résultats  qu’on  obtient  ainsi.  Dans 
ce  cas,  les  résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi , ab,  ac , bc  , . . , ad , bd, . . . sont  des  combinaisons  2 à 2, 
toutes  distinctes  les  unes  des  autres , puisque  deux  quelconques  des 
résultats  diffèrent  au  moins  par  l’une  des  lettres. 

De  même,  abc , abd  ,.  . .,  acd , hed , . sont  «les  combinaisons 

3 à 3 
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Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification  des 
mots  permutation  , arrangement  et  combinaison. 

On  nomme  i°.  Permutations,  les  résultats  qu’on  obtient  en  dis- 
posant les  unes  h la  suite  des  autres , et  dans  tous  1rs  ordres  pos- 
sibles , un  nombre  déterminé  de  lettres , de  manière  que  toutes  les 
lettres  entrent  dans  chaque  résultat , et  que  chacune  d'elles  n'y  entre, 
qu'une  fois. 

2°.  Arrangements , les  résultats  qu'on  obtient  en  disposant  les 
unes  à la  suite  des  autres  , et  dans  tous  les  ordres  possibles, 
2 à 2,  3 à 3,  4 à 4,.  . n à n,  un  nombre  m de  lettres, 
m étant  n {chaque  résultat  ne  itérant  renfermer  la  même  lettre 
qu’une  seule  fois). 

On  peut  toutefois  supposer  n — m ; auquel  cas  les  arrange- 
ments n à n deviennent  de  simples  permutations. 

3°.  Enfin,  Combinaisons,  les  groupes  d’arrangements  dont  deux 
quelconques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  l’une  des  lettres  qui 
y entrent. 

11  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défini- 
tions, pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

1 48.  Premier  probi.éme.  — Déterminer  le  nombre  P„  des  permu- 
tations dont  n lettres  sont  susceptibles. 

D’abord  , deux  lettres  a et  b donnent  évidemment  les  deux  per- 
mutations ab  et  ha.  Ainsi  , le  nombre  P,  des  permutations  de  deux 
lettres  est  2 , ou  1X2. 

Donc  P,  = i X 2-  ' 

Soient  actuellement  3 lettres , a , b , c.  Mettons  à part  une 
quelconque  de  ces  lettres  , c par  exemple  , et  écrivons  à la  droite 
des  deux  arrangements  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres  , la 
lettre  c ; il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres  , abe , 
bac.  Or , comme  on  peut  ainsi  mettre  à part  chacune  des  trois  let- 
tres, il  s’ensuit  que  le  nombre  P,  des  permutations  de  trois  lettres 
est  égal  à 2X3,  ou  i X a X 3 (*). 


(*)  La  place  que  nous  avons  assignée  à la  lettre  c par  rapport  au*  arran- 
gements ali , ba , est  rte  pure  convention.  Nous  aurions  pu  également  convenir 
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Ainsi,  P,  = i X 2 X 3. 

En  général,  soit  un  nombre  n de  lettres,  a,  b , r;  d,...,  et  sup- 
posons déjà  connu  le  nombre  P„_i  des  permutations  de  (n  — i) 
lettres. 

Considérons  à part  une  des  n lettres,  et  écrivons  cette  lettre  à 
la  droite  de  chacune  des  permutations  cpte  donnent  les  ( n — i) 
autres  lettres;  il  en  résulte  P„_,  permutations  de  n lettres,  termi- 
nées par  la  lettre  qu’on  avait  d’abord  isolée.  Or,  comme  on  peut 
ainsi  mettre  à part  chacune  des  n lettres,  il  s’ensuit  que  le  nombre 
total  des  permutations  de  n lettres  est  égal  à P„_,  X n. 

En  termes  abrégés,  P„  = P„_,  X n. 

Soit  n = ?.  ; P„_,  désigne  alors  le  nombre  des  permutations 
qu’une  seule  lettre  peut  donner  ; donc  P„_,  = P,  = i ; et  l’on  a 

P,=  P,X2=lX  2. 

Soit  n — 3 ; P,_,  exprime  le  nombre  des  permutations  de 
(3  — i),  ou  de  i lettres,  et  est  égal  à i X 2.  Ainsi, 

Pi  = F':  X 3 = i X a X 3. 

Soit  encore  n — 4 ; P„_,  désignant,  dans  ce  cas,  le  nombre  dos 
permutations  de  3 lettres,  est  égal  à i X 2 X 3.  D’où 

P,  = P;1  X 4 = 1 X 2 X 3 X 4- 

On  voit  donc  que  la  formule  P„  = P„_,  X « renferme  tous  les 
cas  particuliers  du  problème  proposé.  Ainsi,  rien  n’empécherait 
de  traiter  tout  d’abord  le  cas  général , sauf  ensuite  à faire  successi- 
vement n = i,2,3,  4 >•••• 

146.  Second  problème.  — Un  nombre  m de  lettres  a,  b,  c,  d ,... 
étant  donné , déterminer  le  nombre  A„  des  arrangements  n à n, 
que  l'on  peut  former  avec  ces  ni  lettres  , m étant  supposé  plus  grand 
que  n. 


do  faire  occuper  à ta  lettre  c la  première  place  à gauche,  ou  même  de 
l’écrire  entre  les  lettres  a et  b ou  h et  a;  mais  celte  place  une  fois 
assignée,  elle  doit  rester  invariable  pour  toutes  les  permutations  à exécuter  ; 
sans  quoi  il  en  résulterait  des  répétitions. 
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Pour  résoudre  sur-le-champ  celte  cjucstion  générale , supposons 
déjà  connu  le  nombre  A„_,  des  arrangements  (n — 1)  à ( n — i ) 
que  l’on  peut  faire  avec  les  ni  lettres. 

Considérant  un  quelconque  de  ces  arrangements , écrivons  à sa 
droite  chacune  des  lettres  qui  n’y  entrent  pas  et  dont  le  nombre 
est  nécessairement  ni  — ( n — i ) ou  ( m — n + i ) ; il  est  évident 
que  l'on  formera  ainsi  un  nombre  (m  — n -+-  i)  d’arrangements 
dé  n lettres  , différant  tous  entre  eux  par  la  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  («  — i)  lettres  , et  écri- 
vons à sa  droite  les  ( m — n -f-  i)  lettres  qui  n’en  font  pas  partie; 
nous  obtiendrons  encore  un  nombre  (/«  — n -+-  t)  d’arrangements 
de  n lettres,  différant  tous  entre  eux  et  différant  des  précédents, 
au  moins  par  la  disposition  d’une  des  (« — i)  premières  lettres. 
Comme  d’ailleurs  on  peut  considérer  à part  chacun  de  A„_,  arran- 
gements (n  — t)  à [n  — t),  et  écrire  successivement  à sa  droite  les 
(m  — n - )-  i)  lettres  qui  n’y  entrent  pas , il  s’ensuit  que  le  nombre 
total  des  arrangements  de  ni  lettres  n à n est  exprimé  par 

An  = A„_,  (ni  — n - 1-  t ). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  d’arrangements  de  m lettres  a à a , 3 à 3 , 4 à 4, 

Faisons  n = 2,  d’où  ni  — n -4-  t = ni  — t ; A„_,  exprime,  dans 
ce  cas,  le  nombre  total  des  arrangements  (ï  — i)  à ,2  — i),  ou 
t à i,  et  est,  par  conséquent,  égal  à m ; 

donc  la  formule  devient  A,  = A,  (ni  — t ) = ni  ( m — i). 

Soit  n =z  3,  d’où  ni  — n 1 = m — a ; il  en  résulte 
Aj  — A j (m  — 2)  = ni  [in  — 1)  (/»  • — a). 

Soit  encore  n ~ , d’où  ni  — n -f-  1 = m — 3;  on  obtient 
A,  = A j (ni  — 3)  =:  m (ni  — 1 ) (ni  — aj  (ni  — 3). 

Et  ainsi  de  suite. 

A\  ü.  — D’après  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été 
déduits  de  la  formule  générale,  on  peut  conclure  que  cette  for- 
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mule  développée  revient  à 

A„=in(m  — i ) (m  — 2)  (771  — 3 ).  . .[m  — « + 1)  ; 

c’est-à-dire  que  A„  est  égal  au  produit  des  n nombres  consécu- 
tifs , décroissant  depuis  m inclusivement  jusqu’à  ni  — (n  — 1)  on 
( in  — n -4-  1 ) , aussi  inclusivement. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  déduire  de  cette  formule  développée 
celle  du  numéro  précédent,  c'est-à-dire  la  valeur  de  P„ , aussi 
développée. 

En  effet,  on  a vu  (n°  144)  que  les  arrangements  deviennent 
des  permutations  lorsqu’on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangement  égal  au  nombre  total  des  lettres 
considérées. 

Ainsi,  pour  passer  du  nombre  total  des  arrangements  de  m 
lettres  n à n , au  nombre  de  permutations  de  n lettres , il  n’y  a 
qu’à  faire,  dans  le  développement  ci-dessus,  m — ti;  ce  qui  donne 

n [n  — i)(«  — 2)  (/î  — 3).,.  1. 

Renversant  l’ordre  des  facteurs,  et  observant  que  le  dernier  facteur 
étant  1,  l’avant-dernier  est  2,  le  précédent  3 , on  obtient, 
pour  le  développement  de  P„, 

P„=  1 .2.3.4 (/*  — a)(«  — 1)1», 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres 
entiers  consécutifs , compris  depuis  1 inclusivement  jusqu'à  n inclu- 
sivement. 

147.  Troisième  problème.  — Déterminer  le  nombre  total  C„ 
des  combinaisons  différentes  que  l'on  peut  former  avec  m lettres 
prises  n à n. 

Il  est  évident  que , pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles 
de  7 n lettres  77  à 77,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n lettres  de  cha- 
cune des  C„  combinaisons  toutes  les  permutations  dont  ccs  lettres 
sont  susceptibles.  Or  une  seule  combinaison  de  n lettres  donne  , 
comme  on  l’a  vu,  P„  permutations;  donc  C„  combinaisons  de  77 
lettres  doivent  donner  C„  X P„ arrangements  n à n.  Et,  comme  on 
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a d’ailleurs  désigné  par  A„  le  nombre  lotal  des  arrangements,  il 
s’ensuit  que  les  trois  quantités  A„ , P„,  C„  sont  liées  entre  elles  par 

la  relation  A„  = C„  X P»;  d’où  l’on  déduit  C„  —• 

* n 

Mais  on  a trouvé  (n°  146) 

A„  — A„_,  X [m  — " i), 

et  ( n°  146)  P«  = P,-,X«. 


Donc  enfin  , C„  = 


An_,  l ni  — n -t-  i) 


A n - , _ _ ru  — n 

P„_,  n 


Comme  A„_,  exprime  le  nombre  total  des  arrangemen is  [n  — i ) à 
[n — i);  que  P„_,  exprime  le  nombre  total  des  permutations  de 

( n — i)  lettres  , il  s'ensuit  que  exprime  le  nombre  des  coin- 

* « — l 

lunaisons  différentes  de  m lettres ( n — i)  à [n  — i). 

D’apres  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  de  combinaisons  2 à 2 , 3 à 3 , 4 à 4 > • • • • 

Faisons  « = 2 , auquel  cas  , exprimant  le  nombre  des  com- 

Pn— I 

binaisons  (2  — 1 ) à ( 2 — 1 ) , ou  1 à 1 , est  égal  à m ; 


. ....  ml  ni  — 1 ) 

la  formule  ci-dessus  devient  C,  = /»X — — ou  — 


rn  — 1 
2 


A„- 


Faisons  n = 3,  auquel  cas  — — — exprime  le  nombre  des  combi- 


naisons 2 à 2,  ou  est  égal  à 


la  formule  devient  C,  = 

On  trouverait  de  même  C,  = 


[ni  — 1)  [ni  — 2) 


1.2.3 

ni  ( m — 1)  [m  — 2)  [ni  — 3) 


1 .2.3.4 

pour  le  nombre  des  combinaisons  4 à 4 , etc.;  et,  en  général , 
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pour  le  nombre  des  combinaisons  n à n , on  a 

m [m  — i)  {m  — 2) (ni  — 3) . . .(ni  — n + 1) 


C„ 

c’est  l’expression 


1 . 2. 3. 4-5.  . .{n  — t)« 

A „ _ ,(>«•—«• 4- 1) 


développée. 


N.  B.  — Cette  dernière  expression  n’a  aucune  signification 
lorsqu’on  y suppose  n — 1;  et  cela  tient  à ce  qu’elle  ne  donne  un 
certain  nombre  de  combinaisons  inconnu  qu’en  fonction  d’un 
autre  nombre  de  combinaisons  déjà  déterminé.  Or  les  combinaisons 
les  plus  simples  sont  les  combinaisons  une  à une  dont  le  nombre 
est  m.  — Ce  n’est  donc  qu’à  partir  de  n = 2 que  la  formule  est 
applicable. 

DÉMONSTRATION  DK  LA  FORMULE  DU  BINOME. 


148.  Pour  découvrir  plus  aisément  la  loi  du  développement 
de  la  puissance  rn'ime  du  binôme  x 4-  a , nous  commencerons  par 
observer  la  loi  du  produit  de  plusieurs  binômes  x 4-  a , x -1-  b, 
x 4-  c,  x 4-  d, . . . , ayant  un  premier  terme  commun , et  dont  les 
seconds  termes  sont  différents.  (Cet  artifice  a pour  but  d’empêcher 
la  réduction  des  termes  semblables.) 

x a 

x 4-  b 


irr  produit x1  4-  n 

b 

x 4-  c 

4 -b 
4-  c 
x 4-  il 

x 4-  nb 

x ■ 4-  tib 
4-  ne 
| 4-  bc 

x 4-  abc 

3!Be æ'  4 -a 

.r3  4-  nb 

x'  4-  abc 

4 -b 

4-  ac 

4-  abd 

-f-  C 

“f—  (id 

4-  acd 

4 -il 

4-  bc 

4-  bed 

4-  bd 

4 -<d 

x nbal. 
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Ces  multiplications  étant  effectuées  d'après  les  règles  ordinaires 
<le  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît  sur  les  trois  produits 
qui  précèdent,  la  loi  suivante  : 

i°.  Par  rapport  aux  exposants,  l’exposant  de  x est  d'abord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d'une  unité  d’un  terme  au  suivant,  jusqu’au  dernier  terme,  où  il 
est  égal  à zéro. 

2".  Par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  x, 
le  coefficient  du  premier  terme  est  l’unité;  le  coefficient  du  second 
terme  est  égal  à la  somme  des  seconds  termes  des  binômes;  le 
coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à la  somme  des  produits  dif- 
férents de  ces  mêmes  seconds  termes,  multipliés  deux  à deux;  Je 
coefficient  du  quatrième  terme  est  égal  à la  somme  des  produits 
différents  trois  à trois.  En  nous  laissant  conduire  par  l 'analogie, 
nous  pouvons  dire  que  le  coefficient  d’un  terme  qui  en  a « avant 
lui  est  égal  à la  somme  des  produits  différents  n à n des  seconds 
termes  des  binômes.  Enfin , le  dernier  terme  est  égal  au  produit 
des  seconds  termes  des  binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale, 
stulposons  qu’elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d’un 
nombre  ni  de  binômes,  et  voyons  si  elle  a encore  lieu  quand  on 
introduit  un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 


x^'-HAx^'+Bx” -,+  Gc’"  ,+  . . . + U 


le  produit  de  ni  facteurs  binômes  (Nx™- ” représentant  un  terme 
qui  en  a n avant  lui,  et  Mx'"~'‘ + 1 celui  qui  le  précède  immédia- 
tement). 

Soit  d'ailleurs  .r  -+- 1 le  nouveau  facteur  introduit;  on  a pour  le 
produit  ordonné, 


1 -h  A 
+ / 


X™  -+-  B i .r"  - 

1 + G l.r™~ 1 H- . 

• . -H  N 1 

-HA/, 

4-  B/j 

-f-M  ! 

H • VI. 


Déjà  In  loi  des  exposants  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux  coefficients,  in.  . . celui  du  premier  terme  est 
l unité; 


Digitized  by  Google 


Ml  NOM!'  BE  NEWTON.  253 

2". . . A / , ou  le  coefficient  de  x'",  est  aussi  la  somme  des 
seconds  termes  des  (tn  -4-  i)  binômes. 

3°...  B est,  par  hypothèse,  égal  à la  somme  des  produits 
différents  ?.  à ?.  des  seconds  termes  des  m premiers  binômes;  A / 
exprime  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes 
des  m premiers  binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  /; 
donc,  B -H  Al  est  encore  la  somme,  des  produits  différents  deux  à 
deux  des  seconds  termes  des  (m  t)  binômes.  . 

Et , en  général , puisque  N exprime  la  somme  des  produits  n à « 
des  seconds  termes  des  m premiers  binômes,  et  que  M / représente 
la  somme  des  produits  (n  — i ) à (n  — i)  de  ces  seconds  termes 
multipliés  par  le  nouveau  second  terme  1,  il  s’ensuit  que  N -t-  M/, 
ou  le  coefficient  qui,  dans  le  polynôme  de  degré  [m  -t-  i),  en  a n 
avant  lui,  est  égal  à la  somme  des  produits  differents  n à n des 
seconds  termes  des  (m  -4-  t)  binômes.  Le  dernier  terme  U/  est 
d'ailleurs  égal  au  produit  des  (m  -t-  t)  seconds  termes. 

Ainsi  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  peur  le  produit 
d’un  nombre  m de  binômes,  l’est  aussi  pour  un  nombre  («/  — f—  i ) j 
donc  elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que,  dans  le  produit  effectué  de  m 
facteurs  binômes  x -t- a , x + b,  x4 -r,  x-f-rf, ..., 

on  fasse  a = b — c — d.  . .; 

l'expression  de  ce  produit  (x  -4-  a)  (x  4-  6)  (x  4-  r). . . 
se  change  en  (x  4-  a)m. 

Quant  à son  développement,  les  coefficients  étant 

a-\-b+c-\-d+  . . . , ab+ae+ad-h . . . , abc+abd+acd-\-  . . . , 

î °.  Le  coefficient  de  x"1-'  devient  n + a + (t  + ,,., 

c'est-à-dire  a pris  autant  cio  fois  qu’il  y a de  lettres  n , b , c, . , 
et  se  réduit,  par  conséquent,  à ma. 

2*.  Le  coefficient  de  x™-5  se  réduit  à a‘  4-  a‘  4-  a? . . . ou  bien 
à autant  de  fois  n 7 que  l’on  peut  former  de  combinaisons  diffé- 
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rentes  avec  m lettres  multipliées  2 à 2,  ou  bien  enfin  (n"  147),  à 


a\ 


3".  Le  coefficient  de  x"*-3  se  réduit  au  produit  de  a’  multiplié 
par  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m lettres  prises 


3 à 3,  ou  bien , à m. 


En  général , si  l’on  désigne  par  Nx*_,‘  le  terme  qui  en  a un 
nombre  n avant  lui,  le  coefficient  N qui,  dans  l’hypothèse  où  les 
seconds  termes  des  binômes  sont  différents,  est  égal  à la  somme 
de  leurs  produits  « à n,  se  réduit,  lorsqu’on  les  suppose  tous 
égaux,  à a"  multiplié  parle  nombre  des  combinaisons  différentes 
que  peuvent  donner  m lettres  prises  1:  à n. 


Ainsi  (n°  147  ) 

Donc,  enfin,  on  a la  formule 


N — -JL-J  (*«  — « + ')  a„ 
P-.  X n 


. . m — 1 

(.r  a)m  — xm  -T-  -+•  mj 


m — 1 ///  — 2 

* /// rt3.rOT~3, 

2.  2 


A„_,  (/«  — « -+-  1 ) 


P-_,.« 


149.  Pour  peu  que  l’on  jette  les  yeux  sur  les  différents  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  d’après  laquelle 
un  coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du  coeffi- 
cient précédent. 

Le  coefficient  d'un  terme  de  rang  quelconque  sc  forme  en  mul- 
tipliant le  coefficient  du  terme  précédent  par  l'exposant  de  x dans 
ce  terme,  et  divisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  pré- 
cèdent celui  que  l’on  considère. 


En  effet, 


prenons  le  terme  général , 


A 


1 


(m  — n -t-  1) 

P.-,  • n 


a". tf~n 


(on  l’appelle  terme  général,  parce  qu’en  faisant  successivement 
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n = 2 , 3,  4>  • ■ • î on  peut  en  déduire  tous  les  autres).  Le  ternie 


qui  le  précède  d’un  rang  est  évidemment 


P„-, 


' an-\xm-n+\ 


An — i 


exprime  le  nombre  des  combinaisons  (n — i)  à (n — i). 


_ • , . A„_,  (ni  — n 4-  1 ) , „ 

Or  on  voit  que  le  coefficient  est  égal  au  cocfii- 

1 n—  f • 


cient  qui  le  précède,  multiplié  par  (m  — n -f-  i),  exposant 

P n— l 

de  a dans  ce  terme,  et  divisé  par  n,  nombre  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  l’on  considère.  C’est  dans  cette  loi,  due  à 
Newton,  que  consiste  principalement  la  formule  du  binôme.  Elle 
sert  à développer  une  puissance  particulière,  sans  qu’on  soit  obligé 
d’avoir  recours  à la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  (x  -H  a)r\  On  trou- 
vera, d’après  cette  loi, 


(x  4-  a)*  = Xe  -f-  6 ax*  -f-  1 5 à1. r*  -t-  20  a'x*  4- 15  a'  x*  -f-  6 a:'  x -f-  n'\ 


Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n’offre 
aucune  difficulté,  d’après  les  ternies  de  la  formule  générale 
xm  -f-  maxm~'  4- . . . , on  multiplie  6 , coefficient  du  second  terme, 
par  5,  exposant  de  x dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit 
par  2,  ce  qui  donne  i5  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5  par  4,  exposant  de.r 
dans  le  troisième  terme,  et  l’on  divise  le  produit  par  3,  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  20;  et  ainsi 
de  suite  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

(x  4-  a)10  = x10  4-  10  ax'  4-  45  o5x8  4-  1 2 oo3x:  4-  21 0 a'xK 
4-  2Ô2  «sx54-  210  «“x*  4-  120  n’x3  4-  45  a’x2  4-  10  n'x  4 - a1*. 


Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 
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Conséquences  de  la  Jormule  du  binôme  et  de  la 
théorie  des  combinaisons. 

liîO.  Première  conséquence.  — L'expression  (x  4-  a)m  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a et  en  x,  il  doit  en  cire  ainsi 
pour  son  développement;  donc,  si  ce  développement  renferme 
un  terme  de  la  forme  K fl»*—,  il  en  a nécessairement  un  autre 
é-al  à Kx"rt—"  ou  Krt— "x".  Ces  deux  termes  y sont  évidem- 
ment à égale  distance  des  deux  extrêmes,  car  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent  un  terme  quelconque  étant  marque  par 
l’exposant  de  a dans  ce  terme  , il  s’ensuit  que  le  terme  K nV'" 
en  a n avant  lui,  et  que  le  terme  K «—*■  en  a m -n  avant  lui, 
par  conséquent  « après  lui  (puisque  le  nombre  total  des  termes  est 

m 1 )*  j*  L’  - 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  d un  binôme  , 
les  coefficients  des  termes  également  distants  des  deux  extrêmes  sont 
égaux  entre  eux. 

N.  B. Dans  les  termes  K a-*—,  les  deux  coeffi- 

cients expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  n à n 
et  à (/«-«),  que  l’on  peut  former  avec  m quantités; 

ainsi  on  peut  encore  conclure  que  le  nombre  des  combinaisons 
différentes  de  m quantités  n « n est  égal  au  nombre  de  combina, - 

sons  (m  — n)  de  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  douze  quantités  combinées  5 1»  5 donnent  le  meme 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combinées 

(12  — 5)  à (i2—5),  ou  i à 7. 

Cinq  quantités,  combinées  2 à a,  donnent  le  même  nombre  que 

cinq  quantités  combinées  (5  — 2)  à (5  — 2),  ou  3 a 3. 

J 31.  Seconde  conséquence.  — Si , dans  la  formule  générale 

( x a)m  = x"  -4-  rnaxm~‘  -4-  m — - — a'xm~  1 -I-  etc., 

on  suppose  x = 1 , a — 1 , elle  devient 

m — 1 m — 1 m — 2 

( 1 -f ■ 1 )™  nu  2"  — 1 4-  m 4-  m — h »,  — 3 etc  » 
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c’est-à-dire  que  la  somme  des  coefficients  des  différents  termes  de 
la  formule  du  binôme  est  égale  à une  puissance  de  2 , d’un  degré 
marqué  par  ni. 

Ainsi,  dans  la  formule  particulière 

(x  -f-  «)4  = x*  -H  5 ax ' -f-  loa’x5  -f-  lod’i1  -f-  5 a'x  a‘, 

la  somme  i -t-5-+-io-f-io-f-5-t-i  des  coeflicients  est  égale  à 
2S  ou  32. 

Dans  la  dixième  puissance  (n°  149),  la  somme  équivaut  à a'4 
ou  1024. 

182.  Troisième  conséquence.  — Le  produit  de  p nombres  en- 
tiers consécutifs,  compris  depuis  (ni  — p + 1)  jusqu’à  m inclusi- 
vement, est  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres  entiers 
depuis  1 jusqu’à  p;  c’est-à-dire  que  l’on  a 

m ( m — 1 ) (m  — 2)  [m  — 3) . . . (m  — p 4-  1 ) 

1 .2  . 3.4-  p 

égal  à un  nombre  entier.  F.n  effet,  il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  au 
n°  1 47,  que  cette  expression  représente  le  nombre  des  com- 
binaisons différentes  p à p , qu’on  peut  former  avec  m lettres. 
Or  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un 
nombre  entier;  donc  l’expression  ci-dessus  est  nécessairement  un 
nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à rechercher,  de  cette  propriété,  une 
démonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinaisons  ou  de 
la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois  que  la  question, 
assez  facile  à traiter  pour  les  premières  expressions 

m ( m — 1 ) m ( m — 1 ) (m  — 2) 

1.2  ’ 1.2.3 

offre  plus  de  difficulté  dans  le  cas  général. 


dlg.  B.,  10'  éd. 
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§ II.  — Extraction  des  racines  des  nombres 
particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  et 
do  la  racine  cubique  d’un  nombre  ayant  été  exposés  avec  détail 
dans  notre  Arithmétique , nous  nous  contenterons  de  développer 
ici  le  procédé  de  l’extraction  des  racines  en  général , procédé  qu’il 
sera  ensuite  facile  d’appliquer  aux  cas  particuliers  de  l'extraction 
de  la  racine  4%  5", . . . . 

li»5.  Procédé  de  la  racine  n‘eme  d'un  nombre  entier  (*  ). 

Désignons  par  N un  nombre  entier  quelconque;  et  par//  le  degré 
de  la  racine  qu’on  veut  en  extraire. 

D’abord,  comme  la  n“mr  puissance  de  10,011  10",  est  exprimée 
par  l’unité  suivie  de  n zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  de 
n -+-  1 chiffres,  il  s’ensuit  que,  si  N n’a  pas  plus  de  n chiffres,  sa 
racine  n’a  qu’«/ï  seul  chiffre;  et  pour  l’obtenir,  il  suffit  de  formel- 
les puissances  des  dix  premiers  nombres  1 , 2 , 3, . . . , 9,  10  ; 
le  plus  petit  des  deux  nombres  dont  les  n',m,‘  puissances  compren- 
dront N sera  la  racine  demandée. 

Mais  lorsque  N est  composé  de  plus  de  n chiffres,  sa  racine  a 
plus  d’un  chiffre  et  peut  alors  être,  regardée  comme  ne  renfermant 
que  des  dizaines  et  des  unités  Or,  en  représentant  par  a les  di- 
zaines et,  par  b les  unités,  on  a (n”  148} 

N = («  -+-  //)”  — a"  n a"-'  b n ' /t"”!  //-  — t—  . . . , 

c’est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n'**'  puissance 
des  dizaines,  plus  n fois  le  produit  de  la  (n  — 1 )'*'■'  puissance  des 
dizaines  par  les  unités,  plus  une  suite  d’autres  parties  qu’il  est 
inutile  d’énumérer. 

Cela  posé,  la  «Wme  puissance  des  dizaines  ne  pouvant  donner 


(*)  Pour  bien  com  prend  te  co  procède , il  faut  s’èlre  déjà  rendu  compte 

îles  procédés  d’cximctioii  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 
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d'unités  d’un  ordre  inférieur  à l’unité  suivie  de  n zéros,  les  n der- 
niers chiffres  ;\  droite  n’en  peuvent  faire  partie;  il  faut  donc  les 
séparer,  et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  niime  puissance  con- 
tenue dans  la  partie  à gauche  : cette  racine  exprime  les  dizaines  de 
la  racine  cherchée  (*). 

Si  cette  partie  à gauche  renfermait  encore  plus  de  n chiffres,  on 
serait  conduit  à en  séparer  les  n derniers  chiffres  à droite,  et  à 
extraire  la  racine  de  la  plus  grande  n1'""  puissance  contenue  dans 
la  nouvelle  partie  à gauche  ; et  ainsi  de  suite. 

Règle  générale.  — Apres  avoir  partagé  ainsi  te  nombre  N 
en  tranches  de  n chiffres  [ la  tranche  le  plus  A gauche  pouvant 
cependant  avoir  moins  de  n chiffres],  on  extrait  la  racine  de  la 
plus  grande  n1""'  puissance  contenue  dans  cette  première  tranche 
h gauche ; ce  qui  donne  le  chiffre  des  unités  de  l’ordre  le  plus 
élevé  de  la  racine  totale,  ou  le  chiffre  des  dizaines  de  la  racine 
du  nombre  forme  par  les  deux  premières  tranches  à gauche. 
Retranchant  ta  n1'""’  puissance  de  ce  chiffre,  de  la  première 
tranche  à gauche,  on  obtient  un  reste  qui,  suivi  de  la  seconde 
tranche,  contient  encore  n fois  le  produit  de  la  ( n — 1)“"'  puis- 
sance du  chiffre  trouvé  (lequel  est  censé  exprimer  des  dizaines) 
par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d’autres  produits.  Mais  ce 
premier  produit  ne  peut  évidemment  donner  d’unités  d’un  ordre 
inférieur  à i o"-1  ; ainsi  les  ( n — t)  derniers  chiffres  de  la  seconde 
tranche  n’en  sauraient  faire  partie.  Il  suffit  donc  d 'abaisser  à 
côté  du  reste  correspondant  h la  première  tranche  le  premier 
chiffre  de  la  seconde  ; et  si , après  avoir  formé  n fois  la  (n  — 
puissance  du  premier  chiffre  de  la  racine,  on  divise  par  ce 
résultat  le  reste  suivi  du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche , 
le  quotient  exprimera  le  second  chiffre  de  la  racine , ou  un 
nombre  plus  grand.  Pour  éprouver  ce  chiffre,  on  l’écrira  à la 
droite  du  premier,  puis  on  élèvera  l’ensemble  de  ces  deux  chiffres 
h la  n,'",e  puissance , et  l’on  retranchera , si  cela  est  possible  , la 


(*)  Voyez  la  démonstration  de  ce  principe,  pour  la  racine  carrée  et  la 
racine  cubique.  ( Arith nos  178',  101,22e  édition)  : vous  général isere* 
ensuite 

>7- 


a 
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puissance  obtenue,  de  l'ensemble  des  deux  premières  tranches  ("  ) , 
ce  qui  donnera  un  nouveau  reste  à côte  duquel  on  abaissera  le 
premier  chiffre  de  la  troisième  tranche;  puis  on  divisera  le  nombre 
ainsi  formé  par  n fois  la  (n  — i puissance  de  l’ensemble  des 
deux  chiffres  déjà  trouvés  à la  racine,  ce  qui  donnera  le  troisième 
chiffre  de  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu’on  ait 
abaissé  tontes  les  tranches. 

IJJ4.  Soit  proposé,  pour  exemple,  d’extraire  la  racine  cinquième 
de  550731776. 

5507.31776  15 

3 1 2.5  j 3 1 s5 

^3823 

Après  avoir  séparé  les  cinq  derniers  chiffres  à droite,  du  nombre 
propose,  on  reconnaît  que  (5)s,  ou  3i25,  et  (6)J,  ou  7776, 
comprennent  55o7  ; donc  5 exprime  les  dizaines  de  la  racine 
cherchée. 

Retranchant  3i25  de  55o7,  on  obtient  le  nombre  238a  pour 
reste,  à côté  duquel  on  abaisse  le  chiffre  3 de  la  première  tranche 
à droite,  ce  qui  donne  2.3823,  nombre  que  l’on  divise  par  5 fois 
la  4*  puissance  de  5 , ou  par  3 1 2.5.  Le  quotient  est  7 ; mais  en 
élevant  57  à la  5'  puissance,  on  obtient  601692057,  nombre 
plus  fort  que  le  nombre  proposé.  Kssnyant  56 , on  trouve 
(56)"  = 550731776; 

ainsi , 56  est  la  racine  demandée. 

On  obtiendrait  pareillement 

y' 2090455  = 1 8,  avec  le  reste  200887; 

S 

y'i  1 167913618807  = 4°7  exactement; 

7 

y 9493 187 71 33  37  exactement. 

* ) Mou»  n'avons  pas  besoin  de  dire  que,  si  la  soustraction  no  |»cul  su 
la  ire,  c'est  que  le  second  chiffre  trouvé  à la  racine  est  trop  fort;  et  alors 
on  le  diminue  d’une  ou  de  plusieurs  unités,  jusqu’à  ce»  que  la  soustraction 
puisse  s'effectuer. 
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tas.  Remarque.  — Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à 
extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres, 
comme  4,6...,  la  racine  peut  s’obtenir  par  une  suite  d'extrac- 
tions de  racines  de  degrés  plus  simples. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  modifications,  observons  que 

(«')'  - a3  X«’X  «5  X o1  = a™+i+1  — a'*’  = a 11 , 

<•1  qu’en  général , 

( amY  = a " X X «m  X «"  ■ • .=  rtmx"(n“  *®)- 

Donc,  la  niim‘  puissance  de  la  nV'"*  puissance  d'un  nombre  est 
égale  à la  rnn1"'  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement,  la  racine  nra™'  d'un  nombre  est  égale  à la 
ruci/ic  n'i"'r  de  ta  racine  in1*"1*  de  ce  nombre,  ou,  algébriquement , je 


mn  " j *n 

dis  que  l’on  a , fi  — \ y 'a- 

Kn  effet , soit  V V " — a \ 

devons  les  deux  membres  à la  n'em€  puissance , il  vient 

h 

m 

fi  = «'* 

4 « »« 

| car , d’après  la  définition  d’une  racine  , on  a ( fi)"  = t ]. 

Élevant  de  nouveau  les  deux  membres  à la  m',"H  puissance  , on 

obtient  « = («'-)-  = a'1""-, 

mtt 

d’où,  extrayant  la  racine  »/«'*"*  des  deux  membres,  fi  = a'  ; 

il  J m iit'i  11 J m 

maison  a déjà  Sj  fi  — donc  fi  —\j  fi. 

N.  R.  — Comme  («*)*  et  (fl'1)”  donnent  également  a'nn,  on  peut 

•n  j h ni  m 

en  conclure  que  V V"  — V fi ' - 
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On  trouvera  , d'après  ce  principe, 

/ 256  = \ \f 256  = v 1 6 = 4 ; 

V 2985984  = \ v 2985984  — V 1 72.8  = 1 2 ; 

« 3 _ ___ ___ _____ 

\f  1 77l56i  = \ y ! 77  i 56 1 = t i ; 

y/ 167961 G = y/\/y/ 16797  <6  = y ÿ/1296  = y' 36  =6. 

N.  B.  — Quoique  les  racines  successives  puissent  s’extraire 
dans  un  ordre  quelconque , il  est  préférable  d’extraire  d’abord  la 
racine  du  degré  le  plus  faible,  parce  qu’alors  l’extraction  de  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  fort , qui  est  une  opération  plus  compliquée , 
porte  sur  un  nombre  avant  beaucoup  moins  de  chiffres  que  le 
nombre  proposé.  C’est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  second  et  le 
troisième  des  exemples  ci-  dessus,  [Voyez,  d’ailleurs,  le  premier  IV.  B. 
de  ce  numéro.  ) 


Extraction  des  racines  par  approximation. 


156.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 
n,,m*  n’est  pas  une  puissance  parfaite , le  procédé  du  n°  185  ne 
donne  que  la  partie  entière  de  la  racine  , ou  la  racine  à une 
unité  près.  Quant  à la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine,  elle 
ne  peut  être  obtenue  exactement  ; caron  sait  [Arithmétique , n®  ISO  ) 


que,  a et  -b  désignant  les  deux  termes  d’une  fraction  irréduc- 
tible «"et  b " sont  aussi  premiers  entre  eux.  Ainsi  , ou 


«" 

T"’ 


ne  peut  produire  un  nombre  entier  N , c’est-à-dire  que  y/N 


ne  saurait  être  exprimée  par  un  nombre  fractionnaire  exact 


Mais  on  peut  déterminer  la  racine  avec  tel  degré  d’approximation 
que  l’on  veut. 

Soit , en  général , proposé  d’extraire  la  racine  n1'™'  d’un  nombre 
quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  «,  à une  fraction  près, 
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c’est-à-dire  de  manière  que  l’erreur  commise  soit  moindre 


(iue  — 

P 

Observons  que  a peut  se  mettre  sous  la  forme  --  J—,  Si  l’on 

désigne  par  r la  racine  de  ap"  obtenue  à une  unité  près,  le 

, «X//"  , . . n*  (r  4- 1)"  . 

nombre  — , ou  «,  est  alors  compris  entre  — et  — — - ;donc, 

/y  r p"  pn 

n 

aussi,  \i u est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  derniers 
r v -f-  i r 

nombres,  c’est-à-dire  entre  - et . Donc,  enlin  , - est  la  racine 

P P P 


demandée  à une  fraction  près, 


Règle  gènérm.f..  — Pour  extraire  la  racine  n“w  d'un  nombre 

quelconque  à une  fraction  près  ~ , multipliez  le  nombre  par  pn  ; 

extrayez  du  produit  la  racine  n"""  à une  unité  près,  puis  divisez  te 
résultat  par  p. 

Nous  renvoyons  , pour  les  applications  de  cette  règle  générale  , 
à notre  Arithmétique , où  nous  avons  exposé  avec  tous  les  détails 
convenables  les  différents  inodes  d’approximation , tant  pour  la 
racine  carrée  que  pour  la  racine  cubique. 

Mais  il  nous  paraît  utile  de  donner  ici  quelques  développe- 
ments sur  la  manière  d’évaluer  en  décimales  les  expressions 
renfermant  des  signes  radicaux  qui  se  recouvrent,  tels  que 

"*  pi  m J n 

y \Ja , \ a -h  ^b,  etc. 

137.  Soit  d’abord  proposé  d’extraire  la  racine  sixième  de  23  , 
à 0,0 1 près. 

En  appliquant  à cet  exemple  la  règle  du  n°  ISO,  il  faut  mul- 
tiplier 23  par  (ioo)“,  ou  écrire  douze  zéros  à la  droite  de  23, 
puis  extraire  la  racine  sixième  du  nombre  résultant,  à une  unité 
près,  çt  diviser  cette  racine  par  ioo,  ou  séparer  deux  chiffres  dé- 
cimaux sur  la  droite. 
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Mais  on  a (nu  188),  ^23  X f ioo)‘  = vV23  X (ioo)‘.  Ainsi  , 
après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  23  X (îoo)6  à une  unité 
près,  on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat;  puis  on  divisera 
le  nouveau  résultat  par  too,  ou  l’on  séparera  deux  chiffres  déci- 
maux sur  la  droite. 

b 

On  obtiendra  ainsi  \]iî=\  ,69  à o,  01  près. 

. 

Prenons,  pour  second  exemple,  l’expression  vJ2-9>437  ou 

V v'29,437  , dont  on  demande  la  valeur  è o,ooi  près. 

Comme  , d’après  la  règle  du  n"  186  , on  doit  multiplier  29, 437 
par  (tooo)',  cela  revient  à supprimer  d'abord  la  virgule,  puisa 
écrire  neuf  zéros  à la  droite  , ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  à une  unité 
près , on  trouve  5425587  , nombre  dont  il  faut  extraire  de  nou  - 
veau  la  racine  carrée;  et  l’on  obtient  2.329. 

4 

Donc, enfin,  y'29,437  = 2,32.9  à 0,001  près. 

Autrement.  — Extrayons  d’abord  la  racine  carrée  de  29,437 
à 0,000001  près;  il  vient  5,425887. 

Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultat , on  obtient 

4 

2,32g;  donc  ^29,437=  2,3291'!  0,001  près  *). 

a 

Soit  maintenant  proposé  d’évaluer  \ 5 -4-  3 ^2  à 1,01  près. 

On  pourrait,  i°  multiplier  5 -I- 3 y/ 2 par(ioo)3;  2°  évaluer  le 
produit  à une  unité  près  ( n"  91  ) ; 3°  extraire  la  racine  cubique  du 
résultat  à une  unité  près  ; 4"  enfin , diviser  ce  nouveau  résultat 
par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  de  la  manière  suivante  : 

D’abord  3 y 2,  ou  ^78  évalué  en  décimales  et  ào  ,000001  près, 
donne  pour  résultat  4)242^4°i 

01,1  5 -l-  3 — 9 , 24264®. 

( * ) I^ous  avons  exposé  , dans  les  dernières  éditions  de  notre  Aiilhnu:lii/ue , 
une  méthode  plus  abrégée,  pour  ellcetuer  des  extractions  approchées  de 
racines  carrées  successives. 
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Mais 

donc,  enfin , 


UES  QUANTITES  AI.OEHRIyl'ES. 

3 

y g , 242640  = 2 , og ; 


2ti5 


V5  4-  3 fa  = 2 ,09  a 0,01  près. 


•*  / 5 V;3 

ion  1 / — 

V 4 — V* 


Prenons  (jour  dernier  exemple  l’expression 

on  demande  la  valeur  à o , 1 près. 

«...  5 V 3 , , 20  ^3  4-  5 y(> 

D abord  — — =:  revient  n"  01)  a — — — -, — ■ 

4-v/â  7 «4 

Or,  1”.'  20^3,  ou  y 1200  = 34,64i  à 0,001  près; 

r 

20.  5\/6,  ou  yi5o  = 12,247  **  0,001  près. 

. 2ov'3  + 5/6  46, *388  , 

Ce  gui  donne ^ î=  - — — — = 3, 049- 

1 5 y 3 » 

Donc  V 4TI7I  = ^3 ,34»=  1 ,6  à 0 , 1 près. 
(La  valeur  est  ici  approchée  en  plus.) 


dont 


§ III.  — Formation  des  puissances  et  extraction  des 
racines  des  quantités  algébriques.  — Calcul  des 
radicaux. 


Considérons  d’abord  les  quantités  monêmes. 

188  Soit  à former  la  cinquième  puissance  de  •xaib  \ on  a (n"  4) 

(2  a' b7)7  = 2 a3  b-  X 2 n 1 b7  X 2 a5' b7  X 2 tr  b7  X 2 u 'b7-, 

d'où  l’on  voit,  1"  que  le  coefficient  2 doit  être  5 fois  facteur  dans 
le  produit,  ou  doit  y ctre  élevé  à la  5e  puissance  ; 20  que  chacun 
des  exposants  des  lettres  doit  être  répété  5 fois,  ou  multiplié  par  5.  ■ 

Donc,  enfin,  (2«'é')s  — 2S . =32 a'ibn. 

De  même,  (8«-'ZPcV  = 8 ■ . a"'<7  b7''  c‘  = 5 1 2 n'  b’yc . 
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Ainsi,  pour  élevez  un  monôme  à une  puissance  d’un  degré 
donné , il  faut  élever  le  coefficient  à cette  puissance,  puis  multiplier 
l'exposant  tic  chaque  lettre  par  l’exposant  de  la  puissance. 

Donc,  réciproquement,  pour  extraire  une  racine  de  degré  quel- 
conque d’une  quantité  monôme,  il  faut,  i°  extraire  la  racine  du 
coefficient  ; 20  diviser  l'exposant  de  chaque  lettre  par  l'indice  de  la 
racine. 

3 4 

Ainsi , \Z64«’é:!c‘i  = 4o'ôc’,  \fi6a,bnci  = ?.a3b3c. 

Ou  voit,  d’après  cette  règle,  que,  pour  qu’un  monôme  soit 
une  puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à extraire,  il  faut  que 
son  coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degre  , et  que  les 
exposants  des  lettres  soient  divisibles  par  l’exposant  ou  l'indice  de 
la  racine  à extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  simplifie 
l’expression  de  la  racine  d’une  quantité  qui  n’est  pas  une  puissance 
parfaite. 

Ii>9.  Jusqu'à  présent  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monôme  ; mais  si  l’on  observe  que  le  carré 
d’un  monôme  est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  ce 
monôme,  et  que  toute  puissance  de  degre  pair  2 n peut  être  re- 
gardée comme  égale  à la  niime  puissance  du  carré,  c’est-à-dire 
«pie  = (a1)",  on  peut  conclure  que  toute  puissance  tle  degré 
pair  d'une  quantité,  soit  positive,  soit  négative,  est  essentiellement 
positive. 

Ainsi,  (zfc:  2a3b>c)‘  = -4-  ida'b'-c1. 

Comme  d'ailleurs  une  puissance  de  degré  impair  (211  4-  1}  est 
je  produit  d’une  puissance  de  degré  pair  2 n par  la  première 
puissance,  il  s’ensuit  que  toute  puissance  tle  degré  impair  d'un 
monôme  est  affectée  du  même  signe  que  le  monôme. 

Donc  (-4- 4«?é)1  = -I-  64  b3,  ( — 4 a3  b)3  — — 64n'  ^'- 

Il  est  évident,  d’après  cela,  t1’.  que  toute  racine  de  degré 
impair  d’une  quantité  monôme  doit  être  affectée  du  meme  .signa 
que  ta  quantité. 

3 3 i 

Ainsi  ^4. H/;'=-t-2/-f,  \l — 8«‘— — 2a,  — 82n"’6s=  — 2a*b: 
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2°.  Que  toute  racine  île  degré  pair  d'un  monôme  positif  peut 
être  affectée  indifféremment  du  signe  -f-  ou  du  signe  — . 

i c 

Ainsi,  y/  8i  a'  bn  3nô’,  ^64«'s  = i 2n3. 

3U.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d’art  monôme  négatif  est 
une  racine  impossible  ; car  il  n'existe  aucune  quantité  qui,  élevée 
à une  puissance  de  degré  pair , puisse  donner  un  résultat  négatif. 

< « » 

Ainsi , ^ — a,  y/ — b,  y / — c,  sont  des  symboles  d’opérations 
inexécutables  ; ce  sont  des  expressions  imaginaires  comme  y/  — a , 
y1 — b . . . ( frayez  n"  88.)  » 

Considérons  actuellement  les  polynômes. 

ICO.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme  x-\-a 
à une  puissance  de  degré  quelconque  ; mais  il  peut  arriver  que  les 
termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefficients  et  d’exposants. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  développer  (2  a}  -f-  3 ab)3  ; 
posons  pour  le  moment  2 a-  =x,  3ab  = y,  il  vient 

(2  a‘+  3 aby  — ( x -\-y)3  = -r'-t~  3 x 2 y -+-  3 xy‘  -+-  y3. 

Remettant  actuellement  2 a-  et  3 al>  au  lieu  de  x et  de  y,  on  a 

(2a’+  3 aby  — (2  «’)*-+-  3(2a!),.(3<iô)-H3(2fl,).(3rtô)M-  [Zab)'\ 

ou , effectuant  les  calculs  d’après  les  règles  du  n°  138  cl  de  la 
multiplication  des  monômes, 

( 2a1  3 ab)1  — Ha 8 36 a'  b -4-  54  a‘  b‘  -+-  2 *]fl3b'. 

On  trouvera  de  même 

(4  a1  b — 3 abc)*  — (x  4-v)'  = x‘  -4-  l{x3y  -f-  H t* y1  4 -cy 1 -f-  y '- 

— (4<i!ô)'  -t-  4(4  ti'by  ( — 3 abc)  -f-  6(4«’^),(  — 3 abc)* 

-4-4(4  a1  b)  ( — 3 abc)3  -4-  ( — 3 abc)* 

= 256  a 5 b*  — ^68  a b'  c -f-  864  ,,r^'  ' — b*  té  -t-  81  a'b'c'. 

(Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.) 
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Soit  maintenant  à développer  [x-+-  y 4-  s)3;  posons  d’abord 

.V  +;  = «;  »!  vie"1 

(u  -4-  lf  = K3  -4-  3 S/!3  4-  3 Z7  U -f.  z3  , 

OU , remplaçant  « par  sa  valeur  x 4-  y , 

4+;  + !F=(i+/)1  -t-  3l(  Jr4-jr)3-+-  3z’(.r  4-^  ) +îl) 
ou  , développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués  , 

x 4-y4-  z)J  = **+  ^x'y  ■+•  3xr34-j  J 4-  3x’a  4-  6xyz  4-  3 r’z 
4-  3 .rz3  4-  3 /a3  4-  zJ. 

Otte  expression  se  compose  des  c«ôc.«  (/«  trois  termes,  plus  des 
triples  produits  des  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puis- 
sances des  deux  autres , plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes . 
Cette  loi  serait  (n°  80)  facile  à vérifier  pour  un  polynôme  de  plus 
de  trois  termes. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du 
cuire  d'un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficients  et  des 
exposants,  il  faudrait,  comme  pour  les  binômes,  désigner  chaque 
terme  par  une  seule  lettre,  développer,  puis  remplacer  par  leurs 
valeurs  les  lettres  introduites , et  effectuer  tous  les  calculs  indiqués. 
On  trouvera  par  ce  moyen  , tout  calcul  fait , 

[la7— 4tfÔ4-3  63}’=8«s— 48«s/>  4-i3?.«lô2  — 2o8rt’ô34-ir)8n,ô* 

— loSrtè3  4-  27  h‘. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues  la  puissance 
quatrième,  cinquième,  etc.,  d’un  polynôme  quelconque. 

101 . Passons  à V extraction  des  racines  de  degré  quelconque  des 
polynômes. 

Appelons  P le  polynôme  propose,  m le  degré  de  la  racine  à 
extraire;  et  concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport -aux 
puissances  descendantes  d’une  même  lettre  a.  Désignons  d’ailleurs 
par  x 4-  y 4.  3 4. , . , |a  racine  cherchée , que  l’on  peut  également 
supposer  ordonnée  par  rapport  à a.  ~ . 
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En  élevant  .r+v  + z-f..  . à la  miime  puissance , et  regardant 
pour  le  moment , y -f-  z -f- . . . comme  ne  formant  qu’un  seul  terme, 
on  aura 


P,  ou  (4? -h  J -+-z-f - . , ,)m  = xm  ntxm  1 (/+z-f ...) 

m — i 


■ m 


x 


m—i 


(r- 


Or  il  est  bien  évident  d’abord,  d'après  les  principes  de  la  mul- 
tiplication algébrique,  que  le  terme  ■r"1  du  second  membre  de  cette 
égalité  doit  renfermer  un  exposant  de  a supérieur  à celui  d’aucun 
des  autres  termes  de  ce  second  membre,  et  ne  peut  se  réduire 
avec  ceux-ci.  Donc  xal  est  égal  au  terme  de  P,  affecté  du  plus  fort 
exposant  de  la  lettre  a;  donc,  si  l’on  extrait  la  racine  m ‘‘me  du 
premier  terme  de  P,  on  obtiendra  nécessairement  le  premier 
terme  x de  la  racine. 

Retranchant  xm  de  P , et  appelant  R le  reste,  on  trouve 

U ou  P — xm  — mxm~‘  (y  ■+■  z -J-  « -t-  . . .) 
m — i 

-t-  ni xm~ 2 (r  -1-3  4-  . 

f.  ' 


nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  terme  mx”~‘  r 
ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet,  les  termes  y,  y7,  y7,  . . . , qni  font  partie  des  expres- 
sions affectées  de  parenthèses,  renfermant  respectivement  un  expo- 
sant de  la  lettre  a plus  fort  que  les  autres  termes  des  expressions 
correspondantes,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  terme  nixm~'y  con- 
tient un  exposant  plus  fort  de  la  lettre  a que  le  terme  général 
x m "y"  (dont  il  est  d’ailleurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  comparant  les  deux  quantités 

1 y el  y ”, 
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que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 


et 


"x  -.x 


on  voit  qu’elles  ont  un  facteur  commun,  et  que  des  deux  facteurs 
non  communs,  x"-1,  y"~',  le  premier  contient  a avec  un  plus 
fort  exposant  que  le  second.  Donc  le  terme  rnxm~' y ne  peut  se 
réduire  avec  le  terme  en  x"-" y',  et , à plus  forte  raison  , avec  les 
autres  termes. 

Ainsi,  le  terme  mxm~'  y est  égal , sans  réduction,  au  terme  de  R 
affecté  du  plus  fort  exposant  de  la  lettre  a;  et  si  l’on  divise  le 
premier  terme  de  R par  mxm~\  on  aura  nécessairement  pour  quo- 
tient le  second  terme  y de  la  racine. 

Retranchant  de  P la  nïimt  puissance  de  x +y,  et  désignant  par 
R'  le  reste  de  cette  soustraction,  on  démontrera,  comme  pré- 
cédemment, que  le  premier  terme  de  R',  ou  de  P — (x-Xy)m, 
représente  la  valeur  de/«x”~' 3.  Ainsi,  en  divisant  ce  premier 
terme  ]>ar  mxm~' , on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi 
de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P par  rapport  à l’une  des 
lettres  qui  y entrent,  extrayez  la  racine  m1'"'  du  premier  terme 
de  ce  polynôme  ; vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine. 
Retranchez  de  P ta  ni""'  puissance  de  ce  premier  terme ; puis 
écrivez  au-dessous  de  la  racine  trouvée  m fois  la  (m  — l ) 
puissance  de  cette  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier  terme 
du  reste  obtenu ; vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  la  ra- 
cine. 

Formez  la  m""1'  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  déjà 
trouvés  à la  racine  , puis  soustrayez  de  P cette  m'*"'  puissance. 

Divisez  le  premier  ternie  du  nouveau  reste  par  m fois  ta 
(m  — 1 )"me  jouissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  obtenez 
ainsi  le  troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  d’appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  l’ex- 
traction de  la  racine  3’’,  4”,  5'. 
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iV.  B.  — On  pourrait,  à la  rigueur,  se  dispenser  d'ordonner 
d’abord  le  polynôme  ; mais  alors  il  faudrait  modifier  l’énoncé  du 
procédé,  ainsi  qu’on  l’a  fait  pour  la  division.  ( Voyez  le  n°  27.  ) 

Calcul  des  radicaux. 


J62.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme  donl  on  de- 
mande une  racine  d’un  certain  degré  n’est  pas  une  puissance 
parfaite,  on  ne  peut  qu’indiquer  l’opération,  en  faisant  ^n"  2) 
précéder  du  signe  y ’ la  quantité  proposée,  et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signe  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  à extraire. 
Ce  nombre  s’appelle  Y indice  du  radical. 

Souvent,  on  peut  faire  subir  à Y expression  radicale  quelques 
simplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  à celui  du  n"  1(4  ; 
c’est  que  la  racine  n'e"f  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  ra- 
cines n**"'*  des  différents  facteurs. 

F.n  termes  algébriques, 

n n n n n 

\j  a bed . . . — \ja  X \j  b X \'c  X ^d.  . . . 

Kn  effet,  elevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à la  nir,"‘ 
puissance,  on  trouve,  pour  la  première, 

( \'ahcd . . .)  = abcd, 

et , pour  la  seconde , 

fàxÿîxk. 


Donc,  puisque  les  puissances  de  ces  expressions  sont  égales  , 
les  expressions  doivent  l'être  elles-mêmes.  ( Voyez  nn  167.) 

a 

Cela  pose,  soit  l’expression  y/54 o’ô’c’,  qui  ne  peut  être  rem- 
placée par  un  monôme  rationnel , puisque  54  n’est  pas  un  cube 
parfait,  et  que  d’ailleurs  les  exposants  de  a et  c ne  sont  pas. 
divisibles  par  3 ; on  n 

3 3 3 3 

^54  \irnb  . y 2 ae‘  ~ 3 a b y/x  ac7. 
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De  même,  8a ’ = 2 y1  a1,  ^8aibtc(:  — t.ab’1  c y ‘3art, 

« *, *, « 

y 1 (p a: ée1*  = \ X y3ab  z=z  7.ac'  y^ab. 

3 3 1 

Dans  les  expressions  3ab  y 2«c%  2 y1  a-,  0 air  c y'3 ac%,  les  quan- 
tités placées  en  avant  du  radical , auquel  elles  servent  de  multi- 
plicateurs, sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 


105.  Le  principe  démontré  n"  IHÜ  donne  lieu  à une  autre 
espèce  de  simplification. 

6 _____ 

Que  l’on  ait,  par  exemple,  l’expression  radicale  v4<7,.  Comme, 

6 J / 2 

en  vertu  de  ce  principe , y t\  = V V4  et  fl116  quantité  sou- 

î 

mise  au  radical  y est  un  carré  parfait,  on  peut  effectuer  cette 
extraction  de  racine  carrée , ce  qui  donne 

« 3 

y' 4 fi1  — y Icta. 

i 

De  même  , y^3 8a,b’  = vV36 a* b*  - yGab. 

ntr  jn  m 

Kn  général,  y a"  ~ y y la"  = y a-,  c’est-à-dire  que,  lorsque 
l’indice  d’un  radical  est  multiple  d’un  certain  nombre  n , et  que  la 
quantité  sons  le  signe  radical  est  une  puissance  n‘,me  exacte,  on 
peut,  sans  changer  la  valeur  <lu  radical , diviser  son  indice  par  n,  et 
extraire  la  racine  n';mf  de  la  quantité  sous  le  signe. 

Cette  proposition  est  l’inverse  d’une  autre  non  moins  impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  l’on  peut  multiplier  l’indice  d'un 
radical  par  un  certain  nombre , pourvu  que  l’on  élève  la  quan- 
tité sous  le  signe  a une  puissance  d’un  degré  marqué  par  ce 
nombre. 

m mn  n 

Ainsi , yia  — \Jan.  F.n  effet,  a est  la  même  chose  que  y/«"  ; 


donc 


sfa  = y y/ a"  = y a”. 
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Ce  dernier  principe  sert  à ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux 
à avoir  le  même  indice,  ce  qui  est  souvent  utile. 

3 < 

Soient , par  exemple  , les  deux  radicaux  sj'f.n  et  a It , que 
l’on  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  l’on  multiplie  l’indice  du  premier  par  4 > indice  du  second  , 
et  que  l’on  élève  la  quantité  ?.a  à la  quatrième  puissance  ; si , de 
même  , on  multiplie  l’indice  du  second  par  3 , indice  du  premier, 
et  que  l’on  élève  a -H  b au  cube,  on  ne  changera  pas  les  valeurs 
des  deux  radicaux  ; et  il  viendra  , par  ces  opérations, 

3 12  !- < 12 

■=  \/ 2.' a'  = \'  1 6 «4 , )/  a A-  b =z  \J{a  -+-  b )». 

Règle  générale.  — Pour  réduire  deux  ou  plusieurs  radicaux 
au  même  indice,  multipliez  l'indice  de  chaque  radical  par  le 
produit  de  tous  les  autres  indices , et  élevez  ta  quantité  sous  le 
signe  à une  puissance  d’un  degré  marqué  par  ce  produit. 

Cette  règle,  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  de  modifications 
semblables. 

• 4 b » 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  V",  \/5b,  va’-f  b\  que 
l’on  veut  ramener  au  même  indice. 

Comme  les  nombres  4>  6,  8 ont  des  facteurs  communs,  et 
que  24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il 
suffit  évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6,  le  second  par  4, 
et  le  troisième  par  3,  pourvu  que  l’on  élève  les  quantités  sous 
chaque  signe  radical , aux  puissances  de  degrés  marqués  respecti- 
vement par  6,  4 et  3 , ce  qui  donne 

{ 2(  fi  21  B H 

’ \ja  = \[êé , ÿ'5b  — ^5*  b * , ^n34-  6J  — \/(rt3-f-  b*f. 

Ces  notions  établies,  proposons-nous  d’exécuter  sur  les  radi- 
caux les  opérations  de  l’Arithmétique,  qui  sont  maintenant  au 
nombre  de  six , en  y comprenant  la  formation  des  puissances  et 
l’extraction  des  racines. 

104.  Addition  et  soustraction  ries  radicaux.  — Deux  radicaux 
A Ig.  B.,  10e  éd.  18 
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sont  dits  semblables  lorsqu’ils  ont  le  même  indice,  et  que  la  quan- 
tité sous  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé , pour  ajouter  deux  radicaux  semblables  , ou  pour  les 
soustraire  l’un  de  l’autre  , il  faut  opérer  simplement  sur  leurs 
coefficients , et  placer  la  somme  ou  ht  différence , comme  coefficient , 
ru  avant  du  signe  radical  commun. 

^ i i 5 ,»  1 

Ainsi , 3 y b -t-  a y ï = 5 y é , 3 \'b  — 2 y b = y'  b , 

i _ i _ i _ 

3 a \b  rfc  2 r y' b = (3a  dL  2c)y  b. 

Souvent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  d’abord  semblables;  mais 
ils  le  deviennent  lorsqu'on  leur  a fait  subir  les  simplifications  des 
nos  IG2  et  IG5.  Par  exemple, 

3 3 3 __  3 3 

y'48«/>’  -\-b  y^5«  = tf  b y/3n  -t-  5 b \[3a  — t)  b \'3a; 

3 3 3 3 

yHrt’i -t- ififl1 — b'  2 a b'  = 2oy b -f-2/r — éyé-f-2n 

3 

r=  — é ) y' 6 -ft  2 (?  ; 

8 3 3 3 3 

3 \j\cd  y'?.(7  — 3 v 2(i  -t-  a y2(7  = 5 ^20 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables  , on  ne  peut  qu’indiquer 
l’addition  et  la  soustraction  , en  interposant  les  signes  -(-et  — . 

<66.  Multiplication  et  division.  — Considérons  d’abord  le  cas 
où  les  radicaux  ont  le  même  indice. 

n n 

Soit  \a  à multiplier  ou  à diviser  par  y b.  Je  disque  l’on  a 

f f»  n n n } 

Sra  X — \Jab , et  yo  : y b — y/ ^ • 

n n n 

En  effet  (n°  162  ),  si  l’on  elève  y a . y !b  et  \j ah  à la 
puissance , on  trouve  également  ab  pour  résultat  ; donc  ces  deux 
expressions  sont  égales. 
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De  même,  — et  » élevés  à la  n,ime  puissance,  donnent 

“fl,  V b 

S<> 

j ; ainsi  ces  deux  expressions  sont  orales. 

D’où  l’on  voit  (pie  — Pour  multiplier  ou  diviser  l'un  par  l’autre 
deux  radicaux  de  même  indice , il  faut  multiplier  ou  diviser  l'une 
par  l’autre  les  deux  quantités  sous  le  signe , et  affecter  le  résultat 
du  signe  radical  commun.  S’il  y a des  coefficients,  on  commence 
par  opérer  séparément  sur  ces  derniers. 

Ainsi, 

s/a’  -+-  b’  , «/(a’-Hé*)1  ^ , ,»/(  a’-f-i’V 

*■ a y- -7- x 3 a V = - 6a  y —7d—  ’ 


Si  les  radicaux  ne  sont  pas  de  même  indice,  il  faut  les  y réduire 
(n°  165),  et  opérer  comme  il  vient  d’être  dit. 

6 _ » 1 \ 

Par  exemple,  3 «^Ax5i^2f  = i5  ab  b1  <r. 

166.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  — Comme 

rn  tn  m m m 

on  a (y/a  )*  = \ja  X V«  X \/«. . . = sja",  d’après  la  règle  qui 
vient  d’ètre  établie  pour  la  multiplication  , il  s’ensuit  que  — Pour 
élever  une  quantité  radicale  à une  puissance  donnée , il  faut  élever 
à cette  puissante  la  quantité  sous  le  signe , et  affecter  le  résultat 
du  signe  radical  avec  son  indice  primitif . S’il  va  un  coefficient,  on 
élève  séparément  ce  coefficient  à la  puissance  donnée. 

18. 
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Ainsi , (y^4 a3)'  — ^ (/j a3)'  =r  y/ i(i a"  — la  \j a* \ 

3 S 3 j 

(3y2«)s  = 3' . y/ ( 2 a'f  — 9.43  sj^la'  =z  t\$Ç> a \J [\  a' . 

Lorsque  l’indice  du  radical  est  un  multiple  de  l’exposant  de  la 
puissance  que  l’on  a à former,  on  peut  simplifier. 

4 

Soit,  par  exemple  , y/ 9 a à élever  au  carré. 


Remarquons  que  ( n°  1 Si!  ) y 9.  a = y yj  ^ 


Or,  pour  élever  cette  quantité  au  carré,  il  suffit  de  supprimer 

4 

le  premier  signe  radical  ; ainsi  l’on  a (y/2a)’  = 'fia. 

« 

Soit  encore  y 3 b à élever  au  carre;  cette  expression  revient 

a y/ y/ 3 />’,  donc  (^3 A)1  = \[Zb. 

C’est-à-dire  que , si  l'indice  du  radical  est  divisible  par  l’expo- 
sant de  la  puissance , on  peut  effectuer  cette  division,  en  laissant 
la  quantité  sous  le  radical  telle  qu’elle  était. 

Quant  à l’extraction  des  racines , il  faut  multiplier  l’indice  du 
radical  par  l’indice  de  lu  racine  à extraire,  et  laisser  la  quantité 
sous  le  signe  telle  qu  ’ elle  était. 


Ainsi , 


if- 


J 3 c 


\fTc-, 


Cette  règle  n’est  autre  chose  que  le  principe  du  n°  183  , énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite,  de  même 
degré  que  la  racine  à extraire,  il  y a lieu  à simplification. 
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Remarques  sur  les  valeurs  algébriques  des  radicaux.  — Consé- 
quences qui  en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions. 

167.  I .es  règles  qui  viennent  d’être  établies  pour  le  calcul  des 
radicaux  sont  fondées  principalement  sur  le  principe,  que  la 
racine  n‘rme  d’un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit 
des  racines  de  ces  différents  facteurs;  et  la  démonstration 
de  ce  principe  repose  (n°  162)  sur  ce  que,  si  les  puissances  de 
même  degré  de  deux  quantités  sont  égales,  les  quantités  sont  aussi 
égales.  Or  cette  dernière  proposition  , qui  est  vraie  en  tant  que 
l’on  ne  considère  que  des  nombres  absolus , ne  l’est  pas  toujours 
pour  les  diverses  expressions  auxquelles  peut  conduire  l’Algèbre. 

Pour  vérifier  l’exactitude  de  cette  assertion , nous  prouverons 
qu’un  mémo  nombre  peut  avoir,  algébriquement , plusieurs 
racines  carrées,  plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racines  qua- 
trièmes, etc. 

Désignons,  en  effet,  par  x l’expression  générale  de  la  racine 
carrée  d’un  nombre  a , et  par  j>  la  valeur  numérique  ou  arithmé- 
tique de  cette  racine  carrée;  on  a l’équation 

x’  — a,  ou  x1  =r  p1,  de  laquelle  on  lire  x = zfc p. 

D’où  l’on  voit  que,  de  quelque  signe  qu’on  affecte  la  valeur 
arithmétique  p,  de  la  racine  carrée  de  a,  son  carré  donne  égale- 
ment a,  résultat  conforme  à ce  qui  a été  dit  au  n°  8.1. 

Soit,  en  second  lieu,  x l’expression  générale  de  la  racine  cubique 
de  a , et  désignons  par  p la  valeur  numérique  de  cette  racine;  on. 

a l’équation  x3  = a,  ou  aê-p'. 

Cette  équation  est  d’abord  satisfaite  par  x = p. 

Observons  maintenant  que  l’on  peut  mettre  xJ  = pz  sous  la 

forme  x3  — p'  — o. 

Or  on  a vu  (n°  51)  que  l’expression  x3 — p'  est  divisible  par 
x — p,  et  donne,  pour  quotient  exact,  x3  + px  4-  /■>’; 
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l'équation  ci-dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

(x  — p)(x'  ■+■  px  -+- p')  = o, 
équation  à laquelle  on  satisfait , soit  en  posant 
x — p — o,  d’où  x — p, 

soit  en  posant  x’  -4-  px  p'  = o,  d’où  x = — z±z  ^ »/ 1 3 . 

ou  bien  , x — p 


- ,±V-3 


O11  voit  donc  que  l(t  racine  cubique  de  a admet  trois  valeurs 
algébriques  différentes,  savoir  : 

Soit  encore  à résoudre  l'équation  x'  — a ou  x‘  — p * 

4 __ 

[p  désignant  la  valeur  arithmétique  de  \Ja  ). 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x'—p'  = o; 

or  l'expression  x‘  — p'  revient  ( n"  19  j à (x3  — p7)  (x3  -4-  p*}  ■ 

donc  l’équation  revient  elle-même  à (x3  — p')  (x3  p-j  ~ 0 . 
et  l’on  peut  y satisfaire. 


soit  en  posant  x-  — p7  = o , d’où  x — ± p, 


soit  en  posant  x3  -j-  p7  = o , d’où  x = ± y — p*  x=±  p J l _ 


On  obtient  donc  ainsi,  pour  la  racine  quatrième  du  nombre  a 
quatre  expressions  algébriques  différentes. 

Proposons-nous  de  résoudre  la  nouvelle  équation 


■ P' 


Or  x‘  — p 6 revient  (n°  19)  à 
ainsi,  l’équation  devient 


o. 

(•**  — /'") 

(•»•'  — P')  -P')—  o. 
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Déjà,  ré<|uation  x* — p1  — o , résolue  précédemment, 

a donné  x — p et  x—p 

Considérons  actuellement  l’équation  x3  p'  — o , 
et  observons  que,  si  l’on  remplace,  pour  le  moment , p par  — p' , 
elle  devient  . x>—p'a=o, 

d’où  l’on  déduit  x — />'  et  x — p' 

V 

ou  , remettant  à la  place  de  p'  sa  valeur  — p , 

( — i ± y ■ — 3 \ 

x——p  et  x — —p  ^ )• 

Ainsi,  l’équation  Xe  — p*  = o , et  par  conséquent  la  racine  6e 
de  a,  admet  six  valeurs:  p,ap,a'p, — />,  — cup,  — a.' p,  en 
posant , pour  simplifier, 

^ — i -4-  y1—  3 _ — i — y/—  3 

2 2 


Nous  pouvons  conclure , par  analogie  (ce  qui  sera  d’ailleurs  dé- 
montré par  la  suite,  d’une  manière  plus  complète),  que  toute 
équation  de  la  forme  xm  — <i  — o , ou  x™  — pm  = o , est  suscep- 
tible de  m solutions  différentes;  c’est-à-dire  que  la  racine  m‘‘m' 
d’un  nombre  admet  m valeurs  algébriques  différentes. 

ltïlt.  Première  remarque.  — Si,  dans  les  équations  précédentes 
et  les  résultats  qui  leur  correspondent , on  suppose  comme  cas 

particulier,  a — t , d’où  p = i , 

on  obtiendra  les  racines  carrées,  cubiques,  quatrièmes , etc.,  de 
l’unité.  Ainsi,  4-  t et  — t sont  les  deux  racines  carrées  de  l'unité; 

car  l’équation  x1 — i = o donne  * = ± r. 
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. — • -f-  V — 3 — i — y — 3 

De  meme , -f-  r , > , sont  les 

2 2 

trois  racines  cubiques  de  l’unité,  ou  les  racines  de  x3  — i — o. 

-+-  i , — i , -4-  y — i , — V' — 1 1 sont  les  quatre  racines  qua- 
trièmes de  l’unité,  ou  les  racines  de  j;1  — i = o. 

109.  Seconde  remarque.  — Soit,  en  général,  l’équation 

x"  IJI  a = o. 

Désignons  par  p la  valeur  arithmétique  de  la  racine  rnlimt  de  a , 
ce  qui  donne  pn  = a ; l’équation  ci-dessus  devient 

X*  qi  p"  = o ; 

et  si  l’on  pose  x = py,  y étant  une  nouvelle  inconnue,  il  en  ré- 
sulte pmymzf.pm  =o;  ou,  en  divisant  par pm , 

rm  zç.  i ~ o. 

>n 

Ce  qui  prouve  que  , connaissant  toutes  les  valeurs  de  y/i  ou  de 

ni  m m 

yj—  i , on  obtiendra  celle  de  y 'a  ou  de  yj  — a , en  multipliant  p 
par  les  difTérentes  racines  m'imr‘  de  H-  i on  de  — i . 

170.  Il  résulte  de  b analyse  précédente,  <pte  les  règles  du  calcul 
des  radicaux  établies  pour  l'hypothèse  où  l’on  opère  sur  des  nom- 
bres absolus  sont  susceptibles  de  quelques  modifications  lorsqu’on 
opère  sur  des  expressions  où  symboles  purement  algébriques.  C’est 
surtout  quand  on  applique  ces  règles  aux  expressions  imaginaires 
que  ces  modifications  sont  nécessaires,  comme  étant  une  suite  de 
ce  qui  a été  dit  au  n°  167. 

On  demande,  par  exemple,  le  produit  de  y/—  a par  yj—  a.  La 
règle  du  n”  Mît!  donne 

yl — a X y/ — a = y -t-  a-  =:  ± a. 

Cette  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exacte  tant  que, 
dans  I expression  yj — «X  v — «,  les  deux  radicaux  comportent 
le  double  signe  ±;  mais  si  l’on  admet  que  les  radicaux  soient 
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de  même  signe,  comme  alors  y — « X \J  — n revient  à (y/ — a)% 
et  que,  pour  élever  \Jm  au  carré,  il  suffit  de  supprimer  le  ra- 
dical , on  a nécessairement 

\>—n  X 'f—~n  = — «• 

^oit,  en  second  lieu,  à former  le  produit  y — « X \! — b ; on 
aurait,  d’après  la  règle  du  n"  165, 

\] — a X y/ — b = \J-rab- 

Or  y«è  = ±/;  (n°  167),  p désignant  la  valeur  arithmétique 
de  la  racine  carrée  de  ab\  mais  je  dis  que  le  véritable  résultat 
doit  être  — /jou  — \jab , dès  que  l’on  considère  les  deux  radicaux 
— a et  y—  b comme  précédés  l’un  et  l’autre  du  signe 
En  effet,  on  a 

y'1—  n = \[a.  y/  — 1 et  y/  — b = b • \J  — 1 ; 

donc 

\l — «X  \/  — b z=  \[a\J  — 1 X ^ b.  ^ — 1 = \Jab.{  y ! — 1 j1 
— \jab  X — 1 = — \fâb. 

On  trouvera,  d’après  ces  principes,  pour  les  diverses  puis- 
sances de  y^ — 1 , 

(V — * )‘  = \l~  '> 

(v/— 

(^rr>  = (yCT7)I.v^7  = -v/— , 

(y  — i)'  = (y/—  1 / . (y/—  t)’  = — 1 X — 1 = -+-  1 • 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s’obtiendraient  en  mul- 
tipliant la  quatrième,  -I-  1 , respectivement  par  la  première,  par 
la  deuxième,  la  troisième  et  la  quatrième  , on  retrouverait  encore, 
pour  ces  quatre  nouvelles  puissances, 

+ y/—  I , —h  — V — 1 r + « 4 
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donc  toutes  les  puissances  de  \ — 1 forment  des  périodes  de 
quatre  termes. 

4 

Soit  encore  propose  de  déterminer  le  produit  de  \J — a par 


— b , qui,  d’après  la  règle,  serait  \ -hali,  et , par  conséquent 
(n°  107  ) , donnerait  les  quatre  valeurs 

4 t 4 4 

-\-\jab,  — \jub  , +\jab.\J — 1,  — \jab  1. 

Mais  pour  déterminer  le  véritable  produit,  observons  que 

» I 1 I i I 

\f — a — y1  a . y/ — 1 , \/  — b — ^b  .\j  — 7 > 

or  x v7—  > = ( V— • Y = ( vV— ' i Y = V— > ; 

donc  ^ — n x 4/ — b = \*ab  . y — 1 . 

Appliquons  les  calculs  précédents  à la  vérification  de  l’expres- 
sion — , considérée  comme  racine  de  l’équation 

•r1  — 1=0, 

c’est-à-dire  comme  racine  cubique  de  1.  ( Voyez  n°  108.) 

D’après  la  formule  (a  •+•  by  ■=  a 3 + 3a!i-f  3 a b’’  -+-  b 3 , 

( — H-/— 3 V 

on  a { ) = 

( — 1 )’  + 3 (— 1 y.  v = 3 + 3 (-iM^y+^ï  _ 


— n-  3 \J—  3 — 3 X — 3 — 3 v — : 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeui 


— 1 — y/ — 3 
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§ 1 V.  — Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque. 
— Notions  générales  sur  les  séries. 

17 1 . C’est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  deux  nouvelles  notations 
d’un  usage  très-commode  dans  les  calculs  algébriques  : ce  sont  les 
exposants  fractionnaires  et  les  exposants  négatifs  ; ils  tirent  leur 
origine  des  règles  établies  pour  l’extraction  des  racines  et  la  division 
des  monômes. 

Que  l’on  ait  à extraire  la  racine  num * de  a". 

On  a vu  ( n"  188)  que  , si  ni  est  multiple  de  n , il  faut  diviser 
l'exposant  m par  l’indice  n de  la  racine.  Mais  si  m n’est  pas  divi- 
sible par  n , on  convient  d’indiquer  l’extraction  de  la  racine  en 
indiquant  la  division  des  deux  exposants.  Donc 

n m 

y/ am  = a"  , 

d’après  une  convention  fondée  sur  la  règle  des  exposants  pour 
l’extraction  des  racines  des  quantités  monômes. 

< 34  : 

Ainsi,  y/n’rr-n*,  = a'. 

De  même , que  l’on  ait  à diviser  am  par  a",  ru  et  n étant  entiers 
et  positifs. 

On  a vu  (nn  25)  que,  dans  le  cas  de  ru  n , il  faut  retrancher 
l’exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende;  ce  qui  donne  an~". 

Mais  si  l’on  a tu  <^n,  on  convient  de  la  même  notation  am~" 
pour  indiquer  la  division. 

Soit  p la  différence  absolue  entre  n et  m ; on  a alors 
n — tri  -j-  p <1  ou = am~m~P  — n~P  ; 

(lm  | 

d’ailleurs , — — se  réduit  à — par  la  suppression  du  facteur  a" 
commun  aux  deux  termes  ; 
donc  n~  i‘  — 

nP 
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L’expression  a~r  est  donc  le  symbole  d’une  division  qui  n’a  pu 
s’effectuer  ; et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l'unité  divisée  par 
ta  meme  lettre  a affectée  de  l’exposant  p pris  positivement. 

Ainsi , a~ 5 = — •>  a~l  = — • 

a 3 o5 


La  notation  de  l’exposant  négatif  a l’avantage  de  conserver  une 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d’une  extraction  de  racine  et  d’une  division  , 
impossibles  à effectuer  sur  des  quantités  monômes,  résulte  une 
autre  notation  , celle  de  l 'exposant  fractionnaire  négatif. 

Soit  à extraire  la  racine  niim‘  de  — • 

nm 


On  a d’abord 


donc 


m 


en  remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  frac- 
lionnaire. 

m m 

Les  expressions  a"  , a~r  , a " , sont  donc,  d’après  des  con- 
ventionsfondées  sur  les  règles  précédemment  établies , des  notations 


équivalentes  à 


Ainsi,  l’on  peut,  suivant  les  circonstances,  remplacer  les  pre- 
mières par  celles-ci,  et  réciproquement. 

Comme  dans  le  discours,  at  s’énonce  a puissance  /> , p étant  un 


nombre  entier  positif,  de  meme,  par  analogie , a" , a f , a " , 

, , m . m 

s énoncent  : a puissance  — , a puissance  — p,  a puissance  — — : 

ce  qui  a engagé  les  algébristes  à généraliser  le  mot  puissance.  | Mais 
il  serait  pcut-ctre  plus  convenable  de  n’employer  que  les  denomi- 

_ m m 

nations  a exposant  — , exposant  — p , exposant , en  consa- 

crant uniquement  le  mot  puissance  à designer  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  égaux  à un  nombre  donné.  ( V 1 nez  le  n°  2.  )] 
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172.  Ces  notions  sur  l’origine  et  la  signification  îles  quantités 
affectées  d’exposants  quelconques  étant  établies,  nous  allons 
démontrer  que  le  calcul  de  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux 
mêmes  règles  que  celui  des  quantités  affectées  exclusivement  d’ex- 
posants entiers  et  positifs. 

Ü.  1 

Multiplication.  — Soit  d’abord  a'  à multiplier  par  a3  ; je  dis 
qu’il  suffit  d'ajouter  les  fieux  exposants,  et  que  l’on  a 

3 I 3.J.1  i-ï 

usXa’=a5  3 = «IS. 


En  effet,  on  a vu  (n°  17 i)  que 

3 S 2.  3 

ah  = fâ,  a>  = \Ja*\ 

3_  2 S 3. 

donc  as  x = v/o3  X s/a2; 

ou  bien,  effectuant  l’opération  d’après  la  règle  du  n”  l(î;i , 

^ a_  i s 

a6  X a1  = v/oTÎ=  «' s- 

ni  p 

Soit,  généralement,  a " à multiplier  par  a'i;  je  dis  que  l’on  a 


m p 

a " X aï  — a 


m p np  — mq 

» + ï ~ a n,i 


t_  if- 

aï  — \ af  ; donc 


a" P "i 

= SJ""?-""!  = 


np  — mq 

a ,ui  . 


Ainsi,  règle  générale,  pour  multiplier  l’un  par  l’autre  deux 
monômes  affectés  d’exposants  quelconques,  il  faut,  pour  chacune 
des  lettres,  ajouter  les  deux  exposants;  c’est  la  règle  déjà  établie 
n"  IG,  pour  les  quantités  affectées  d’exposants  entiers  et  positifs. 
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On  trouvera,  d’après  cette  règle, 

2 L £ £ i i i 

rt‘  b 3 c~'  X a’1  b3  c3  = a ‘ c s’ 

— _ A JL  I 4 7 

3 a~3b3  X ‘ b 3 c3  = 6 a 3 b3  c3. 


Division.  — Pour  diviser  l’une  par  l’autre  deux  quantités  mo- 
nômes affectées  d’exposants  quelconques,  il  faut  suivre  la  règle 
qui  a été  établie  (n°  22)  pour  les  quantités  affectées  d’exposants 
entiers  et  positifs;  c’est-à-dire  qu’il  faut,  pour  chaque  lettre, 
retrancher  l’exposant  du  diviseur  île  celui  du  dividende. 

En  effet,  l’exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit  être 
tel , qu’ajouté  à celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  la  somme 
soit  égale  à l’exposant  du  dividende;  donc  l’exposant  du  quo- 
tient est  égal  à l’excès  de  l’exposant  du  dividende  sur  celui  du 
diviseur. 

On  trouvera,  d’après  cette  règle, 


.i_f_.it  J_> 


a ; a —a  — n 


i i 

b ' : 


9 _ I 

a'”b  \ 


Formation  des  puissances.  — Pour  élever  à la  m‘ine  puissance 
un  monôme  affecté  d’exposants  quelconques,  il  faut,  conformé- 
ment à la  règle  du  n°  iüO,  multiplier  l'exposant  de  chaque  lettre 
par  l’exposant  ni  de  la  puissance  ; car  élever  ce  monôme  à la  miimr 
puissance,  c’est  former  le  produit  de  ni  facteurs  égaux  à ce  mo- 
nôme; donc  , d’après  la  règle  de  la  multiplication , il  faut  multi- 
plier chacun  des  exposants  par  ni. 


i i\‘  ü / l\s  A . 

Ainsi,  U'/  =»',  [a3)=a3=a,) 

l -4-  -V  i / .‘\ii 

\2  a b*]  =64  a~3  b3 , (a  c)  — 


Extraction  des  racines.  — Pour  extraire  la  racine  niime  d’un 
monôme,  il  faut,  pn  suivant  la  règle  du  n"  11.8,  diviser  l’expo- 
sant de  chaque  lettre  par  l'indice  n de  la  racine. 
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En  effet , l’exposant  de  chaque  lettre,  dans  le  résultat , dpit  ctre 
tel  que,  multiplie  par  l’indice  n de  la  racine  à extraire,  il  repro- 
duise l’exposant  dont  la  lettre  est  affectée  dans  le  monôme  pro- 
posé ; donc  les  exposants,  dans  le  résultat,  doivent  être  respec- 
tivement égaux  aux  quotients  de  la  division  des  exposants,  dans 
le  monôme  proposé,  par  l’indice  n de  la  racine. 


Les  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduites  de  la  règle 
relative  à la  multiplication  ; mais  on  pourrait  les  démontrer  direc- 
tement en  remontant  à l’origine  des  quantités  affectées  d’exposants 
quelconques. 

Nous  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  implicite- 
ment les  deux  précédentes  , quant  à la  démonstration. 

m 

- , r , 

Soit  a " à élever  à la  puissance » il  faut  prouver  que  l’on  a 


En  effet,  si  l’on  remonte  à l’origine  de  ces  notations,  on  trouve 
que 


nir 


a 


ns 


L’avantage  que  présente  l’emploi  des  exposants  de  nature  quel- 
conque consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces  sortes 
d’expressions  n’exige  pas  d’autres  règles  que  celles  qui  ont  été 
établies  pour  le  calctd  des  quantités  affectées  d’exposants  entiers. 
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En  outre,  ces  calculs  se  réduisent  à de  simples  opérations  sur  les 
fractions,  opérations  avec  lesquelles  nous  sommes  déjà  familia- 
risés. 

175.  Remarque.  — Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la 
résolution  de  certaines  questions,  à considérer  des  quantités  affec- 
tées d 'exposants  incommensurables.  Or  les  règles  que  nous  venons 
d’établir  pour  le  cas  où  les  exposants  sont  commensurablcs  sem- 
bleraient devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  cas  d’exposants 
incommensurables;  mais  observons  qu’un  nombre  inconnnensu- 

3 

rable,  tel  que  y 3 , y'i  i , est,  par  sa  nature  , composé  d’une  partie 
entière  et  d’une  partie  d’unité  qui  ne  peut  être  exprimée  exacte- 
ment, mais  dont  il  est  possible  d" approcher  autant  que  ron  veut; 
en  sorte  que  l’on  peut  toujours  concevoir  le  nombre  incommensu- 
rable remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  n’en  diffère 
que  d’une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée  ; et  en 
appliquant  les  règles  au  symbole  qui  désigne  le  nombre  incom- 
mensurable, il  faut  sous-entendre  qu’on  les  applique  au  nombre 
fractionnaire  exact  qui  le  représente  approximativement.  En  dé- 
finitive, dans  les  applications  numériques,  on  ne  peut  se  former 
l’idée  d’un  nombre  incommensurable  qu’en  le  supposant  remplacé 
par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  en  exprime  une  valeur  plus 
ou  moins  approchée;  et  cette  approximation  n’a  pas  de  limite. 

Ainsi , nous  pouvons  conclure  «pie  les  règles  précédentes  sont 
applicables  au  cas  où  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles 
le  sont  même  , par  extension,  aux  exposants  imaginaires. 

Application  tic  la  formule  du  binôme  à l’extraction  des  racines  par 
approximation. 

174.  Puisque  l’on  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quel- 
conques les  règles  du  calcul  des  exposants  entiers  et  positifs , il  est 
assez  naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme,  qui  sert  à dé- 
velopper la  im'***  puissance  d’un  binôme  (»i  étant  un  exposant 
entier  et  posilif) , peut  également  servir  lorsque  ni  est  un  exposant 
fractionnaire,  positif  ou  négatif.  C’est,  en  effet,  ce  que  les  an  a - 
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lystes  ont  reconnu  ; et  ils  ont  déduit  de  là  des  conséquences 
importantes,  tant  pour  l’extraction  des  racines  par  approxi- 
mation , que  pour  le  développement  des  expressions  algébriques 
en  séries. 

Nous  renvoyons , pour  la  démonstration  générale  de  cette  for- 
mule , au  n"  182 , et  nous  allons  dès  à présent  en  montrer  l’usage 
dans  l’évaluation  approchée  des  racines  de  degre  quelconque  des 
nombres  particuliers. 

Mais  avant  tout,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  trans- 
formation. 

Reprenons  cette  formule 

+ = rnaxm~'  -+-  m — a\ vm~‘‘ 

' 2 


et  mettons  le  facteur  xm  en  évidence  dans  le  second  membre. 
On  obtient 


(x  •+■  a)m  = x"  ^ 


a m 

1 ■+■  m . — h»i- 
x 2 


- t a'1  \ 

-T 


ou,  posant 


m = —9 
n 


[x  a)n  = y /x  -f-  a s= 


n 

ou  bien  encore,  yx  -+-  a = 


/ ta  1 n — 1 a»  1 n — 1 2//  — 1 \ , , 

‘ y' n ' x n zn  x1  n 2 n 3n  x'  ) 

Si  l’on  voulait  former  un  nouveau  ternie , il  suffirait  évidem- 

3/i  — 1 a . 

ment  de  multiplier  le  quatrième  par  — ^ — et  par  -,  puis  de 

changer  le  signe  ; et  ainsi  de  suite. 

I7S.  Cela  posé  , soit  à extraire  la  racine  cubique  de  3i . 

Le  plus  grand  cube  contenu  dans  3i  étant  27,  faisons  , dans  la 
Al  g.  B.,  10 r éd.  iy 
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formule  (i),  n — 3,  x = 27 , et  a — \ , ce  qui  donne 


il  vient 


J », l / A \ » 

t/3»  =V27-+-4=  27*  ( ' + ^)  t 


*/—  t i 4 • i 1 6 i » 5 (>4  \ 

y i 27  3 3 729^  3 3 9 19683  /’ 


ou  bien,  en  effectuant  les  calculs, 

16 


V 3 1=3-|- 


320 


27  2187  53 1 44 1 


Le  terme  suivant  s’obtiendrait,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus , 

, . ..  320  3 n — 1 a ®4  , 

en  multqihant  » -y-  par  — ou  par  ».  — , et  cban- 

D j I /J-i|  1 W X <5  2 y 

. . . . ?.56o 

géant  le  signe,  ce  qui  donnerait  — 2 ' 

On  trouverait  de  même , pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier, 

1 2640 


256o  4«  — » ft 

■X  4 


256 o 


X — = X — = 


1 7433922005 


43046721  ” 5 n x 43046721  it)  27 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série,  et 
réduisons  en  décimales.  Nous  obtenons  d’abord  , 

Pour  les  termes  additifs, 

3 = 3,ooooo 

^ = o,'48i5(_ 

320  , 

/ >"  = 0,00060 
53 1 44 1 j 

et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs, 

16 


• = 3,. 4875, 


2187 

256o 


= — o ,00731 


— 0,00737. 


43046721 


= — 0,00006 


Loue 


y/3 1 = 3,  «4 1 38. 
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a i.’extraction  dus  racines  par  approximation.  agi 
[ Nous  prouverons  tout  à l’heure  que  ce  résultat  est  exact  à moins 
(le  0,00001  près.] 

176.  Remarque.  — Lorsque  l’expression  d’un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques  vont 
en  décroissant  indéfiniment,  on  conçoit  qu’en  général,  pinson 
prend  de  termes  dans  la  série , plus  on  approche  de  la  vraie  valeur 
du  nombre  proposé.  Si  > en  outre,  on  suppose  que  les  termes 
soient  alternativement  positifs  et  négatifs , on  peut,  en  s’arrêtant  à 
un  terme  de  rang  quelconque,  déterminer  d’une  manière  pré- 
cise te  degré  d’approximation  obtenu. 

En  effet,  soit  une  suite  indéfinie  de  termes, 

a — A 4-  c — d -)-  e — . , 

dans  laquelle  on  suppose  que  a,  b,  e,  d, . . . sont  des  nombres 
absolus  décroissants;  et  désignons  par  .r  la  valeur  numérique  de  ■ 
cette  série. 

Je  dis  d’abord  que  cette  valeur  est  comprise  entre  deux  sommes 
consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série. 

Car  prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

a — b 4-  e — rf  4-  e — f et  a — b 4-  c — d e — f 4-  g. 

Considérons  la  première,  et  observons  que  les  termes  qui 
suivent  — f sont  4-  g — A,  4-  /■  — /,  4-...;  mais  puisque  la 
série  est  décroissante , les  différences  g — h , k — /,  . . . sont  des 
nombres  positifs;  d’où  il  suit  que,  pour  obtenir  la  valeur  com- 
plète de  x,  il  faut  ajouter  à la  somme  a — A 4-  r — d 4-  e — f 
un  certain  nombre  positif. 

On  a donc 

a — b 4-  e — il  c — J <C.  D’- 
Quant à la  seconde,  les  termes  qui  suivent  4 -g  sont  — h 4-  A, 
— / 4-  «...  ; or  les  différences  — h 4-  — / 4 sont  néga- 

tives; d'où  l’on  voit  que,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  x,  il  faut 
ajouter  à la  somme  a — b -h  e — d 4-  e—f  4-  g une  quantité 
négative,  c’est-à-dire  diminuer  cette  somme. 

• 9* 
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?«)2 

Ainsi  l’on  a ««  — 6 -4-  c — d -+-  c — f - t-  g x. 

Donc  x est  compris  entre  res  (leux  sommes. 

Conséquence.  — La  valeur  numérique  «le  la  différence  entre  ces 
deux  sommes  étant  g , il  s’ensuit  que 

L'erreur  commise  lorsqu’on  prend  un  certain  nombre  de  termes 
pour  la  valeur  de  x est  numériquement  moindre  que  te  terme  qui 
vient  après  celui  auquel  on  s’est  arreté. 

Ainsi,  dans  !’ap|>licatinn  du  numéro  précédent,  tous  les  termes 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs  , et  allant  en  décroissant 
à partir  du  second  , on  peut  en  conclure  que  la  valeur  numérique 
«le  la  somme  des  cinq  premiers  termes 


4 19  3?.o  256o 

27  2187  53  r 44 1 4304^721 


diffère  de  y/ 3 1 d’  une  quantité  moindre  «pie  la  valeur  du  ô1-  ternie, 

I I *t  ' ' ( I 

«tue  l’on  a trouvé  [ n°  178)  égal  à — 

v 17433922000 


Or  cette  frac- 


tion est,  d’après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de  ; 

1 1 100000 

donc  \/3 1 = 3, 1 4 1 38  à 0,00001  près:  ce  que  l’on  pourrait  véri- 
fier par  le  procédé  ordinaire,  mais  par  des  calculs  plus  laborieux 
«pie  les  précédents. 


177.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approxi  - 
malivement  la  racine  n"mt  d’un  nombre  entier  N par  le  rooven 
des  séries  : 

Décomposez  N en  deux  /inities  p"  + q,  p étant  la  racine  de  N 
obtenue  à une  unité  près  ( n°  185  ) , et  faites , dans  le  développement 

II 

de  y' x a (nn  178) , x=pn,  a = q.  Effectuez  les  calculs,  en 
vous  arrêtant  au  terme  dont  le  suivant  soit,  diaprés  son  inspection  , 
inférieur  à l'unité  de  l'ordre  décimai  qui  détermine  l'approxima- 
tion ; convertissez  en  décimales  tous  les  termes  dont  vous  avez  tenu 
compte , et  opérez  la  réduction  des  termes  tant  additifs  que  sous- 
tractifs. 
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Cette  méthode  n’est  avantageuse  qu’autant  que  est  une  frac- 
tion assez  petite;  car  autrement  les  termes  de  la  série  ne  dimi- 
nueraient pas  très-rapidement,  et  il  faudrait  un  grand  nombre  de 
termes  pour  donner  le  degré  d'approximation  désiré  ; ce  qui  en- 
traînerait dans  de  longs  calculs. 

On  est  même  obligé  de  modifier  la  marche  précédente  toutes 
les  fois  que  l’on  a //‘ <^  7 ; car  alors  -,  ou  , est  plus  grand 

que  l’unité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  -,  qui  augmentent 

JT 

de  plus  en  plus  numériquement , à mesure  que  le  degré  de  la 
puissance  augmente. 

Soit , par  exemple , 56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
31""';  27  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56,  on  aurait 


a — 2g; 


d’où  - — - 


" Ï9; 

•T  27  ’ 


et  les  termes  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (nous 
ne  parlons  pas  des  coefficients,  qui  sont  des  fractions  peu  diffé- 
rentes de  l’unité). 

Mais  observons  que  l’on  peut  aussi  décomposer  56  en  6;{  — 6, 

ou  43  — 6;  or  ~ ou  5 est  une  assez  petite  fraction. 

64  o 


D’un  autre  côté  , si,  dans  l’expression  de  \x  -+-  a ( n"  4 7 A ) , on 
remplace  a par  — a , il  vient 


la  1 « — la-  i « — 1 2/2  — i a' 

n x n in  x‘  n ’ 2 //  3//  x3 

Posant  donc  x =z  64  , a — 8 , on  obtiendra  une  série  de  termes 
qui  décroîtront  rapidement. 

A la  vérité,  tous  les  termes,  à l’exception  du  premier,  sont 
négatifs;  et  l’on  ne  peut  appliquer  à la  série  ce  qui  a été  dit 
( n°  176)  sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d’approximation  que 
donne  la  somme  d’un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors  on 
tient  compte  d’un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  qu’on  soit 


n 1 
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bien  assuré  que  l’ensemble  des  termes  négligés  n’influe  pas  sur 
l’ordre  décimal  auquel  on  veut  arrêter  l’approximation. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

> 4 

V39  — \32  -+-  7 = 2,0807  à 0,0001  près; 

3 j 

y65  = V®4 + ' = 4 ,02073  à 0,00001  près; 

1 < 

V260  = ^256  -+-  4 — 4? 01  ^53  à 0,00001  près; 

! ) 

\/io8  = 1 28 — 20  = 1,95204  à 0,00001  près  (*i. 

178.  Autres  applications  de  la  formule  du  binôme.  — Cette 
formule  sert  aussi  à développer  les  expressions  algébriques  en 
séries. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’expression ; on  a 

1 — z 


Posons,  dans  la  formule  ( x -+-  n)m  = xm  -+-  maxm~'  ■+■  . . . , 
v=i,  n ~ — z , m — — 1;  il  vient 


ou,  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  com- 
pose d’un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  — , 

* (1  — z)~'  = — — = I -h  z -+-  z1  + z'  z'  -+-  s1.  . . . 

I — z 

On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la 
division  algébrique  ( n°  2G  ). 


Vojrt  le  n"  o de  la  première  note  placée  à la  lin  du  (ir  chapitre. 
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21)5 


Soit  encore  l’expression 

1 1 — z) 

On  a,  en  développant  (i  — z)~3 , 

— 3—i  , . — 3 — i —3  — 2 

— 3.(— 3)  — 3 — .(-»)*-3.—  - 

ou  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

a (î  — z)-3  = 2(1— h 3 3 4- 6 a5 + 10 z3 -t-  i5z4  + . . .)• 


■ ou  2(1 — z)~3. 

2(1  — s)~ 5 = 
3 (—>■—•]; 


Prenons  , pour  dernier  exemple,  la  quantité  y 2Z  — z7 , (|ui  re- 
vient à \fïz  ( 1 — Ÿj  1 > et  développons  (1—^  ’• 

En  posant,  dans  la  formule  (x  H-  a)m  — maxn~'  -|- . . 


z 1 

x — 1 , n — > m — ô > on  a 

’ 2 3 


+ a)  ' 


donc 


ja » = W * ( . - g * - ^ z!  - à “ ctc-  ) ' 


Méthode  des  coefficients  indéterminés.  — Notions 
sur  les  séries  récurrentes. 

179.  Les  algébristes  ont  inventé , pour  le  développement  des 
expressions  algébriques  en  séries,  une  autre  méthode  qui  est,  en 
général,  plus  simple  que  celle  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui 
d’ailleurs  est  beaucoup  plus  féconde , en  ce  qu’elle  s’applique  à 
des  expressions  d’une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  de  cette  méthode , nous  nous 
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MÉTHODE 


proposerons  de  développer  l’expression  -,  > en  une  série 

qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Il 

est  visible  que  ce  développement  est  possible  ; car  yx 

revient  à a ( a ' -h  b'x)~'  ; et , en  appliquant  la  formule  du 
binôme,  on  obtiendrait  une  suite  de  termes  procédant  suivant 
les  puissances  ascendantes  , entières  et  positives  de  x.  Posons 
donc 


r-  rr-  = A+Br+  C.C!  -h  Dx3  + Ex'  + F X5  , (l) 

a -t-  b x ' ‘ 


A,  B,  C,  D,..  . étant  des  coefficients  fonctions  de  a,  a',  b', 
mais  indépendants  de  x;  coefficients  qu’il  s’agit  d’ailleurs  de 
déterminer , et  que , par  cette  raison , l’on  appelle  coefficients 
indéterminés.  (Cette  dénomination  est  impropre  : d'après  le  sens 
attribué  jusqu’ici  au  mot  indéterminé , il  vaudrait  mieux  dire 
coefficients  n déterminer  ; mais  nous  nous  conformerons  à l’u- 
sage.) 

Pour  parvenir  à la  détermination  de  ces  coefficients , chassons 
le  dénominateur  de  l’équation  (i);  ordonnons  par  rapport  à x,  et 
transposons  le  terme  a : il  vient 

j A a’  -+-  Bu'  | x -(-  Ca'  I x5  -+-  D a' 

°—  -+-B//I  -+-C  b' 


x3  -+- 


E a'  j 
D b' 


' ‘ (*) 


Remarquons  maintenant  que  , si  l’on  suppose  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  D, . . . convenablement  déterminées,  l’équation  (i)  doit 
se  vérifier,  quelque  valeur  que  l’on  donne  àx;  ainsi  il  en  est  de 
même  de  l’équation  (2). 

Or,  lorsqu’on  suppose  x = 0,  celle-ci  devient  o = A a'  — a , 

d’où  l’on  déduit  la  valeur  de  A , A = — • 

a' 

A étant  égal  à — , , quand  on  a x = o , doit  conserver  la  même 
valeur  lorsque  x est  quelconque , puisque  A est  indépendant  de  x. 
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Ainsi , quel  que  soit  x,  l’équation  (2)  se  réduit  à 


297 


( B a' 

x 4-  C a' 

x’  4-  Du' 

| 4- Ai' 

4-  Bi' 

4- Ci' 

' ou , divisant  par  x, 
Bu'  4-0/ 
4- Ai'  4-Bi' 


(3) 


x 4-  D a' 
4-C  b' 


Celte  équation  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 

faisons  x = o ; il  en  résulte  B«'  4-  A b'  — o ; 

d’où  l’on  tire 


A i 

B = p 1 ou  bien , B 

a 


it 1 ^ //  ' /ïU 


Comme  B doit  conserver  cette  même  valeur,  quel  que  soit  x, 
supprimons  dans  (3)  le  premier  terme  B«'  4-  Ai'  qui  s’anéantit 
par  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  il  vient 


o = 


C a'  4-  D a' 
B b'  4-  C b' 


x 4-  E a' 
4-  Di' 


x’  4-  . . . , 


Faisons  de  nouveau  x = o;  il  en  résulte  Gi'4-Bi'  = o, 
d’ou  l’on  déduit 


r Bi'  . 

C = f 1 ou  bien  , C = — 


On  trouverait  de  même. 


ab' 


b'  ab " 


t'1  ^ a'  a'3 


Dn'  4-  Ci'  = o , 


d’où 


r,  Ci'  ^ ab'3  b'  ab 13 

d = - — , ou  D = -7rx-^7  = --^r; 


a a'J  a ’ a" 

et  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu’un  coefficient  quelconque  se  forme 

au  moyen  du  coefficient  qui  précède , en  multipliant  celui-ci  par 

i'  . . , 

ainsi,  l’on  a 


a 

i'x  «' 


ab' 


ab' 

a' 


Ob' ■' 


ab1' 

a1'- 
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180.  En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  qui  précèdent , on 
voit  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  consiste  en  ce  que, 

Si  une  équation  de  la  forme  o — M -f-  Nj  -4-  Par2  -+-  Qx*  -4-  . . . 
(M,  N,  P, ..  . étant  des  coefficients  indépendants  de  x)  doit  se 
vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à x , il  est  nécessaire  que 
chacun  des  coefficients  soit  séparément  égal  à o. 

En  effet,  puisque  ces  coefficients  sont  indépendants  de  x , dés 
qu'on  parvient  à les  déterminer  d’après  des  hypothèses  particu- 
lières faites  sur  x,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  conviennent 
lorsqu’on  suppose  x quelconque.  Or,  en  faisant  x = o,  on  trouve 
Af  — o ; et  l’équation  se  réduit,  après  la  division  par  x,  à 

o — N -f-  Px  H-  Qx:  -4- ...  ; 

faisant,  dans  cette  nouvelle  équation  , x = o,  on  trouve  N = o;. 
et  l’équation  se  réduit,  lorsqu’on  a divisé  par  x,  à o—P4-Qx-t-. 
et  ainsi  de  suite.  On  a donc  séparément 

M = o , IN  = o , P = o , Q=o, ..  . 

Ce  principe  s’énonce  encore  d’une  autre  manière: 

Si  une  équation  de  la  forme 

a -f-  bx  -J-  ex'  -h  dx3  4- . . .=  a'  -t-  b' x -H  c'x3  -f-  d' x' . . . 

doit  être,  vérifiée,  quelque  valeur  que  l’on  donne  à x,  les  termes 
affectés  if  une  même  puissance  dans  les  deux  membres  sont  res- 
pectivement égaux. 

En  effet,  après  la  transposition  de  tous  les  ternies  dans  le  se- 
cond membre,  l’équation  est  de  même  forme  que  ci-dessus;  d’où 
l’on  déduit 

o'  — « = o , b’  — b — o , c'  — c = o, . . . , 
et,  par  conséquent, 

a'  ~ a , l>’  — b , c ' ’=’  <• , d' d , . 

On  donne  (n"  42)  le  nom  A’ équation  identique  à toute  équation 
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dont  les  termes  sont  ordonnés  par  rapport  à une  certaine  lettre, 
et  qui  doit  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à cette 
lettre  , afin  de  la  distinguer  d'une  équation  ordinaire,  c’est-à-dire 
d’une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  certaines  valeurs 
attribuées  à celte  lettre. 

181.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  exige  encore 
que  l’on  connaisse  à priori  la  forme  du  développement  par  rap- 
port aux  exposants  de  x.  Ordinairement , on  suppose  que  le  dé- 
veloppement procède  suivant  les  diverses  puissances  ascendantes , 
entières  et  positives  de  x,  à partir  de  la  puissance  x"  ; mais  quel- 
quefois cette  forme  n’est  pas  convenable , et  la  suite  des  calculs  le 
fait  reconnaître. 

Soit,  par  exemple,  à développer  l’expression  - — ï 

3 x — x* 

Posons  - — - = A -+-  Bx  -t-  Cx’  4-  Dx-’  4-  ...  : 

ix — .r’ 


en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant , 011  trouve 


o — — 1 — f—  3 Ax  4—  3 B 
— A 


x!-t-3C 
— B 


x3  4—  3 D I x1  4-  .... 
— C 


d’où  l’on  devrait  conclure  (n"  180) 

— 1=0,  3A=o,  3B  — A = o , .... 

Or  la  première  équation  — 1=0  est  absurde , et  indique  que 

la  forme  ci-dessus  ne  convient  pas  à l’expression  - — î Mais 

* 3x  — x1 

en  mettant  cette  expression  sous  la  forme  - X ^ > et  posant 


X « — — (A  4-  Bx  4-  Lx!  4-  Dx*  4-  . ..  j, 

x 3 — x x 

ou  obtient , toute  réduction  faite  , 

j 3 A 4-  3 B i x 4-  3G I .v*  4-  3D  I xs  -t-  ...  : 
o ( 

I —,  — A I — B i — Cl 
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ce  qui  donne  les  équations 

3 A — 1=0,  3B  — A=o,  3 C — B = o , . . . , 
d’où  l’on  tire  successivement 


i i „ i i 

A = -r  j B = — i C = — 1 l)  = rt— > • 

3 9 27  O» 


Donc 


3x 


i i / i i i i \ 

; = — ( -r:  4-  y-  x1  + . . . ) 

— 1!  i \ 3 g 27  oi  / 


I I 1 I I 

ou  bien,  -- =-j;~'H — x"H x1  H 

3x  — x’  3 9 27  :o 


c'est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression 
un  terme  affecté  d’un  exposant  négatif. 


182.  Démonstration  rie  la  formule  (lu  binôme  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés. 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  de 
la  formule  du  binôme,  fondée  sur  celte  méthode. 

Afin  de  simplifier  les  calculs , nous  remarquerons  d’abord  que 


( x -j-  a }"*  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Si  l’on  pose  - = y,  et  qu’on  développe  (1  -f-  y)m  , il  suffira  en- 

X 

suite  de  multiplier  ce  développement  par  x”,  puis  de  remplacer  y 

par  - ; et  l’on  obtiendra  le  développement  de  (x  +-  a)”. 

[Celte  transformation  a pour  objet  d’éviter  dans  le  calcul  les 
puissances  x”,  x1"- ',...  du  premier  terme  x.] 


Ceci  admis,  soit  d’abord  m égal  à un  nombre  positif - 

1 

((/  pouvant  être  égal  à 1,  ce  qui  donne  le  cas  de  l’exposant 
entier). 

Posons 


p 

(t  -4-  y )’'  = 14-  A y -+-  B/J  4-  C y3  4-  D/’  4- . 


(0 
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[On  est  conduit  à donner  cette  forme  au  développement,  par  la 
formation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant  que, 
pour  y = o , le  premier  membre  se  réduit  à i;  d’où  il  suit  que 
la  partie  indépendante  de  y,  dans  le  second  membre,  doit  être 
égale  à i . ] 

Pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,D,...,  remplaçons, 
dans  l’équation  (1),  y par  z;  elle  devient 

p_ 

(i  4-z)?  = i + Az  -t-  Bz34-  Cz3  -t-Dz1  -H.  . . . (2) 

[A,  B,  C,  . . . ont  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus, 
puisqu’ils  sont  indépendants  de  toute  valeur  attribuée  à y]. 
Retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre  , on  trouve 

(H-^)j~(i+*)!=A(;-ü)  + B(/:-i’)  ( (3) 

-t-C(j3  — zî)-t-D(j'— z‘)4-  ■ . .] 

I i 

Faisons,  pour  le  moment,  (1  -t-/)7  = « , (1 +*)*  = •>;  ce  qui 
donne  1 -i- y = ni , 1 —I—  z = 1»^  ; d’où  y — z — ni  — c»  ; 
l’équation  (3)  devient  alors 

up  — {,p  — \[y- z)  B(^’- z1) -t-C(j'3-z,)-f-D(/‘-*‘ (4) 

ou , divisant  le  premier  membre  par  ai  — ri , et  le  second  par  y — z, 
qui  est  égal  à ai  — vi , 

up  — fiP A.(y — z)  + B(y1 — z’J+C^-3 — z3)  4-D(j'< — z')  4... 

ni  — pi  y — z 

Or  , d’après  le  théorème  ( nn  51  ) , uP  — rP  est  divisible  par  « — «>  j 
et  l’on  obtient  pour  quotient  correspondant , 

UP~'  4-  ('«F-5  4-  p- «P— 3 4-  ...  4- 

De  même  , ni  — ri  ; « — c est  égal  à 

tt1~'  4-  vul-1  4-  e3  ni—-  4-  ...  4-  r1~' . 
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D’un  autre  côté , y — z,  y3  — z3 , y!  — z’,  y'  — z’ , . . . , 
divisés  par  y — z , donnent  aussi , pour  quotients  respectifs, 

'*  y-Fz>  y’  -t-yz-t-z\  y’ -Fy’z -+-yz3-y  z», . • 

ainsi,  l’équation  (4)  revient  à 


«/<— ' -y  (.«/>— 1_|_  y „/>— j _y ...  ' 

„Î- 1 + ,.„</-».y  y „j->_y . . . -y  „V-.  = A4-B(y-yz)-yC(y3+yz-ys3) 

+D(yJ+yJz+y2*-yzî)-y... 
Faisons  maintenant  y = z,  d’où  l’on  déduit  u = t>  [d’après  les 

J_  _t_ 

équations  (i-yy)ï=«,  (i  -y  *)?=«]; 

. . , p.  nP~'  p uf 

on  a,  pour  le  premier  membre  , ou  • 

<7 . uv-  ' fj  ni 


Si  l’on  remet  à la  place  de  uP  sa  valeur  (i  -y  yÿi  on 

i ~y  A y + By3  -y  Cy3  -4-  . . . , et  à la  place  de  «f  sa  valeur  i -y  y 
ce  premier  membre  devient  encore 

P i + Ay  -y  By 3 -y  Cy3  + ... 
y i + y 


D’ailleurs,  le  second  membre  se  réduit  à 

A -f-  2 By  -y  3 Cy 3 -f-  4 Dy 3 -y . , . ; 


ou  a donc  la  nouvelle  équation 
p i +Ay+By3-yCy3-yDy‘-y... 

y « +y 


A +2 By-y3Ci  ’-y4  Dy 3 . . . , 


d’où  , chassant  le  dénominateur  i -y y,  et  effectuant  les  calculs  , 


y 

y 


-y  - • A y -y  - • By*  -f-  - • C r3  -f-  - • Dr'  + ..,= 

y y y ' y ' 


A -y  2B 

y + 3C|j 

Ÿ ‘ 4-  4 D 

y3  -F-  5 B 

-f-  A 

-+-  2 B 1 

-t-  3C 

+ 4D 

Comparant  (n°  ISO)  1rs  deux  membres  de  crtte  équation  idvn- 
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tif/uc  , on  obtient  les  égalités  suivantes  : 


3o3 


P __ 
7 

A, 

OU 

A = 

7 

’ Al 

- A = ?.  B -f-  A , ?.  B = 
7 

A | 

(t  _ , ' 

) : donc 

B — _ _ 

/ . 

\7 

2 

ni 

[«-») 

^B  = 3C-t-?B,  3C  = 
7 

B( 

■7  , J 

| ; donc 

(]  — 

\7  /. 

3 

c( 

c — 4 n -t-  3C,  4D  = 
7 

C 

[fL 3 

| ; donc 

» — 

V/  ) . 

\7  ) 

4 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  est  manifeste. 
Soient  N le  coefficient  qui  en  a ri  avant  lui , et  M celui  qui  le  pré- 
cède; on  aurait  évidemment 


— M = N n -t-  [n  — i)  M ; d’où  N = 
7 


M 

_ \_7 


S--) 


En  reprenant  la  démonstration  précédente,  on  s’assurerait  facile- 
ment qu’elle  s’applique  au  cas  où  l’on  a </  = t , c’est-à-dire  au  cas 
où  l’exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m est  égal  à un  nombre  fractionnaire  néga- 
tif, — -i  on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédemment; 

mais,  parvenu  à l’équation  qui  correspond  à l'équation  (4), 
savoir 


it~P  — v~P  = A (y  — z)  -t-  B (y*  — z5)  -t-  C (/’  — z3)  -4-  ...  , 


on  remarque  que 

_n  _n  i i c P — nP  uP  — vP 

uP  i>P  nPvP  nPvP 

Ainsi , en  divisant  te  premier  membre  par  ui  — c»,  et  le  second 
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par  / — 2 , qui  est  égal  à ui  — eî,  on  a 

1 itP  — 1 «p A (y  — z)  B {y1  — 2’)  -4- . . . 


uh’P  ul  — i>î  y — s 

ou,  supprimant  le  facteur  u — c et  le  facteur  / — 2, 


1 


uP- 


nl'  vP  ul~ 1 


• vuP~ 
■ vu1~ 


. pP~' 
■ vl-' 


A -t-  lî  (/  -4-  2)  -4-  . 


faisant  ensuite / = 2,  d’où  u — v,  on  oblient 


1 puf~' 

«v  qui~' 


t . — A 4-  2 B r 3 C/’  -t- 

q ni 


Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à celui  du  cas  précé- 
dent. 

Maintenant,  puisque  l’on  a,  quel  que  soit  m , 


(1  -4-  /)"  = 1 -t-  my  -4-  / 


remplaçons/  par  - et  multiplions  par  xm\  il  vient 


c*  ( 1 "+‘  x)  ’ ou T — x 


— xm  max" 


Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement. 

185.  Des  sé/ies  récurrentes.  — Le  développement  des  fractions 
algébriques  rationnelles  d’après  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés donne  lieu  à des  séries  d’une  nature  particulière  con- 
nues sous  le  nom  de  séries  récurrentes. 

Nous  avons  déjà  vu  (n°  179)  que  l’expression  x a P°ur 

a ab'  ab'i  ab '3 

développement  -,  — -^x  ~ -^77^  + 

série  dans  laquelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  précédent , 

b' 

en  multipliant  celui-ci  par -,x. 

Cette  propriété  n’est  pas  particulière  à la  fraction  proposée; 
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clic  appartient  à tontes  li's  fractions  ilyébriqiies  rationnelles,  et 
elle  consiste  en  ce  ipie, 

Toute  fraction  rationnelle  en  x , réduite  en  série , i/onne  lieu  à 
une  suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  à la  somme  algébrique 
d'un  meme  nombre  de  termes  précédents , multipliés  respectivement 
par  certaines  quantités  constantes,  pour  toute  l’étendue  île  ta  série. 

L’ensemble  des  constantes  par  lesquelles  on  doit  multiplier  nu 
certain  nombre  de  termes  précédents  pour  former  un  terme  quel- 
conque , s’appelle  Y échelle  tic  relation  de  la  série. 


Dans  la  série  précédente  , l 'échelle  de  relation  est -,  • x ; 

a 

et  la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

a -H  bx  -t~  ex- 


Soit  à développer  en  série  l’expression  — , , 

1 1 1 a'  +b’x+  cx!  d't 


Posons 


a -t-  bx  -4-  cxJ 
a'  4-  b' x -+~  c'x1  tl'x 


— A -t-  Bx  -t-  C r 7 4-  Dr3  -t-  Ex' 


d’où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 


Air'  ha' 

x C //' 

x‘  -t-  Do'  j 

I xz  4-  Ko'  | 

— n -t -À// 

-t-  H// 

-t-  a y 

-t-  D b' 

— b 

-f-  A c' 

4-  «<■' 

4-  Ce' 

! — c 

-t-  A d' 

4-  B d' 

ce  qui  donne  les  équations 


Art' — a = o , 

- H 

Cl  OU  A = — ; 

a' 

Bn'  4-  A//—  b = o , 15  = - 

b'  i , 

— a b'  4-  b a' 

— A + — b~ 

, , 9 

a'  a' 

fl'  1 

Ca'4-  Bù'4-  Ar' — r = o,C  = — 

b'  c' 

— B A 4- 

1 

“7  r i 

a a 

a 

ou  C = 

a b' 7 — bn'  b'  — 

an' 1 4-  en'  ' 

a'’ 

I)rt'-t-  Cb'+  lie' 4-  A d'  — o , 

b' 

c'  d' 

D = ; <■  — 

- -7  B T A , 

a 

a a 

Ko'4-  D//-+-  C c'4-  lie/'  = o, 

b' 

c'  d'  ■ 

E = ; 1)  - 

- C 7 H , 

fl 

a'  «' 

.■l/g.  B.,  IO'  éd. 

9.0 
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D’où  l’on  voit  que  les  trois  premiers  coefficients  s'obtiennent 
d’abord  sans  aucune  loi;  mais,  A partir  du  quatrième,  chaque 
coefficient  se  forme  de  la  somme  des  trois  coefficients  qui  le  pré- 

b'  c'  il' 

cèdent,  multipliés  respectivement  par -, , savoir 

a a a' 

b'  c> 

— — pour  le  coefficient  qui  précède  immédiatement,  — --  pour 

il' 

celui  qui  précède  de  deux  rangs,  et  --  — pour  celui  qui  précède 

de  trois  rangs;  ainsi  les  coefficients  A,  H,C,D,...  forment 
déjà  entre  eux  une  série  récurrente  dont  l 'échelle  de  relation  se 

, / v C d’\ 

compose  de 

11  résulte  de  cette  loi  de  formation  des  coefficients , que  le  qua- 
trième terme  de  la  série,  Dj’,  est  égal  à 


,•  V . C ,V 

ou  bien  , x . C.r- x‘  . B.r  — — x3 . A 

a a'  a' 


On  a de  même,  pour  le  terme  K x 1 , 


— —,üx'  — C-Cæ'~d—Vix‘, 
a a a 


ou  bien  , x . D.r5  — x3 . II. c; 

a'  a a ’ 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  chaque  terme  de  la  série  demandée,  à partir  du  qua- 
trième , est  égal  à la  somme  des  trois  termes  précédents,  multipliés 

/ b'  c'  d' 

respectivement  par  I 7x, x1, - x3 

\ a a a 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A+Bi-fCi!,  on  les 
obtient  en  remplaçant  A,  B,  C,  par  leurs  valeurs  obtenues 
ci-dessus. 
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<84.  On  divise-  les  séries  récurrentes  en  différents  ordres;  et 
l’ordre  s’estime  par  Je  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former 
un  terme  quelconque. 


Ainsi,  l’expression 


r.  donne  lieu  à une  série  récurrente 

a ' b'x 


du  premier  ordre  , dont  l’échelle  de  relation  est  — — . 
t-  bx 


donnerait  lieu  à une  série  récur- 


L expression  ^ + ^ 
rente  du  second  ordre , dont  lYcholle  de  relation  serait 


La  série  obtenue  dans  le  numéro  précédent  est  du  troisième  ordre. 

ci  } bx  | cx^  | bx  ^ * 
En  général , une  expression  .le  la  forme  a. +b,x+c.  k.,xn 

donne  naissance  à une  série  récurrente  du  niimt  ordre,  dont  l’échelle 


de  relation  est 


b' 


H 


e 


fi  \ 


N.  B.  — Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  x soit  moindre  au 
numérateur  qu’au  dénominateur.  S’il  en  était  autrement,  il  fau- 
drait d’abord  faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  x,  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient 
entier  par  rapport  à x , plus  une  fraction  semblable  à la  fraction 
ci-dessus. 


Ainsi , soit  l’expression 


I X 3x’  -t-  4 X3  -t-  x* 

2 — 5x  -f-  3x3  — x3 


jc‘-f-4x>  — 3x’  — x -f- 1 1 X3-h3x’ 5x4  2 

4-  7 x3  — • 8/M-æ  ) — x — 7 

4-  i3x3  — 34x4-  i5. 


En  effectuant  la  division  , on  trouve  pour  quotient,  — x — 7, 
et  pour  fraction  complétant  ce  quotient , 

i3xJ  — 34x  H- i5  i5  — 34x -t- i3x? 

, ou  p -s — ; ;• 

_ .r3  4-  3x’  - 5x  + J 2 — 5.r  4 3x*  — x1 

20. 
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La  propriété  énoncée  au  n"  105  souffrirait  d’ailleurs  des  mo- 
difications, si  le  numérateur  était  d’un  degré  plus  élevé  que  le 
dénominateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries,  qui  offrent 
plusieurs  questions  intéressantes  à résoudre. 


CHAPITRE  VI. 


Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes . 


Ce  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  à celui  qui  précède, 
tant  parce  que  le  premier  paragraphe  a pour  objet  l’examen  des 
propriétés  de  deux  espèces  de  séries , que  parce  qu’il  offre  une  ap- 
plication immédiate  de  la  théorie  des  exposants  d’une  nature 
quelconque;  il  complète  aussi  les  connaissances  algébriques  abso- 
lument indispensables  pour  l’étude  de  la  Trigonométrie  et  de 
T Application  de  l'Algèbre  à la  Géométrie . 

^ 1er  _ f)es  Progressions  par  dijjérence  et  des  P in- 
gressions par  (juotient. 

Progressions  par  différence  (*). 

185.  On  appelle  progression  par  différence  (ou  arithmétique) 
une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède,  ou 
en  est  surpassé,  d’une  quantité  constante  que  l’on  appelle  raison 
ou  différence  de  la  progression. 


(*)  Quoique  la  plupart  îles  propriétés  relatives  aux  progressions  par 
différence  et  par  quotient  aient  été  développées  dans  notre  Arithmétique. 
nous  croyons  devoir  les  reproduire  ici , afin  de  présenter  un  ensemble  com- 
plet de  ces  propriétés. 
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Ainsi  , soient  les  deux  suites 

i » 4>  7,  io,  i3,  16,  tg,  22,  25,..., 

6o,  56,  52,  46,  44,  4°,  36,  32,  28,.... 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison 
est  3 , et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raison 
est  4- 

Désignons,  en  général , par  a tb , c,  d , e,  f,...  les  termes  d’une 
progression  par  différence  ; elle  s’écrit  ainsi  : 

î a . h . c . d . e.  f . g 

«•I  devrait  s’énoncer  : Comme  a est  «b,  b est  à c , c est  à d , d est 
ù c,.. .;  mais  on  dit  simplement , a est  à b est  à c est  à d est  a e... . 

C’est  une  suite  d ’ < :q uidifférenccs  continues  , 0(1  chaque  terme  est 
a la  fois  conséquent  et  antécédent,  à l’exception  du  premier  qui 
n’est  <\\i  antécédent , et  du  dernier  qui  n’est  que  conséquent. 

I8B.  Appelons  r la  raison  de  la  progression,  que  nous  suppo- 
serons croissante  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était  décrois- 
sante, il  suffirait  de  changer  r en  — r dans  les  résultats.) 

Cela  posé,  on  a évidemment,  d’après  la  définition  de  la  pro- 
gression , 

0 =1  a -+-  r,  e=zb-\-rz=a- f-  2 r,  d—  c -f-  /'  = a -f-  3 r, ...  ; 

et , en  général  , un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier, 
plus  autant  défais  la  raison  qu’il  y a de  termes  néant  celui  que  l'on 
considère. 

Ainsi , soient  / ce  terme  et  n le  nombre  total  îles  termes,  jusqu’à 
celui-ci  inclusivement  ; on  a pour  ce  terme  général , 

/=  a -+-(«  — i)r.  (1) 

En  effet , soit  fait  n = 1 , 2 , 3 , 4 , • • ■ J 

mt  retrouve  successivement  tous  les  termes  de  la  progression. 

Si  la  progression  était  décroissante,  on  aurait , au  contraire, 

a — ( //  — 1 ) /•. 
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La  formule  (i)  sert  à trouver  un  ternie  de  rang  quelconque  , sans 
qu’on  soit  obligé  de  déterminer  d’abord  ceux  qui  précèdent. 

Ainsi , pour  trouver  le  5o°  terme  de  la  progression 

;i. 4-7  - ><>■  >3.  16.19..., 
on  fait  n = 5o  , ce  qui  donne  / = t -f-  49  • 3 = i4&. 

187.  Une  progression  par  différence  étant  donnée,  on  peut  se 
proposer  de 

Déterminer  la  somme  d’un  certain  nombre  de  termes. 

Soit  la  progression  7 a . b . c . d.  e . f. . ,i  . h . / , prolongée  jus- 
qu’au terme  l inclusivement  ; désignons  par  n le  nombre  des  termes, 
et  par  r la  raison 

Remarquons  d’abord  que , si  x désigne  un  terme  qui  en  a p avant 
lui , et/  un  terme  qui  en  a p après  lui,  on  a , d’après  ce  qui  vient 

. I ï = (i+oXr, 
d être  dit,  les  égalités  { 

fe  ! y = ‘—  l>Xr  i 


d’où  l’on  déduit,  en  les  ajoutant, 

x -+-  y = a 4-  / : 

ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression  , 

La  somme  de  deux  termes  quelconques  pris  à égale  distance  des 
extrêmes  est  égale  à la  somme  des  extrêmes  ; ou  bien  encore , les 
deux  extrêmes , et  deux  termes  pris  h égale  distance  de  ces  extrêmes  , 
forment  une  éqnidifférencc , dans  l’ordre  où  ils  sont  écrits. 

Ceci  admis  , écrivons  de  la  manière  suivante  la  progression  au- 
dessous  d’elle-mème  , mais  dans  un  ordre  inverse  : 


7 a . b . c. 

j l . k .1. 


i . A . I, 


Appelons  S la  somme  des  termes  île  la  progression  proposée  ; 
2 S sera  la  somme  des  termes  des  deux  progressions,  et  l’on  aura, 
en  réunissant  les  termes  par  colonne  verticale  , 

2S  = (fl+/)H-(*-i-Xj  +((+1  I-...  ■!•(/'  t-r;  I (l-hb)  + (/  + « ; 


Digitized  by  Google 


l'.Ul 

ou  bien  , comme  toutes  les  parties  « 4 /,  /<  I l.  , c i-  r , 
égales  et  en  nombre  n , 2 S = (<?+/)«  ; 

donc , enfin , 

s _ ("  + !)n. 

2 1 

c’est-à-dire  <]ue  La  somme  (les  termes  d'une  progression  par  diffé- 
renee  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  extrêmes  multipliée  pai 
la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Si , dans  cette  formule,  on  remplace  / par  sa  valeur  a 4-  (n  — 1 ) r, 
un  obtient  encore 

s = »)'•]'». 

2 

mais  la  première  expression  est  la  plus  usitée. 

Applications.  — On  demande  la  somme  des  5o  premiers  terme » 
de  ta  progression  ; J,  . g . 10 . 23 . 3o. . . . 

On  a d’abord  , pour  le  5oc  terme, 

/ = 2 4-  49  7 = 345  ; 
donc  S = + = 347  X 2.5  — 8675 

Ou  trouverait  de  meme,  pour  le  100'  terme, 

/ = 2 4-  99  ■ 7 = G»)5  ; 

< I , pour  la  somme  dis  100  premiers  termes, 

s = (2  4-G95).oo  = 3485o 

1 08.  Les  formules  (1  ) et  (2)  renferment  cinq  quantités  ,0,1,0,/ 
et  S,  et,  par  conséquent,  donnent  lieu  à jee,  problème  général  : 
Trois  quelconques  de  ces  cinq  quantités  étant  données,  déter- 
miner les  deux  autres. 

Ce  problème  se  subdivise  en  autant  de  problèmes  particuliers, 
que  l'on  peut,  avec  5 lettres,  former  de  combinaisons  différentes 


3i  1 
. •. , sont 
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?.  ii  2 , on  3 ii  3.  Or  on  a obtenu  ( n"  147),  pour  ces  nombres  «le 
combinaisons , 

lll  ( III  — I ) III  [III  — i ) (III  — 2 ) 

_ et  — 573 


5x4 

Faisant,  «lans  ces  formules,  ni  — 5,  on  trouve — - — ou  io,  et 

5 x 4x3 

— — — - ou  io  ; d’où  l'on  voit  «tue  5 lettres,  combinées  train  à 

2. 3 


trois,  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5 lettres  com- 
binées deux  h deux.  | Ce  résultat  s’accorde  avec  la  conséquence  du 
n"  180-1 

Ainsi , le  problème  ci-dessus  se  subdivise  en  i o problèmes  parti 
, entiers,  dont  voici  les  énoncés: 


Étant  donnés, 


1°. 

fl  , 

r , // . 

trouver 

/ 

et 

S; 

a°. 

a , 

G 

n 

et 

S ; 

3°. 

a , 

S, 

n 

et 

i ; 

4"- 

fl  y 

a,  l, 



r 

et 

S ; 

5n. 

fl  y 

",  s, 



/ 

et 

/; 

f>°. 

a y 

/,  S, 

/• 

et 

» ; 

T- 

r, 

II,  /, 



a 

et 

S; 

8". 

r, 

n,  s. 

a 

et 

/; 

9°- 

r y 

/,  s, 



n 

et 

» ; 

IO". 

n , 

/,  s, 



a 

et 

r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu , puisque  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  / et  S en  fonction  de  a , r,  n.  Quant  aux 
suivants,  leur  résolution  n’offre  aucune  difficulté;  mais  nous 
engageons  les  commençants  à les  traiter  successivement,  cet  exer- 
cice étant  très-propre  à les  familiariser  avec  la  résolution  des  équa- 
tions du  premier  et  du  second  degré;  car  [il  est  bon  d’en  faire  la 
remarque],  bien  «juc  les  quantités  o,  r,  n,  l et  S ne  soient  affectées 
d’aucun  exposant  dans  les  deux  formules,  on  est  cependant  con- 
duit à résoudre  une  équation  du  second  degré  lorsque  a et  n , ou 
bien  / et  n , sont  inconnues;  parce  que  ces  «pianlilés  entrent  à la 
fois  dans  les  deux  «'quations,  et  sont  multipliées  entre  elles  dans  la 
seconde. 
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N.  fi.  — Il  est  .lise  <IYx|>li(|uer  pourquoi,  dans  ces  deux  pro- 
blèmes, la  détermination  de  chacune  des  inconnues  doit  dépendre 
d’une  équation  du  second  degré. 

Soit,  en  effet,  la  progression  décroissante 

t ii  . c> . 7 5.3.i.  — i.  — 3.  — 5.... 

On  voit  que  la  somme  des  trois  premiers  termes,  aussi  bien  que 
la  somme  des  neuf  pn  miers,  est  égale  à 27.  Donc,  si  l’on  donnait 
a — 1 1,  r=  — 2,  S = 27,  et  qu’on  demandât  / et  n , on  devrait 
obtenir  les  deux  systèmes  / = 7,  /i  = 3,  et  1 = — 5,  « = 9; 
donc  la  détermination  de  n,  par  exemple,  doit  dépendre  d’une 
équation  du  second  degré. 

189.  Nous  nous  bornerons  à résoudre  le  quatrième  problème  : 
c’est  le  cas  où , 

Connaissant  a , n et  I , il  s'agit  rlv  déterminer  r et  S. 

La  formule  / = a -\ - [n  — i)r  donne  r = - - : 

n — 1 


et  la  formule 


(a  + l)n 
2 


fait  connaître  immédiatement  S. 


De  la  première  expression,  r — ' , on  déduit  la  solution 

n — 1 

de  cette  question  : 

Insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un  nombre  111  de 
moyens  différentiels.  (On  appelle  ainsi  des  nombres  compris 
entre  a et  b , et  formant  avec  ceux-ci  une  progression  par  diffé- 
rence. ) 


Pour  résoudre  celle  dernière  question , il  suffit  de  déterminer 
la  raison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  formule  ci-dessus,  1 par  b , 
et  n par  (///  -t-  2),  qui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des 

r 

b — a b — a 

ternies,  011  trouve  /•  = — — , ou  r zez 

m -t-  2 — 1 m - 1-  1 


c’est-à-dire  que  la  raison  de  la  progression  cherchée  s'obtient  en 
divisant  la  différence  des  deux:  nombres  donnés  a et  b par  le 
nombre  des  tenues  à insérer,  /dus  vu. 
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La  raison  une  fois  obtenue,  on  forme  le  second  terme  de  la 
progression,  ou  I c premier  moyen  différentiel,  en  ajoutant  / ou 

^ au  premier  terme  ai  le  second  moyen  s’obtient  en  aui>- 

m -+-  i 1 

mentant  celui-ci  de  /•;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à insérer  1 2 moyens  différentiels  entre  1 2 et  77. 

nn  - --  j 2 65 

On  a r — - - — — =;  — = 5 , ce  qui  donne  la  progression 

t 12  . 17  . 22 . 27 . 32 . 37  . . .72 . 77. 

Conséquence.  — Si,  entre  les  termes  consécutifs  d’une  progres- 
sion par  différence , considérés  deux  à deux,  on  insère  un  meme 
nombre  de  moyens  différentiels,  ces  termes  et  les  moyens  différen- 
tiels réunis  ne  forment  qu’une  seule  et  meme  progression. 

F.n  effet,  soient  j a . b . c .d . e ./...  la  progression  proposée,  m 

le  nombre  des  moyens  à insérer  entre  a et  h,  entre  b et  c,  c et  <7, 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera  , d’après  ce  qui 

..  .,  b — a c — b d — c 

vient  d être  dit,  exprimée  par  , ■>  1 • • • > 

m 4-  1 ///  -f-  1 m -4-  1 

quantités  toutes  égales , puisque  a , b , e , . . . sont  en  progression  : 
ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  par- 
tielles; et  comme  d’ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première  est  le 
même  que  le  premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  on 
peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent 
une  progression  unique. 

190.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes: 

Première  question.  — Déterminer  le  premier  terme  et  le  nombre 
des  termes  d'une  progression  par  différence  dont  ta  raison  est  6 , 
te  dernier  terme  t85,  et  la  somme  294s. 

[ Réponse.  Premier  terme  = 5,  nombre  des  termes  = 3t  .J 

Seconde  question.  — Insérer  entre  deux  quelconques  des 
termes  de  la  progression  j 2 . 5 . 8 . 11  - 1 4 - - • > ne  ci  moyens 
différentiels. 

[ Réponse . liaison,  ou  / =o,3.| 
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Troisième  ou  est  ion.  — Trouver  te  nombre  d’hommes  contenus 
élans  un  bataillon  triangulaire  dont  le  premier  rang  est  i , le  second 
est  2,  le  troisième  est  3,  et  le  n'""  est  n.  En  d’autres  termes,  trouver 
l'expression  de  la  somme  des  nombres  naturels  1,2,  3, . . . , de- 
puis 1 jusqu’à  n. 

„ . c «("-+-  1 ' 

Réponse.  S = 

Quatrième  question.  — Trouver  la  somme  des  n premiers 
termes  de  la  progression  des  nombres  impairs  1,3,5, 7, (),.... 

[ Réponse.  S = n',  ou  le  carré  du  nombre  des  termes.] 

Cinquième  question.  — Un  monceau  de  sable  est  distant  d'une 
allée  d’arbres,  de  4o  mètres  ; cite  exige , pour  être  sablée , 1 00  voi- 
tures, à 6 mètres  d'intervalle  l'une  de  l’autre.  — On  demande  le 
chemin  que  le  voiturier  doit  faire,  la  première  voiture  étant  déposée 
à 4o  mètres  du  monceau  de  sable,  et  la  voiture  devant,  à la  fin, 
revenir  à l’endroit  d’où  elle  était  partie. 

[Réponse.  674°°  mètres.] 

Sixième  question.  — Un  fantassin  fait  10  lieues  par  jour;  un 
cavalier  part  en  meme  temps,  et  ne  fait  que  3 lieues  le  pre- 
mier jour;  mais,  chaque  jour  suivant , il  fait  2 lieues  de.  plus  que  h: 
précédent.  — On  demande  en  combien  de  jours  le  cuva  lier  atteindra 
le  fantassin  , et  combien  ils  auront  fait  de  chemin  chacun. 

[Nombre  de  jours,  8;  chemin,  80  lieues.] 

Des  Progressions  par  quotient. 

191.  On  appelle  progression  géométrique,  ou  par  quotient,  une 
suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui  le  pré- 
cède , par  un  nombre  constant  tpic  l’on  nomme  raison  de  la  pro- 
gression ; ainsi  les  deux  suites 

3 , 8 , 12,  24 , 48 , (jb , . . . , 

64 , * 8 , 4 > • 1 71  > • • ■ ’ 

4 ib 

dont  la  première  est  telle,  (pic  chaque  terme  contient  celui  qui  le 
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procède  deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le  précède, 
et  dont  la  seconde  est  telle,  que  chaque  ternie  est  contenu  dans 
celui  qui  le  précède  quatre  fois,  ou  est  égal  au  quart  de  celui 
qui  le  précède,  sont  dites  des  progressions  par  quotient  ; la  raison 

est  2 pour  la  première , et  ~ pour  la  seconde. 

•Soient  a,  b,  c,  d,  c, . . des  nombres  en  progression  par 
quotient;  on  l’écrit  ainsi: 

x a : b :c:d:  e:f:  s..., 

et  on  l’énonce  comme  une  progression  par  différence,  quoiqu’il  y 
ait  cette  distinction  à faire,  que  l'une  est  une  suite  de  différences 
égales,  et  l’autre  une  suite  de  quotients  égaux,  où  chaque  terme 
est  à la  fois  antécédent  et  conséquent , excepté  le  premier,  qui  n'est 
qu'antécédent , et  le  dernier,  qui  n’est  que  conséquent. 

192.  Désignons  par  q la  raison  de  la  progression  [</  étant  i 
lorsque  la  progression  est  croissante , et  i lorsqu'elle  est  décrois- 
sante]; on  déduit  de  la  définition  même  la  série  des  égalités 

h = aq,  c — bq  — aq ’,  il  — cq  — aq',  c = dq  — aq', ...  ; 

et,  en  général,  soient  / un  terme  de  rang  quelconque,  n le  nombre 
total  des  termes,  on  n la  formule 

l = aq’-',  (i) 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  obtenir  la  valeur  d'un  terme  quel- 
conque, sans  passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent. 

Par  exemple,  le  8e  ternie  de  la  progression 

H 2 ; G : 1 8 : 54  : ■ • • 

est  égal  à 5.  X 3:  = 2 X 2187  = 43"4- 

De  même,  le  12*'  terme  de  celle-ci  H 64  1 16  : 4 • ï • • • • 


est  égal  à 


...  r _ » _ 1 

~ 4"  ~ 4»  “ 65536 


i05.  Soit  maintenant  propose  de  déterminer  la  somme  des  n 
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prennent  termes  tle  la  progression 

H u : b ; c : tl  : c \ f \.. . t : l : / , 

l désignant  le  niin“  terme. 

On  .1  ( n°  192  ) les  égalités 

b — a//,  c — bq,  d — cq,  e — dq, . . . , k — iq,  l = kq  ; 
d’où  l’on  déduit,  en  les  ajoutant  membre  à membre, 

/;  + r + (/  + f...+<  ■+■  t — (tl  + b + c +-d  . . + / -f-  &)qi 

ou  bien,  représentant  par  S la  somme  demandée, 

S — a = ( S — l)q  — Sq  — Iq,  ou  S q — S = lq  — a\ 


donc 


h j — a 
— 

7 — 1 


(2) 


c'est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  somme  d’un  nombre  déterminé 
de  termes  d’une  progression  par  quotient,  il  faut  multiplier  le  der- 
nier terme  par  la  raison , retrancher  du  produit  le  premier  terme  , 
et  diviser  la  différence  par  ta  raison  diminuée  d’une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante,  on  a q i , /<!«; 
et  il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 


S — "—h. 

i —q 


1 


atin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  positifs. 

l.es  deux  expressions  de  S deviennent  encore,  par  la  substitu- 


. . „ alq’’ — t)  „ a(  I — q 

tion  do  aqa~ 1 à la  place  de  /,  S = . et  S = 

' 1 q — I I — q 

On  trouvera,  d’après  les  formules  précédentes: 
i".  Pour  la  somme  des  8 premiers  termes  de  la  progression 


h 2 i 6 : 18 : 64  : • • • : 2 x 3 ou  4^74  > 


lq  — a 

q — 1 


I 3 I 22 2 


656o  : 
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Pour  la  somme  des  12  premiers  ternies  de  la  progression 

H64:,6:4:.:j:..-:64  (])"«.  ggfeg. 

z/  II  I 

„ 65536  4 256  “65536  _ 21845 

S — — a — °5  -4- 


' 65536 


,_4 


On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à déterminer  la  va- 
leur numérique  du  dernier  terme,  opération  très-laborieuse  lorsque 
le  nombre  des  termes  est  considérable. 


194.  Remarque.  — Si  dans  la  formule 


s _<*(?"—  O 

q—  I 


on 


suppose  q=  1,  elle  devient  S = -- 

Ce  résultat , qui  est  quelquefois  le  symbole  de  l'indétermina- 
tion, provient  souvent  aussi  (n°  73)  de  l’existence  d’un  facteur 
commun  qui  devient  nul  par  une  hypothèse  particulière  faite  sur 
les  données  de  la  question.  C’est,  en  effet,  ce  qui  a lieu  dans  cette  cir- 
constance ; car  on  sait  (n°  31  ) que  l’expression  q " — 1 est  divisible 
par  q — 1 , et  donne  pour  quotient 


qn  1 -+-  qn~*  -+-  q*~%  -4-  7 + I . 

Si  l’on  effectue  cette  division,  la  valeur  de  S prend  la  forme 


S = aq"~'  -+-  aq"~ 1 + aqn~ 3 -4-  . . . H—  mjr  —J—  « ; 
d’où,  faisant  maintenant  q = 1,  S = a 4- a -4-  «...  -f-  a — na. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  en  remontant  à la  progres- 
sion proposée  H a : b : c : . . . ; l, 

qui,  dans  le  cas  de  7 = 1,  se  réduit  à H a : a : a ; a : ...  : a , 
série  dont  la  somme  est  égale  à un. 

198.  Des  progressions  infinies  par  quotient.  — Soit  une  pro- 
gression décroissante  H a : b ’.  c : il  ; c : f : . . 

d'un  nombre  infini  de  termes. 
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La  formule  S = — peut  être  mise  sous  la  forme 

* —7 

« <it/" 

< — 9 i — 9 

Or,  puisque  la  progression  est  décroissante,  q est  une  fraction; 
<y"  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d'autant  plus  petite  que  « sera 
plus  grand  : ainsi , plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression , 

plus  — - — X '/"  diminuera;  plus,  par  conséquent,  la  somme 

partielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à la  première 
partie  de  S.  Knfin,  si  l’on  prend  pour  n un  nombre  plus  grand  que 

toute  grandeur  donnée,  ou  si  l’on  suppose  n = » , - — — — X 9° 

sera  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  ou  deviendra  égal  à o; 


et  l’expression  

représentera  la  valeur  de  toute  la  série. 

D’où  l'on  peut  conclure  que 

La  somme  des  termes  d’une  progression  décroissante  à l’infini 

. ü 

a pour  expression  S = (3) 

C’est,  à proprement  parler,  la  limite  vers  laquelle  tendent  sans 
cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l’on  obtient  en  prenant  un 
nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand  dans  la  progression.  La 

différence  entre  ces  sommes  et  — - — peut  devenir  aussi  petite 

’—9 

que  l’on  veut,  et  ne  devient  tout  ii  fait  nulle  que  lorsque  l’on 
prend  un  nombre  infini  de  termes. 

Applications.  — Soit  la  progression  décroissante  à l’infini 

il.  i _ i 

* 3 ’ y * ‘ 8 1 
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On  a,  pour  l’expression  de  la  somme  des  termes, 

s=-iL_=l 

i — y ?. 

L’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  cette  expression  pour  la 
valeur  de  la  somme  des  n premiers  termes  est  marquée  par 


a 


Soit  d’abord  n = 5;  il  vient  - ( A I = — Ar  ~ — A-- 

2 \3/  2.3'  lb2 

Pour  n = 6,  on  trouve  - ( A 

2 \3 

D’où  l’on  voit  que  V erreur  commise  lorsqu’on  prend  - pour  la 

somme  d’un  certain  nombre  de  termes,  est  d’autant  plus  petite 
cpie  ce  nombre  est  plus  grand. 

Soit  encore  la  progression 


) 162 ' 3 486' 


t . t # t i 1 

' 2 ‘ 4 8 16  ' 32 


On  a S = = 2 . 

1 — <7 

ISM».  L’expression  S=  — - — peut  être  obtenue  directement 
' — V 

d’après  la  progression  H « : b : e : d ; c . 

Reprenons  les  équations  h — tiq , c = bq , d—cq , e — dq,..., 

dont  le  nombre  est  indéfini , et  ajoutons-les  membre  à membre; 
il  vient 

b -+-  c -+-  il  -+-  e . . . =:  (a  H-  b -f-  c -t-  d -4-  . . . ) </ . 

Or  le  premier  membre,  étant  évidemment  la  série  proposée, 
diminuée  du  premier  terme  </,  a pour  expression  S — a ; le 
second  membre  est  égal  à q multiplié  par  la  série  tout  entière, 


Digitized  by  Google 


PUl  (JliOTlKXT. 


021 


puisqu’il  n’y  a pas  de  dernier  terme,  ou  que  ce  dernier  terme  est 
nul,  en  tant  que  la  série  est  décroissante  à l’infini;  l’expression  de 
ce  second  membre  est  donc  7 S,  et  l’égalité  ci-dessus  devient 


S — a — q S , d’où  S = 

i — q 

Et,  en  effet,  si  l’on  développe  — — — en  série,  parle  procédé  de 

la  division,  on  trouve  le  résultat  indéfini,  a A-aq  + aq'-  ^-aq'-\-..., 
qui  n’est  autre  que  la  série  proposée,  lorsqu’on  y remplace 
b , c , il ,.  . . par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a. 

Autrement  encore.  — Soit  la  progression  H a ; ttq  ; nq * ; nq 

et  posons  S = a nq  -t-  nq'  nq'  -+-  nq'  aq ' -+-  ...  ; 

d’où  , multipliant  les  deux  membres  par  q , 


qS  — aq  -+-  aq ’ -+-  aq 3 -+-  aq'  -+-  aq 1 
Retranchons  ces  deux  équations  membre  à membre,  il  vient 

S — <7S=«;  donc,  enfin,  S= 

x-q 


197.  Lorsque  la  série  est  croissante , l’expression  S= — — — 

I — q 

■ne  peut  pins  être  regardée  comme  une  limite  des  sommes  par- 
tielles; car  la  somme  d’un  nombre  déterminé  de  termes  étant 

/ „ , _ a aq " , , . aq " 

( n°  l9o)  S = — » la  seconde  partie  — ausr- 

V I — q l — q 1 I — q ° 

mente  de  plus  en  plus  numériquement  à mesure  que  N augmente; 
c’est-à-dire  qu’au  contraire , plus  on  prend  de  termes , plus  l’ex- 
pression de  la  somme  de  ces  termes  diffère  numériquement 

de  — — ■ 
t — q 

La  formule  S = est  seulement , dans  ce  cas,  l’expres- 

t—7 

sion  algébrique  qui,  par  son  développement,  donne  lieu  à la 
série  a -+-  aq  -f-  aq 1 -4-  aq ' .... 

AI".  R.,  i n"  rd.  21 
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Il  se  présente  ici  une  circonstance  (pii  paraît  singulière  au  pre- 
mier abord. 


Puisque  — — est  la  fraction  génératrice  de  la  série,  on  doit 
1—1/ 


avoir 


a — a + aq  a <yJ  -t-  «7*  -4-  aq'  -4- . . • . 

I — <] 


Or , en  faisant  dans  cette  égalité  ,<1  = 1,7=  2 , on  trouve 


1 — 2 °"  +4 


équation  dont  le  premier  membre  est  négatif , tandis  que  le  se- 
cond semble  positif,  et  d’autant  plus  grand  que  q est  lui-même 
plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat , observons  que  si , dans  l'équation 
ci-dessus  , on  arrête  la  série  à un  certain  terme , il  faudra  , pour 
que  l’égalité  subsiste  , compléter  le  quotient. 

Ainsi,  en  s’arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième  terme  aq: , 


ier  reste  + aq 
2*  -t-  aq ’ 

3e  -f-  aq 3 

4e  -H  aq ' 


1 —H 


aq ' 


a -+-  aq  -f-  aq'  -4-  aq2  -t-  — — y 


aq' 


ondoit  ajouter  au  quotient  obtenu  l’expression  fractionnaire  y— — 

ce  qui  donne  rigoureusement 

a aq' 

= a -4-  aq  -t-  aq 2 -4-  aq ’ -| 

1 — 7 1 — 7 

Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte,  a = 1,7  = 2, 

il  vient  — 1 = 1 -f-  2 -4-  4 •+  8 — *6; 


égalité  qui  se  vérifie  d’elle-même. 

Kn  général,  toutes  les  fois  qu’une  expression  en  .r  , que  nous 
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désignerons  par  f (.r),  et  qui  s’énonce  fonction  dex,  est  développée 
en  une  série  de  la  forme  a -4-  bx  -t-  ex '■  -4-  r/x' 

on  n’a  rigoureusement  f [x)  = a + bx  -f-  ex'  -t-  dx'  -4- . . . , 

qu’autant  que  l’on  conçoit,  en  s’arrêtant  à un  certain  terme  dans 
le  second  membre,  la  série  complétée  par  une  autre  expression 
en  x. 

Or,  lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  l’on  nomme  con- 
vergentes, l’expression  qui  sert  à la  compléter  peut  être  conçue 
aussi  petite  que  l’on  veut;  et  il  est  permis  de  la  négliger  au  delà 
d’un  certain  terme  de  la  série  (*),  laquelle  fournit  alors  une  valeur 
approchée  de  la  fonction  proposée. 

198.  Remarque.  — -Vous  terminerons  les  principes  relatifs  aux 
progressions  infinies  par  l’observation  suivante  : il  résulte  de  la 
définition  des  progressions  par  quotient  (n°  191),  qu’on  peut  les 
regarder  comme  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre,  dont 
V échelle  de  relation  est  la  raison  de  la  progression  ( voyez  n"  184). 
Ce  rapprochement  est  propre  à faire  connaître  l’origine  des  pro- 
gressions prolongées  à l’infini.  Elles  doivent,  comme  les  séries 
récurrentes  en  général , leur  naissance  au  développement  d’une 
fraction  algébrique  rationnelle  en  série.  Nous  avons  donné 
(nos  19i>etl90)  les  moyens  de  trouver  cette  fraction  généra- 
trice pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus  loin 
les  moyens  de  résoudre  la  même  question  pour  toutes  les  séries 
reçu  rrentes. 

199.  La  considération  des  cinq  quantités  a,q,n,l,  et  S, 
qui  entrent  dans  les  deux  formules  (1)  et  (2)  obtenues  n”’  192 
et  193,  donne  encore  lieu  à dix  problèmes  particuliers  dont  les 
énoncés  ne  diffèrent  des  énoncés  relatifs  aux  progressions  par  dif- 
férence (n°  188  ) , qu’en  ce  que  la  lettre  r est  remplacée  par  7.  Mais 
nous  nous  proposerons,  comme  pour  les  progressions  par  diffé- 
rence, de  déterminer  7 et  S,  connaissant  a,  l et  n. 


( *)  Voyez  y h Va  fin  fin  cc  chapitre,  une  noie  relative  à la  convergence  «le* 
séries. 
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Or  la  première  formule  donne  q”~'  — - » d’où  7 


a 


»->// 

=v«; 


en 


reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule,  on  obtiendrait  la 
valeur  de  S. 


L’expression  7 


xfl 


fournit  le  moyen  de  résoudre  cette 


question  : 

Insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un  nombre  m de 
moyens  proportionnées , c’est-à-dire  m quantités  formant  avec 
a et  b , considérés  comme  extrêmes,  une  progression  par  quo- 
tient. 

Il  suffît,  pour  cela,  de  connaître  la  raison.  Or  le  nombre 
des  termes  à insérer  étant  m , le  nombre  total  des  termes  n 
est  égal  à m -4-2;  on  a d’ailleurs  1=  b.  Ainsi,  la  valeur  de  7 de- 
vient 

W-f- 1 


-vft 


c’est  à-dire  qu’il  faut 

Diviser  les  deux  nombres  donnés  b et  a l’un  par  l'autre,  puis 
extraire  du  quotient  une  racine  d’un  degré  marqué  par  le  nombre 
des  termes  à insérer,  plus  un. 

La  progression  est  alors  * 

n+i 


m-f-i 


nt  1 


H a'n\/ba:n\/bi'a\JTi'---'b- 

Ainsi,  soit  à insérer  6 moyens  proportionnels  entre  les  nom- 
bres 3 et  384- 

On  a /»  = (>,  d’où  7 = y/  — ^ 1 2.8  =:  2 ; 
ce  tpii  donne  la  progression 

h 3 : 6 : 1 2 ; 2.4  : 4^  • 9^  1 <92  : 384- 

Nous  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs,  dans 
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les  applications  numériques,  do  calculer  le  nombre  exprimé  par 

m-|-i 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à démontrer  que. 

Si  entre  les  termes  consécutifs  d’une'  progression  pur  quotient, 
considérés  deux  à deux , on  insère  un  meme  nombre  de  moyens 
proportionnels , toutes  les  progressions  ainsi  formées  constituent  une 
progression  unique. 

La  démonstration  ost  analogue  à celle  du  n"  189. 

Si 00.  Des  dix  problèmes  principaux  que  l’on  peut  se  proposer 
sur  les  progressions , quatre  sont  susceptibles  d’être  résolus  facile- 
ment. En  voici  les  énoncés,  avec  les  formules  qui  y sont  relatives  : 
i a , q , n étant  donnés , trouver  l et  S. 


I = aqn~' , S 


lq  — a a ( q"  — l ) 

7 — 1 7 — * 


2".  n,  n,  l étant  donnés,  trouver  7 et  S. 


4- 1 n- 1 


3”.  7,  n,  l étant  donnés,  trouvera  et  S. 

J=  1 s^_  nr-') 

q"  — I ’ 7"“'  (7  — l) 

4".  q,  n,  S étant  donnés , trouver  a et  l. 

_S(7— 1)  , Sç”-1  (7—  t) 

a — — 1 1 — 


Deux  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d’équations 
d’un  degré  supérieur  au  second  : ce  sont  ceux  où  l’on  suppose 
inconnues  les  quantités  a et  7,  ou  bien  l et  7. 

En  effet , de  la  seconde  formule  on  déduit  a = lq  — S7  -t-  S ; 
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d’où , substituant  cette  valeur  de  a dans  la  première  l — aqn~' , 


l = (lq  — Sq  +S)  y*-' , 

ou  bien  , (S  — l)  q" — Sqn~'  + t = o, 

équation  du  degré  n que  nous  n’avons  point  encore  appris  à ré- 
soudre. 

Il  en  serait  de  même  si  l’on  voulait  déterminer  l et  q : on  par- 
viendrait à l’équation  aqn  — S <7  ■+■  S — n — o. 

201.  Enfin,  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à la  réso- 
lution d’équations  d’une  nature  toute  particulière  : ce  sont  ceux 
où  n est  inconnu  , ainsi  que  l’une  des  quatre  autres  quantités. 

D’abord,  la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  l’une 
des  quantités  a ,q ,/,  et  S , en  fonction  des  trois  autres;  ainsi , tout 
se  réduit  à déterminer  n au  moyen  de  la  formule  l = aqn~'. 

Or  cette  égalité  revient  à qn—--i 

a 

équation  de  la  forme  a1  = b , a et  b étant  des  quantités  connues. 

On  appelle  ces  sortes  d’équations,  équations  exponentielles , 
pour  les  distinguer  de  celles  que  nous  avons  considérées  jusqu’à 
présent,  et  dans  lesquelles  l’inconnue  est  élevée  à des  puissances 
marquées  par  des  nombres  connu». 

Occupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  sortes  d’équations 
auxquelles  se  rattache  une  des  théories  les  plus  importantes  des 
Mathématiques,  la  théorie  des  logarithmes. 

§11.  — Théoi  •ies  t les  quantités  exponentielles  et  des 
logarithmes . 

Résolution  de  l’équation  a*  = b. 

202.  La  question  consiste  à trouver  l’ exposant  de  la  puissance 
à laquelle  il  faut  élever  un  nombre  donné  n,  pour  produire  un 
autre  nombre  donné  b. 

Considérons  d’abord  quelques  cas  particuliers. 
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i er  Exemple  : 2*  = 64  • 

En  clevant  2 à ses  différentes  puissances  , on  reconnaît  bientôt 
que  2*  = 64  ; donc  x = 6 satisfait  à l’équation. 

2 mc  Exemple  : 3X  = a43. 

On  a pour  solution , x = 5. 

En  un  mot , tant  que  b sera  une  puissance  parfaite  du  nombre  a, 
x sera  un  nombre  entier,  que  l’on  obtiendra  par  l’élévation  de  a à 
ses  puissances  successives  à partir  du  degré  o. 

3ra'  Exemple:  21  = 6.  (1) 

En  faisant  x=2,  et  x = 3,  on  trouve  2’  = 4>  et  = 8 ; 
«l’où  l’on  voit  que  x a une  valeur  comprise  entre  2 et  3. 

Posons  donc  x =r  2 H — -,  (x'  est  alors  t). 

X 

On  a , en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée  , 

1 > > 

2 -+-  — — , . — 3 

2 r =6,  ou  (n° 172)  2’ X =8;  donc  2X  — -•> 

2 


et,  par  conséquent, 

(!)- 

A) 

Pour  déterminer  x', 

faisons  successivement 

x'  = 1 , x'  = 

2; 

/ 3 \ ’ 

3 /3\‘ 

« 

A 

3 

0 

on  trouve  1 - 1 , ou 

;<2'  cl  (;) 

Ainsi , x est  compris  entre  1 et  2. 


Posons  donc  x'  = 1 -4-  (x"  est  aussi  i). 


On  obtient,  en  substituant  dans  l’équation  (2)  cette  valeur 
de  x7. 
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Pour  x"  = 1 et  x"=z  2,  on  a 


(!)' 


4.3 

OU  3 < 2’ 


et 


(l) 


16^  3 

ou  — 


Ainsi  x"  est  compris  entre  1 et  ?.. 


Soit  donc 


il  en  résulte 


5 ou 


(!)'+îM 

d’où , réduisant,  ^g^  = J*  (4) 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  les  précédentes,  011 
trouverait  que  x’”  est  compris  entre  2 et  3. 

Soit  x'"  = 2 H — ^ ^ l’équation  en  x’"  devient , toute  ré- 


/256\Jtlv  Q 
(243)  8* 


duction  faite, 

Une  nouvelle  opération  donnerait 


(5) 


Et  ainsi  de  suite. 

Rapprochons  actuellement  les  équations 


— * . * _// 1 * 

X — I —35  X — 1 H 1 x 

. 1 : x 


X = 2 H -, 

X 


et 


2 H - 1 x,v  = 2 — 1 • 

xlv  x' 


nous  obtenons  la  valeur  de  x sous  la  forme  d’une  fraction  conti- 
nue, dont  les  réduites  consécutives  seraient,  d’après  la  loi  connue 
(voyez  Arithm.,  22e  édit.,  n”  i7l), 


2 3 * 

* —7 

1 1 

Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  ou  prend  de 


a 1 3 3i 

—,  _,  — - , - — , . 
1 12  5 12 
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parlies  intégrantes,  pi  us  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
réduit  en  fraction  continue;  ainsi,  l'on  pourra,  par  ce  moyen, 
trouver  la  valeur  de  x propre  à vérifier  l’équation  (i),  sinon 
exactement , du  moins  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on 
voudra. 


Par  exemple,  la  réduite  -g-  ne  diffère  ( Arit/i .,  n°  172)  de  la 


valeur  de  x que  d’une  quantité  moindre  que  ou  Mais 

l’approximation  est  encore  plus  grande  ; car,  en  ayant  égard  à la 
réduite  suivante,  on  voit  que  l’erreur  commise  est  moindre  que 

f. — * — i ou  La  réduite  — ne  diffère  de  la  vraie  valeur 
5 X 1 2 - OO  12 


de  x que  d’une  quantité  moindre  que  -----  ou 


203.  La  détermination  de  x dans  l’équation  précédente  suppose  • 
que,  pour  toute  équation  de  la  forme  a*  = b , «étant  i , mais 
aussi  peu  différent  de  i que  l’on  veut,  et,  au  contraire,  b étant 
un  nombre  très-grand,  il  est  toujours  possible  de  trouver  deux 
puissances  consécutives  de  a , qui  comprennent  le  nombre  b. 

Pour  le  démontrer,  posons  a = i -t-  - , - étant  une  très- 

ri  fi 


petite  fraction  , et  développons  l’expression 


, d’après  la 


formule  du  binôme  (n°  148)  [n  est  ici  supposé  un  nombre  entier]; 


il  vient  ou 


Or,  puisque  le  second  membre  se  compose  de  i -+-  -j,  plus  une 


suite  de  nombres  positifs  , il  est  clair  que  si  l’on  fait  i + 7>i, 


ce  qui  donne  «^>X  (b  — t),  on  aura,  à fortiori , a"  b. 

D’ailleurs,  les  premières  hypothèses  n — o,  i , 2, . . . ont  du 
donner  d’abord  une  certaine  puissance  de  tt , plus  petite  que  b ; 


Digitized  by  Google 


RÉSOLUTION 


33o 

donc  b est  nécessairement  compris  entre  deux  puissances  conse- 
cutives de  i7.  C.  Q.  F.  D. 

204.  Cela  pose  , voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  ; 

Soit  à résoudre  l’équation  a*  — b , 

en  supposant  d’abord  a et  b i , mais  a<^_b. 

En  formant  les  puissances  successives  de  a , on  trouve  que  b 

est  compris  entre  n"  et  fl"4'1  ; alors  on  fait i = « + 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  proposée,  on  obtient 

, Xr  , „ . /1>Y 

a = b , ou  a"  X a — b , d ou  ( — .1  — a , 

ou  , posant , pour  plus  de  simplicité , — = c, 

c*'  — a (c  étant  nécessairement  a). 

Opérant  sur  cette  équation  comme  ci-dessus,  on  reconnaît 

que  x'  est  compris  entre  /?'  et  n'  + i;  donc  x' = n'  -f- 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  en  x' , on  est  encore 
conduit  à résoudre  une  équation  de  la  forme 

rf1"  — c 

et  ainsi  de  suite. 

La  valeur  de  x se  trouve  ainsi  développée  en  une  fraction  con- 
tinue dont  il  ne  s’agit  plus  ensuite  que  de  former  les  réduites;  et, 
en  poussant  convenablement  la  série  des  opérations  , on  obtient 
cette  valeur  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  vent  ; ce 
degré  pouvant  toujours  s’estimer,  puisqu’il  est  marqué  par  le 
quotient  de  l’unité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  ta  der- 
nière réduite  à laquelle  on  est  parvenu. 

203.  Remarques.  — i°.  Si,  dans  le  cas  de  a~^>  i et  b~^>  i,  on 
suppose  b<^a,  comme  on  a a"  = i ( n"  24 ) ‘et  a'  = a,  il 


^détant<[e,  et  ayant  pour 


valeur 


7/ 
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s’ensuit  que  x est  compris  entre  o et  i,  et  il  faut  commencer  par 

t 

poser  x — 

Cela  revient  à faire  n = o dans  le  calcul  précédent. 

2°.  Lorsque  l’on  a a > i , mais  b ■<[  i , la  valeur  de  x est 
nécessairement  <^o,  ou  négative.  ; ainsi  il  faut  poser 

x = — y dans  l’équation  a1  — b , 
ce  qui  donne  a~r  — b , d’où  (n”  471  ) 

et  comme  on  a - i , on  déterminera  y d’après  la  méthode  ci- 

dessus:  alors  la  valeur  correspondante  de  x sera  égale  à celle  de/, 
prise  négativement. 

Il  en  serait  de  même  si  l’on  avait  «<C  1 > mais  bf>  i. 

Au  moyen  de  ces  remarques,  l’application  de  la  méthode  n’offre 
aucune  difficulté  ; seulement  les  calculs , pour  donner  un  grand 
degré  d’approximation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut , au  reste  , s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

x = ?.,465  à 0,001  près; 

*•=  °j4î7  & 0,001  près; 

x = — 0,25  à o,oi  près; 

x—  o,53  à o,oi  près. 

On  suppose  ici  que  l’on  ait  converti  en  fractions  décimales  les 
réduites  fournies  par  la  méthode. 

Conditions  pour  que  x soit  commcnsurable. 

206.  La  méthode  précédente  conduit , tantôt  à une  fraction  con- 
tinue limitée,  tantôt  à une  fraction  continue  qui  se  prolonge  à 
l’infini  ; ce  qui  donne  pour  x , dans  le  premier  cas,  une  valeur  coin- 
mcusurable  , et  dans  le  second , une  valeur  incommensurable. 
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Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  les  deux  nombres 
donnés  a et  b,  pour  que  x soit  égal  à un  nombre  commensu- 

rable  -• 
n 

Soient , en  premier  lieu , a et  b deux  nombres  entiers  ; on  a l’é- 
quation a"  = b,  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

am  ~ b“. 

Or  il  est  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister  qu’autant 
que  a et  b sont  composés  des  mêmes  facteurs  premiers;  car,  si 
l’on  supposait  dans  b un  facteur  premier  qui  ne  se  trouvât  pas 
dans  a , et  qu’on  divisât  les  deux  membres  par  ce  facteur,  le  se- 
cond membre  serait  un  nombre  entier,  et  le  premier  un  nombre 
fractionnaire , ce  qui  est  absurde.  Donc  si  l’on  a,  par  exemple , 

a = a?  tflyS‘, 

on  doit  avoir  aussi  b = a? &Y  S'  - 
En substituant  ces  valeurs 'dans  l’équation  a"  — bn,  on  la  change 
en  celle-ci  : umP  6”?  ymr  om‘  = a"P’  &‘î  y,r'  S'“’ . 

Mais  cette  nouvelle  égalité  exige  que  les  puissances  d’un  même 
facteur  premier  soient  égales  dans  les  deux  membres;  car,  si  elles 
étaient  inégales , en  divisant  les  deux  membres  par  la  plus  haute 
puissance , on  serait  encore  conduit  à un  résultat  absurde. 

On  doit  donc  avoir  séparément 

mp  — np' , mq  — nq',  mr  =r  nr',  ms  — ns', 

, ,,  , . , . m p'  q'  r'  s' 

il  ou  1 on  déduit  — = — = — = — = 

n p q r s 

Ainsi,  pour  que  la  valeur  de  x soit  commensurablc,  il  faut  et  il 
suffit  que  a et  b soient  composés  des  memes  facteurs  premiers  , et 
que  les  exposants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  île 
rapports  égaux. 
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Lorsque  res  deux  conditions  sont  remplies,  la  valeur  de  x est 
égalé  au  rapport  constant  qui  existe  entre  les  exposants. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  a et  b soient  fractionnaires  et 

égaux  à^-p  —,  [ on  ne  saurait  évidemment  supposer  a entier  et  b 

fractionnaire,  ou  réciproquement]. 

L’équation  <tm  — b"  devient 

\* 

J , d’où  k"  k 'n  — A'”  k“. 

Or,  h et  A'  pouvant  toujours  être  regardés  comme  premiers 
entre  eux,  aussi  bien  que  k et  b',  il  en  est  de  même  de  A”  et  A'1*, 

/ " et  k,n.  Ainsi , pour  que  l’égalité  précédente  subsiste,  il  faut  que 
l’on  ait  séparément  hm  — k",  A'"  ~ k'n;  ce  qui  conduit  à des 

conditions  semblables  à celles  que  nous  avons  établies  ci-dessus, 
entre  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  respectivement  com- 
parés entre  eux. 

N.  B.  — Si  l'on  avait  77  t , mais  y,  1 , on  réciproquement, 

il  fi 

il  faudrait  d’abord  changer  le  signe  de  x dans  l’équation  exponen- 
tielle az  = b (ce  qui  reviendrait  à renverser  celui  des  deux 

h k . 

nombres  — 5 y>  que  1 on  suppose •<_  1,  en  conservant  x positif); 

fl  fi 

puis  on  établirait  les  relations  précédentes. 

1207.  Cas  particuliers.  — 1".  Si  a et  A,  étant  des  nombres  en- 
tiers, sont  deux  puissances  différentes  d’un  mérite  nombre  premier, 
x est  nécessairement  commcnsurable. 

Soit  l’équation  4*  — 32 , que  l’on  peut  transformer  ainsi  : 

(»’)*=  a\  d’où  (n°  lîîO)  2,r=2'; 

5 

il  en  résulte  2x  = 5,  d’où  x = - • 

O, 

7 

Soit  encore  27*=  2187,  ou  35x  = 3’ ; on  a .r  = A. 
2n.  Si  a n 'est  composé  que  de  facteurs  premiers  élevés  h In  pre- 
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mière  puissance,  il  faut  que  b soit  line  puissance  parfaite  de  fl  pour 
que  x soit  commensurable;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  x est  entier 
ou  incommensurable. 

En  effet,  soit  a — aS'/ô , d’où  b — aP' q’’ HP  \ 

l’équation  am  — b"  devient  am  G"  y1*  i”  = a?'" (tf* yrm 3‘  " ; 

d’où  l’on  déduit  m = p'n  = q'n  — r'n  — s'n , 

ou  bien,  p'  = q'  = r'  — / ; 

donc  b — y?'  qê  Sê  = (aSyJ)/’’  = ai' , 

et,  par  conséquent,  x=zp'. 

Soit,  par  exemple,  « = io  = 2 X 5 ; 

il  faut  que  b soit  une  puissance  parfaite  de  10  pour  quc.r  puisse 
être  commensurable. 


Théorie,  ries  logarithmes. 

208.  Introduction.  — Si  l’on  suppose  que,  dans  l’équation 

«‘—y, 

a conservant  toujours  une  même  valeur  positive,  on  remplace  y 
par  tous  les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaque 
valeur  de  y,  en  appliquant  la  méthode  du  n°  205  , déterminer  la 
valeur  de  x,  sinon  exactement,  du  moins  avec  un  aussi  grand 
degré  d’approximation  que  l’on  voudra. 

Supposons  d’abord  a~f>  1,  et  soit  fait  successivement 

x = o , 1,2,  3, 4, 5, 6,..,, 

il  en  résulte  y = 1 , a , a1,  fl3,  fl1 , <1%  . . . ; 

donc  toutes  les  valeurs  de  y plus  grandes  que  l’unité  sont  pro- 
duites par  des  puissances  de  a dont  les  exposants  sont  positifs  , 
entiers  ou  fractionnaires  ; et  la  valeur  de  x est  d’autant  plus  grande 
que  celle  de  v est  elle-même  plus  grande. 
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il  en  résulte 


x ==  o , i , ?. , 


i i 

a a1 


3, -4, -5,.... 

i i i 

rtJ  * a1'  a*  * ’ 


donc  toutes  les  valeurs  de  y plus  petites  que  l’unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a dont  les  exposants  sont  négatifs  ; et  la  va- 
leur de  x est  d’autant  plus  grande,  numériquement,  que  ta  valeur 
de  y sc  rapproche  plus  de  xi. ho. 

Soit , au  contraire , a t et  égal  à une  fraction 


en  faisant 

X ~ O , 

I , 2, 

3, 

4» 

5,..., 

on  trouve  y = 

/ 1 y 

Uv  ’o11  ■> 

I 1 

JF’ 

a 9 

i 

V*' 

et , si  l’on  fait 

X =z  o , - 

-1,-2,- 

■3,- 

-4,- 

-5,. 

on  obtient  y = 

«'S 

c’est-à-dire  que  , dans  l’hypothèse  de  a <f  i , tous  les  nombres  sont 
engendrés  avec  les  diverses  puissances  de  a,  dans  un  ordre  inverse 
de  relui  qui  résulte  de  l’hypothèse  a i . 

On  arrive  ainsi  à cette  conséquence  générale  : tous  les  nombres 
absolus  peuvent  être  engendrés  avec  un  nombre  absolu  quelconque , 
mais  constant , que  l'on  élève  à des  puissances  convenables. 

N.  B.  — Il  faut  toutefois  supposer  a différent  de  l’unité , car 
on  sait  que  toutes  les  puissances  de  i sont  égales  à i . 

309.  Cela  posé  , concevons  que  l’on  ait  formé  une  Table  renfer- 
mant, d’une  part,  tous  les  nombres  entiers,  et  à côté  de  ces 
nombres , les  exposants  des  puissances  auxquels  il  faudrait  élever 
un  nombre  invariable , pour  produire  les  premiers  ; on  aura  l’idée 
d’une  Table  de  logarithmes. 

On  appelle,  en  général,  logarithme  d’un  nombre,  l’exposant 
de  la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  un  certain  nombre  inva- 
riable pour  produire  le  premier. 
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Le  nombre  invariable  peut  d’abord  être  pris  tout  à fait  arbi- 
trairement (pourvu  qu’il  soit^>ou<^  t);  mais  une  fois  choisi, 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation  de  la  Table  entière.  On 
l’appelle,  pour  cette  raison  , base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  l’on  a choisie,  le  logarithme  de  la 
hase  est  l’unité , et  le  logarithme  de  i est  o. 

En  effet,  on  a,  i°...  a' —< z,  d’où  log  a — i , 

. . a°  = i , d’où  log  i = o. 

On  désigne  ordinairement , pour  abréger , le  mot  logarithme 
par  les  trois  premières  lettres  log , ou  simplement  par  la  première 
lettre  /.,  que  l’on  fait  ordinairement  suivre  d’un  point  et  du  nombre 
que  l’on  considère. 

Voyons  actuellement  quel  rôle  peuvent  jouer  les  logarithmes 
dans  les  calculs  numériques. 

210.  Multiplication  et  division  arithmétiques.  — Soit  d’abord 
une  suite  de  nombres  y,  y\  y ",  y'",  . . à multiplier  entre  eux. 
Désignons  par  a la  base  d’un  système  de  logarithmes  (qu'on 
suppose  déjà  calculés),  et  par  .r,  x , x”,  ,r*,  . . les  logarithmes 
«Jej,  y',  y",  y'", 

On  a , d’après  la  définition  (n°  209)  , cette  suite  d’égalités, 


Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  et  appliquant  la  règle 
des  exposants  établie  n°  172  , on  trouve 

y y / y"  yW  , * % ---  + • • . • 

Donc 

logyr'y"...  — x -t-.r'  -t-  x"  -t-...  = log  j-H  log  y*  H-  log  y"~t-..., 

c’est-à-dire  que  le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient,  en  second  lieu  , deux  nombres,  y et  r',  à diviser  l’un 
par  l’autre,  x et  x'  leurs  logarithmes.  On  a encore  les  équations 

y' = a*' •,  d’où  l’on  déduit  (nn  172)  -- = a*-*’. 
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Donc  log  ^ = * — y = log  / — log  y ; 

y 

c’est-à-dire  que  le  logarithme  (lu  (/uotie/it  d'une  division  est  égal  à 
l’excès  du  logarithme  du  dividende  sur  te  logarithme  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  — Si  l’on  a une  multipli- 
cation à effectuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes  des 
facteurs  et  faisant  la  somme  de  ces  logarithmes  , on  aura  le  loga- 
rithme du  produit  ; donc  , en  cherchant  ce  nouveau  logarithme 
dans  la  table,  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspond,  on  obtien- 
dra le  produit  demandé.  Ainsi , par  une  simple  addition  , on.  trouve 
le  résultat  (l’une  multiplication. 

De  même  , si  l’on  a à diviser  un  nombre  par  un  autre,  il  faut 
retrancher  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  puis 
chercher  à quel  nombre  correspond  la  différence  : c’est  le  quotient 
cherché.  Ainsi , par  une  simple  soustraction , on  obtient  le  quotient 
d’une  division. 

Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  — Soit,  eti 
général,  un  nombre  y à élever  à la  puissance  en  désignant 
toujours  par  a la  base  , et  par  x le  logarithme  de  y.  On  a l’équa- 
tion y = «*» 

rn 

d’où  , élevant  les  deux  membres  à la  puissance  --  » 


- m m 

Donc  log  y"  = — x = — • log 

D n n 

c’est-à-dire  que  le  logarithme  d’une  puissance  quelconque  d’un 
nombre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l’expo  - 
sont  de  la  puissance. 

Soit,  comme  cas  particulier,  //  — 1 ; il  en  résulte 
log  ym  — /«.log  y, 

équation  susceptible  d’un  énoncé  analogue  au  précédent* 

Alg.  B.,  10'  éd.  2 a 
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-i  h (‘tant  un  nombre  entier  (juelcon(|ue  ; il  en  ré- 

logj"  ou  logVj  = ^ • log  y ; 

c’est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  racine  de  degré  quelconque 
il’ un  nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  tic  ec  nombre  divisé 
par  l'indice  de  ta  racine. 

Conséquence.  — Pour  former  une  puissance  quelconque  d’un 
nombre  , il  suffit  de  prendre  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la 
table,  de  le  multiplier  par  l’exposant  de  la  puissance,  puis  de 
chercher  le  nombre  correspondant  à ce  produit  ; on  a ainsi  la 
puissance  demandée. 

De  même  , pour  extraire  une  racine  , il  suffit  de  diviser  le  loga- 
rithme du  nombre  proposé  par  l’indice  de  la  racine,  puis  de 
chercher  à quel  nombre  correspond  le  quotient  ; on  a la  racine, 
demandée.  Ainsi  , par  une  multiplication  et  une  division  générale- 
ment tiés-simplcs  , on  trouve  le  résultat  d'une  formation  de  puis- 
sance et  d’une  extraction  de  racine  , opérations  dont  les  procédés 
ordinaires  sont , comme  on  l’a  vu  , très-laborieux. 

211.  Les  propriétés  qu’on  vient  de  démontrer  sont  indépen- 
dantes du  système  particulier  de  logarithmes  adopté  ; mais  les 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites  , c’est-à-dire  l'usage  qti’on  en 
peut  faire  dans  les  calculs  numériques,  supposent  la  construction 
d’une  table  renfermant , d’un  côté  , tous  les  nombres  , et  de  l’au- 
tre , les  logarithmes  de  ces  nombres , calculés  d’après  une  base 
donnée.  Or,  pour  former  cette  table  , il  faut , comme  nous  l’avons 
déjà  dit , en  considérant  l’équation  a 1 = y,  faire  passer  y par 
tous  les  états  de  grandeur  possibles,  et  déterminer  la  valeur  de  x 
correspondante  à chacune  des  valeurs  de  y,  d’après  la  méthode 
du  n”  2t)4 . 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la  base 
est  égale  à to;  et  leur  construction  se  réduit  à la  résolution  de 
l’équation  ior  = y. 


Soit  m — 
suite 
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En  faisant  successivement  j égal  aux  termes  île  la  suite  naturelle 

i,  2 , 3,  4 » (5,..., 

on  a à résoudre  les  équations 

i o1  = i , i o1  = 2 , i o1  = 3 , i o1  = 4 » • • ■ • 

Observons  d’ailleurs  qu’il  suffit  de  calculer  directement , d’a- 
près la  méthode  du  n°  204  , les  logarithmes  des  nombres  pre- 
miers 2,  3,  5,  7,  ii,  i3,  17,...;  car  tous  les  autres 
nombres  entiers  résultant  de  la  multiplication  de  ces  différents 
facteurs  entre  eux,  leurs  logarithmes  peuvent  (n°  210)  s’obtenir 
par  l'addition  des  logarithmes  des  nombres  premiers. 

C’est  ainsi  que  6 étant  décomposable  en  2 x 3,  on  a 

log6  = log  2 -t-  log  3 ; 

de  même,  24  =s  21  X 3;  donc  log  24  = 3 log  2 -f-  log  3. 

Soit  encore  36o  = 2*  X 3’  X 5 ; il  en  résulte 

log  3Go  = 3 log  2 4-  2 log  3 -+-  log  5. 

Il  suffisait  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes 
des  nombres  entiers;  car,  en  vertu  de  la  propriété  relative  à la 
division,  on  obtient  le  logarithme  d’un  nombre  fractionnaire  en 
retranchant  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

212.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga- 
rithmes, il  est  facile  d'en  construire  tant  d’autres  que  l’on  veut, 
au  moyen  de  celle-là. 

Soient,  en  effet,  a la  base  d’un  premier  système  déjà  formé,  b 
la  base  d’un  nouveau  système  à construire;  désignons  par  N un 
nombre  quelconque,  par  log  N et  par  X,  ses  deux  logarithmes  cal- 
culés d’après  les  bases  «ret  i;  on  a l’équation  = N.  D'où, 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système 
connu  dont  la  base  est  a , X . log  b = log  N ; 


22. 
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Ce  qiii  prouve  que , connaissant  le  logarithme  d’un  nombre  dans 
un  premier  système,  pour  avoir  le  logarithme  du  meme  nombre 
dans  un  second  système,  il  faut  diviser  le  logarithme  du  nombre, 
calculé  dhns  le  premier  système,  par  le  logarithme  de  la  nouvelle 
base,  calculé  aussi  dans  l'ancien  système. 

Ainsi , le  logarithme  île  4 , ilans  le  système  dont  la  hase  est  3 , a 

pour  valeur  \ a loi?  4 et  loi*  3 étant  deux  logarithmes  calculés 
log  3 


dans  le  système  connu  dont  la  hase  est  îo. 

Soient  N , N',  N",  ..  une  suite  de  nombres,  a la  hase  d’un 
système  déjà  formé,  b celle  d’un  système  à construire;  on  a la 
série  d’équations 


logN_  r 
logé  ~ log* 


N'X'  = i^iÂ-,08N'-X"  = 


loirè 


•logN",. 


d’où  l’on  yoit  qu’une  première  table  étant  déjà  formée,  si  l’on 
veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n’y  a qu’à  multiplier  les  loga- 
rithmes'du  premier  système  par  la  quantité  constante 


log  b 

Cette  quantité  constante  est  ce  qu’on  nomme  i.r.  module  de  la  nou- 
velle table  par  rapport  à l’ancienne. 


§ 111.  — Usage  tics  tables  vulgaires. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétique  sur 
les  deux  problèmes  principaux  que  prescrit  l’usage  des  tables  (un 
nombre  étant  donné,  trouver  son  logarithme , et  réciproquement) 
nous  dispensent  d’entrer  dans  de  nouveaux  détails  à cet  égard. 
Nous  nous  bornerons  donc  à reprendre  quelques  principes  qui 
n’ont  pas  été  démontrés  d’une  manière  assez  générale,  en  suppo- 
sant d’ailleurs  que  les  jeunes  gens  aient  entre  les  mains  les  Tables 
de  Callet,  qui  sont  poussées  jusqu’à  108000,  tandis  que  les  petites 
tables  ne  s’étendent  pas  au  delà  de  10000. 

215.  On  a déjà  vu  (n°  207)  que,  dans  le  système  dont  la  base 
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est  10,  il  n’y  a que  les  puissances  parfaites  île  10,  telles  que  10, 
ioo,  1000,...  qui  puissent  avoir  des  logarithmes  commcnsu - 
râbles ; tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incom- 
mensurables, que  l’on  ne  peut  obtenir  qu’avec  un  certain  degré 
d’approximation.  Les  Tables  de  Callet  donnent  ces  logarithmes 
exprimés  en  fractions  décimales,  et  exacts  jusqu’au  fi  chiffre  déci- 
mal, inclusivement. 

Cela  posé,  faisons  dans  l’équation  iox  — y, 


x — 

U,  I, 

2, 

3, 

4,..., 

« — 1 , 

il  en  résulte 

X = 

I,  IO, 

IOO, 

IOOO, 

1 OOOO,.. 

.,  10»-', 

IO" 

Posant  ensuite 

x = 

0,  — I, 

— 2, 

1 

vP 

1 

en 

1 

• (»-•). 

— " 

on  trouve 

I 

1 

1 

1 

1 

I 

Y • 

1 , 9 

IO 

IOO 

9 

1 OOO 

IOOOO 

* IO"-’’ 

10" 

Donc:  i°.  Les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands 
que  l’unité  sont  positifs  et  croissent  depuis  o jusqu’à  l’infini  ; les 
logarithmes  des  fractions  proprement  dites  sont  négatifs,  mais  ils 
ont  une  valeur  numérique  d’autant  plus  grande  que  la  fraction  est 
plus  petite;  en  sorte  que,  si  l’on  considère  une  fraction  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif  mais  sa. 
valeur  numérique  est  infiniment  grande  : ce  que  l’on  exprime  d’une 
manière  abrégée,  en  disant  que  uho  a pour  logarithme  \'mfini 
négatif,  ou  bien 

log  o = — :o  . 

2°.  Si  l’on  considère  un  nombre  entier  de  n chiffres,  c'est-à- 
dire  un  nombre  compris  entre  io"~'  et  10",  on  voit  que  la  partie 
entière  de  son  logarithme  est  égale  à n — 1 , ou  renferme  autant 
d’unités  moins  une  qu’il  y a de  chiffres  dans  le  nombre. 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  Caractéristique 
( Arith .,  n”  201 , 22e  édit.);  parce  qu’elle  indique  l’ordre  des  plus 
hautes  unités  du  nombre  qui  correspond  à ce  logarithme.  Par 
exemple,  si  la  caractéristique  est  égale  à 5,  on  peut  en  conclure 
que  le  nombre  correspondant  est  compris  entre  10' et  10“,  ou 
bien,  est  composé  de  six  chiffres. 
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214.  Les  deux  premières  propriétés  du  il0  210  donnent 
log(n  X to")  = log  a -+-  log  io"  = log«  -+-  n,' 

et  log  —n  = logo  — log  i o"  = loga  — n ; 

ce  qui  prouve  que,  connaissant  le.  logarithme  d'un  nombre  quel- 
conque, il  suffit,  pour  obtenir  celui  d'un  nombre  i o"  fois  plus  grand 
ou  plus  petit,  d’augmenter  ou  de  diminuer  de  n unités  la  caracté- 
ristique du  logarithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  déci- 
males qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule, 
ont  la  meme  partie  décimale ; c’est-à-dire  que  leurs  caractéristiques 
seules  sont  différentes. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d’ailleurs  toutes  particulières  au  sys- 
tème ordinaire  de  logarithmes)  servent  de  hase  aux  préparations 
que  l’on  fait  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes, 
ou  aux  logarithmes,  lorsqu’on  veut  obtenir  les  nombres  qui  leur 
correspondent. 

Ainsi,  quand  on  cherche  le  logarithme  d’un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables,  on  sépare  d’abord  sur  la  droite  assez, 
de  chiffres  pour  que  la  partie  à gauche  soit  un  des  nombres  entiers 
de  la  table;  mais  il  faut  en  séparer  le  moins  possible,  à cause  de 
la  proportion  qu’exige  l’emploi  des  tables  (*).  Avec  les  petites 
tables,  on  doit  laisser  quatre  chiffres  vers  la  gauche;  et  avec  les 
Tables  de  Collet,  on  doit  en  avoir  cinq. 

Quand  , au  contraire,  on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant 
à un  logarithme  donné,  il  faut  préparer  celui-ci  de  manière  que 
sa  caractéristique  soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c’est-à- 
dire  égale  à 3 pour  les  petites  tables , et  à 4 pour  les  grandes. 

21iî.  Des  compléments  arithmétiques. — Il  arrive  fréquemment, 
dans  les  applications,  que  l’on  a à déterminer  le  résultat  d’une 

( *)  Voyez  la  seconde  note  placée  à la  lin  de  ce  chapitre,  pour  le  calcul 
de  l 'erreur  commise  lorsqu'un  établit  la  proportion  entre  les  différences  des 
nombres  et  les  différences  des  logarithmes. 
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opération  composée  de  plusieurs  additions  et  soustractions  loga- 
rithmiques. Or  on  ramène  cette  opération  à une  seule  addition  par 
le  moven  des  compléments  arithmétiques . 

Le  complément  arithmétique  d’un  logarithme  est  ce  qui  manque 
à ce  logarithme  pour  former  le  nombre  10;  en  d’autres  termes, 
c’est  l’excès  de  10  sur  le  logarithme  proposé. 

Ainsi,  coinp.  3,47^-5843  =10 — 3,4/25843  = 6,5274157, 
comp.  2,73254^0  =10  — 2,7325490  = 7 ,2674510. 

Le  premier  chiffre  significatif  à droite  se  retranche  de  10,  et 
ions  les  autres  de  g;  en  sorte  que  les  zéros  qui  peuvent  se  trouver 
à la  droite  du  logarithme  doivent  rester  dans  le  complément 

D’où  l'on  voit  qu’un  complément  peut  être  formé,  pour  ainsi 
dire,  d’après  l’inspection  d’un  logarithme,  ou  d’après  sa  dictée. 
— Cela  posé  , voici  l’usage  de  ces  compléments  : 

Que  l’on  ait  à trouver  le  résultat  numérique  de  l’expression 
/ — — r — l"  t,  étant  des  loga- 

rithmes, les  uns  à ajouter,  les  autres  à soustraire. 

L’expression  peut  d’abord  être  mise  sous  la  forme 

l ri-  l"  -t-  l'  -ri-  10  — l1  ri-  10  — l"’  ri-  10  — /lv  — 3o, 
ou  bien , 

l -f- 1"  -j-  l"  ri-  comp.  V -+■  comp.  /"’  -t-  comp.  l'v  — 3o; 

c’est-à-dire  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché,  il  faut  faire  la 
somme  des  logarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes 
soustractifs,  puis  retrancher  de  cette  somme  autant  de  fois  10  que 
l’on  a pris  de  compléments. 

Par  le  moyen  ordinaire,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes 
additifs , celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  additions 
et  une  soustraction;  tandis  que  par  celui-ci,  on  n’a  qu’une  seule 
addition  à effectuer,  sauf  les  opérations  qui  consistent  à prendre 
les  compléments , et  qui  sont  trop  simples  pour  entrer  en  ligne  de 
compte. 


1 
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21 C.  L 'emploi  des  compléments  donne  naissance  à line  forme 
de  logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de 


On  a log  = log  7 — log  1 5 = log  7 -4-  comp.  log  1 5 — i o. 

log  7 = o, 845oq8o4 
comp.  log  i5  = 8,82390874 

9,66900678 

retranchant  io — 0,33099322 

ou  bien 1,66900678 


Le  résultat  de  l’addition  de  comp.  Ing  i5  avec,  log  7 étant 
9,66900678,  pour  en  retrancher  10,  on  peut  s’y  prendre  de  deux 
manières:  ou  bien  soustraire  ce  résultat  de  10,  et  affectant  le 
reste  du  signe  — , ce  qui  donne  — 0,33099322  ; ou  bien,  retran- 
cher 1 o de  la  caractéristique  9,  sans  altérer  la  partie  décimale,  ce 
qui  donne  1 ,66900678 , c’est-à-dire  un  logarithme  dont  ta  carac- 
téristique seule  est  négative,  la  partie  décimale  restant  positive. 

Pour  le  distinguer  d’un  logarithme  entièrement  négatif,  on  doit 
avoir  le  soin  de  placer  le  signe  — au-dessus  de  la  caractéris- 
tique (*). 

II  serait  plus  clair  de  l’écrire  ainsi  : — 1 -+-  0,66900678,  car 
voilà  sa  véritable  signification;  mais  l’autre  manière  est  plus 
abrégée. 

On  est  encore  conduit  à cette  espèce  de  logarithmes  en  cher- 
chant le  logarithme  d’une  fraction  décimale. 

Par  exemple, 

log  o, oo534  — log  534  — 5 = 2,72754126  — 5 = 3,72754126. 

Nous  verrons  bientôt  que  l’usage  de  ces  logarithmes  offre 


(*)  Cette  notation  diffère  un  peu  de  la  notation  employée  dans  notre1 
Arithmétique;  mais  nous  avons  cru  devoir  adopter  ici  celle  dont  l'usage  est 
le  plus  répandu. 
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quelques  avantages  sur  celui  des  logarithmes  entièrement  né- 
gatifs. 

Observons,  pour  le  moment,  que 

i°.  Si  l'on  avait  à déterminer  le  nombre  qui  correspond  à un 
logarithme  de  cette  espèce,  la  simple  addition  d’un  nombre  con- 
venable d’unités  à la  caractéristique  suflirait  pour  la  préparation 
du  logarithme. 

Soit,  par  exemple,  3 , 47?o563  le  logarithme  proposé. 

En  ajoutant  7 unités  à la  caractéristique,  il  vient  4,47 2°563  , 
logarithme  entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s’ob- 
tiendrait d’après  les  règles  connues;  après  quoi,  l’on  diviserait  le 


nombre  par  10000000  ou  par  10’. 

Si  l’on  a à multiplier  le  logarithme.  . . . 3,472o563 

par  un  nombre  quelconque,  8 par  exemple.  ...  8 

on  obtient  d’abord  pour  la  partie  décimale.  . . . 3,7764504 

et  pour  la  caractéristique — 24 

. ce  qui  donne  pour  résultat ai  ,7764604 

3".  Si  l’on  a à diviser  ce  même  logarithme  par  8,  on  commence 


par  ajouter  à la  caractéristique  assez  d’unités  négatives  pour  qu’on 
puisse  en  prendre  le  huitième  exactement;  c’est-à-dire  qu’on 
mettra  le  logarithme  3,4720563  sous  la  forme 

— 8 -+-  5,472o563. 

Prenant  le  huitième  de  cette  nouvelle  expression,  on  trouve 
1 ,6840070. 

Dans  les  numéros  suivants,  nous  verrons  l’usage  de  ces  opé- 
rations. 

Passons  maintenant  aux  applications. 
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Operations  (le  U ArillvnétUjuc. 


217.  Multiplication  et  division.  — On  demande  la  valeur  ap- 


prochée du  produit 


3i  i3 

-=  X — X 
70  12 


4 7 
4»' 


Appelons  x ce  produit,  ona(n"  209), 


lo«j  x = log  3 1 — log  75  log  1 3 — log  1 2 H-  log  47  — log  48. 
log3i  = 1, 49136169, 

log  1 3 = i,ii 3g4335, 
log  47  = 1,67209786, 
comp.  log  75  = 8,1 2493874 , 
comp.  log  12  = 8,92081875, 
comp.  log 48  = 8,31875876, 


1 ,641919*5  = 29,64191915  — 3o  ; 

ajoutant 5 

on  obtient.  . . . 4,6419191 

4,6419102  = log  438 14 
Différence.  ...  89  89 

. • — = 0,C)0. 

Différence  tabulaire.  99  99 

Donc 4,641919!  =log  43844,90. 

Ainsi,  le  produit  demandé  est  0,4384490  à 0,0000001  près. 


Formation  des  puissances.  — Observons  avant  tout  que, 
comme,  pour  obtenir  le  résultat  d’une  formation  de  puissance,  il 
faut  multiplier  le  logarithme  du  nombre  par  l’exposant  de  la  puis- 
sance, on  doit  prendre  d’abord  le  logarithme  du  nombre  proposé 
avec  plus  de  7 décimales,  si  l’on  veut  avoir  un  produit  exact 
jusqu’à  la  7e  décimale  inclusivement.  Or  on  trouve  dans  l’ouvrage 
de  Collet , à la  suite  des  tables  ordinaires,  une  autre  table  qui 
donne  les  logarithmes  avec  20  décimales  ; ainsi  l’on  peut  toujours 


Digitized  by  Googl 


APPLICATIONS  DES  TA  RI. PS  DK  LOGARITHMES.  347 

prendre  ces  logarithmes  avec  deux  ou  trois  décimales  de  plus  que 
dans  les  tables  ordinaires. 

Cela  posé,  soit  à former  la  5e  puissance  de  23;  on  a (n°  210) 
*°g(29)s  = 5 log  29. 

Or  log  2g  = 1,462397998, 

d’où  5 log  29  = 7 ,3 1 1 989(790  ; 

ôtant  3 unités 4>3i  <9900 

4,3 1 19868  = log  2o5i  1 . 

Différence 32  32 

Différence  tabulaire.  . . 212  212 


t-  o, i5. 


Donc  2o5i  1 i5o  est  le  nombre  cherché  à une  dizaine pri-s . 
Soit  encore  proposé  d’évaluer  (2 ,)M. 


On  a log  2=  o,3o  10299956, 

d’où  64  log  2 = 19,2659197  ; 

ôtant  1 5 unités 4>2659tg7 

4,2659022  = log  18446. 

Différence 175 

Différence  tabulaire.  . . . 235 

Ainsi,  4,2659197  = log  18446,74. 


S3S  = °’rt- 


Donc  le  nombre  cherché  est  1 8446740  • 000 . 000 . 000 . 000  , à 
dix  Irillions  près , c’est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres  ne 
peuvent  être  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans  ces 
sortes  d’exemples,  n’avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idée  de 
la  grandeur  du  nombre , et  l’on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y 
parvient. 

Soit,  pour  nouvel  exemple,  à évaluer 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  ipie  sans 
compléments  : 


Par  compléments . 

Sans  compléments. 

log  2 = 
c.  log  3 = 

0,3010299956 

9,5228787.453 

log3  = 0,4771212547 

log  2 = 0,3010299956 

!ogï  = 

1,8239087409 

2 

log  - = — 0,1760912591 

' ' log  | = 

2,0629961499 

2 

I 1 log  - = — 1,9370038501 

ajoutant 

+ 6 

ajoutant  -+■  6 

on  obtient 

4,0629961 

on  obtient  4>°^a99^1 

Le  nombre  correspondant  à ce  logarithme  est  1 1 56 1,02;  donc 

o,oi  1 56 102  est  le  nombre  demande,  à 0,00000001  près. 

Extraction  des  racines.  — Il  suffit , pour  cette  opération  , de 
prendre  les  logarithmes  avec  sept  décimales. 

On  demande  la  racine  7e  de  1 162049. 


On  a ( n°2(0)  log  1 162049  = - log  1 162049. 

7 


log  1 i620  = 4>o65so6i 

Diff.  labitl. 

374 

log  11620, 49  — log  11 620=  iS3 

Diff.  de  nomb. 

o,49 

log  1 1620,49= 4 ,0652244 

1 

33  66 

Donc  log  1 162049  =6,o652244 

! 

1496 

- log  1 162049  = 0,8664606 
7 

: 

183,26 

ajoutant  4,  4>^6646o6 

4,8664587 

= log  73529. 

Différence 19 

Différence  tabulaire.  . . 59 

19  , 

^=0,32. 

1 59 

Donc  4,8664606  = log  73529,32. 

Ainsi,  7,35?.()32  est  la  racine  demandée  à 0,000001  près. 
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Soit  à évaluer 


EXPRESSIONS  AI.UI  LllIQL  tS  PAR  L0CAR1THMES. 


' >/ 1 3 

y — > ona  i 


' /-3  — — 

V 27  11 


( log  1 3 — loi 


34ï). 

27). 


I.  1 3 
coinp.  I.  27 

I.  I3: 

27 

I.  i*  : 

I I 27 
ajoutant 


on  trouve 


Par  compléments . 

1 ,1 t 3g4335 
8,50863624 

1 ,68257959  — ii-f-  10,68257959 

1,97114  36o ; 

5 

4,971  i436o  = log  9357 1 ,49- 


Donc  la  racine  demandée  est  o ,9357  1 4<)  à 0,000000 1 près. 
On  trouvera  pareillement 


1 , 1 54i  18;  (73):  = 1 1047390000000; 

(0,0457)”  = 0,000000000000000082984* • . 


Calcul  îles  expressions  algébriques  par  logarithmes. 

218.  Supposons  que  l’on  ait  trouvé,  pour  valeur  de  l'inconnue 


...  .,  • V«’  — 

d un  problème,  I expression  x — • 1 

\ («+  b).  \j  cil 

et  qu’en  donnant  à a,  b,c,  il,  des  valeurs  particulières,  on 
veuille  obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  moyen 
des  logarithmes,  on  peut  ramener  la  question  à ne  présenter 
que  des  additions,  soustractions  , et  des  multiplications,  divisions 
simples. 

On  a,  en  effet,  d’après  les  propriétés  des  nos  200  et  210  , 

3 

1.  x — I.  y^( a 3 — b1) . 3 a — 1.  \\a  4 -b),  \jcit. 
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CALCUL  DES  EXPRESSIONS  ALGEBRIQUES 


Mais  I-  — 4S).  3 a = ^ [ !•  {n  4-  b)  4-  1-  («  — 6)  4- 1.  3 -f-  ].«], 

et  I.  V(«  4-  b).  ^ ed  — - 4-  -f-  - 1.  c + - I,  rfj  ; 

donc 

1.  * = i [1.  («  4-  1>)  4-  I.  (fl  — b)  4- 1.  3 4-  I.  a] 

— - fl.  (a  4-  b)  -+-  - 1.  c 4-  - l.rf  , 

expression  qui  n’offrira  plus  à effectuer  que  des  additions,  des 
soustractions , et  quelques  divisions  très-simples , lorsque*?,  b,  c,  d, 
seront  donnés  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  *i  = 6o,  b=  i5,  c =z  16,  d = c); 
l’expression  devient 

x — — [ 1.  4"  '•  45  4-  1-  3 4- 1.  60  ] [l.75H — 1.  16  4-  — 1.  9I  i 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers 
crochets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres  , puis  prenant 
le  tiers  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on  trouvera 

1.  x = 1 ,92784875  — r ,47712125, 

ou  1.  x = o ,4507275  ; 

donc  x = 2,823108. 

. „ . 2 a'  — 3 nb 3 -4-  b 1 

Soit  encore  1 expression  x — — — — , — 

* a3  — Z à1  b b*  c 

On  peut  d’abord  , en  mettant  en  évidence  le  facteur  n3  au  nu- 
mérateur, et  le  facteur  n’ au  dénominateur,  présenter  l’expression 
sous  la  forme 
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. 4 b*c  3 b'  b 

Posons  maintenant  /«  = - , n — _ , p — — ; 

«’  a * «' 

„ • i • <i  f 2 o — a -4  />) 

1 expression  devient  .r  = _ — - , 

1 fl  — 3 £>  -4  /« 

on,  en  appliquant  les  logarithmes, 

1.  x — I.  fl  I.  (2  fl  — n 4-  p)  — I.  (fl  — 3 A 4 /»), 

expression  facile  à calculer  dès  que  l’on  aura  trouvé  les  valeurs 

. _ - 4/>îr  3/4  b' 

de  /«,  fl,  />.  Or  les  équations  /«  ■=;  — ■ — , a = - — -- , p =r  —, 

ilonnent 

I.  m = I.  4 4-  2I.  b 4-  1.  c — 2I.  a , 1,  n r=  I.  3 4-  31.  b — 2.1  a, 

\.  p — 4 1 . />  — 31.  fl. 

(I/arlifice  de  ces  transformations  consiste  à ramener  l’expression 
fractionnaire  à une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou 
du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d’autres  expressions 
qui  ne  présentent  à effectuer  que  des  multiplications,  divisions, 
formations  de  puissances.) 

On  trouvera  de  même 

a’— />’ 

l.  j-j — = 1 (a -4  Z>}4- 1.  (a  — 6)4-conip.l.o4-comp.l.rf — 20, 

a3—  o Zifl*  4-  bc : 

1.  ; — r=l  fl4-l.(«  — 2 h 4-  b)  4~  comp.  I . (fl  — /'4-/i') — 10, 

fl3 — 6174- 4 crf  ' ‘ ' 

h et  h'  étant  calculés  d’après  les  formules 

I .h  = 1 . />  4-  2 1 . c — 2 1. a , 

1.  A'  r=  1.  4 4-1.C4  l.rf  — l.fl. 

Equations  exponentielles. 

219.  Nous  avons  exposé  (n"  20'i)  une  méthode  pour  résoudre 
l’équation  a*  — h,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  loga- 
rithmes; mais  actuellement  que  les  tables  sont  construites,  rien 
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ne  nous  empêche  d’en  faire  usage  pour  résoudre  ces  sortes  d’équa- 
tions. 

Or,  si  l’on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équa- 
tion a1  — b,  il  vient  (n°  210)  jXI  d’où  x = r— • 

I.  a 


Reprenons,  par  exemple,  l’équation  3r  = i5,  qui , par  la  mé- 
thode du  n°  20fi,  a donné  x = 2,405,  à o,oot  près;  on 
déduit  de  cette  équation 


1. 1 5 i ,17609136 
ï.  3 0,47712125 


2 ,465. 


L’équation  ax  — b est  dite  une  équation  exponentielle  du  pre- 
mier ordre;  mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme  a'*  — c , 

n''c  — ; on  les  appelle  équations  exponentielles  du  deuxième, 

troisième,...  ordre. 

Pour  se  former  une  idée  de  l’expression  abXi  il  faut  concevoir 
que  b soit  d’abord  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué  par 
.r , et  que  a soit  ensuite  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué 
par  bx. 

De  même,  a,,c  indique  qu’après  avoir  élevé  e à la  puissance  du 
degré  marqué  par  x,  on  a ensuite  élevé  b à la  puissance  du  degré 
marqué  par  r*,  et  enfin  a,  à la  puissance  du  degré  marqué 
par  b’* . 

D’après  ces  notions,  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 


de  l’équation  = r;  il  vient  /■>' X I.  n = I.  e; 

d’où  b*  — — 1 ou,  en  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 


, , . 1.  c , , . 1.  l.c  — 1.  \.a 

xXl.  0 = I.  .■ — =1.  l.c — I.I.0;  donc  x = 

I.  a 1.  b 

[1  c étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 
rithme d’après  les  tables,  comme  on  détermine  le  logarithme  de 
tout  autre  nombre.] 

Soit  encore  à résoudre  l’équation  a1’’  d. 
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Prenant  les  logarithmes , 

IA  I ■ d 

d ou  bc  — - — 

I.  a 


on  a b'c  X log  o = log  d ; • 
Prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 


l.l.rf  — 1.1. a 

c*  = j-^ i et  opérant  sur  cette  équation  comme  sur 

les  précédentes, 

x X l.c  = 1.  - = 1.  (1. 1.  d — 1.  l.rt)  — 1.1.  b. 


Donc 


l.(l.l.</— I.  I. a)  — 1,1.6 

1.  c 


On  résoudrait  par  un  procédé  semblable  les  équations  exponen- 
tielles d'un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes , considérées 
algébriquement  ; mais,  dans  les  applications,  il  est  aisé  de  voir 
qu’elles  donneraient  des  valeurs  peu  approchées,  et  l’on  ne  pour- 
rait même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d’approximation. 

220.  Remarque.  — Dans  le  calcul  des  expressions  algébriques , 
on  est  quelquefois  conduit  à prendre  le  logarithme  d’un  nombre 
négatif.  Mais  alors  il  y a plusieurs  cas  à distinguer. 

Supposons  d’abord  qu'on  demande,  par  logarithmes,  la  valeur x 
du  produit  abc,  pour  des  valeurs  particulières  d e a , b , r.  Il  fau- 
dra , pour  cela  , faire  usage  de  la  formule 

log  abc  = log  a -+-  log  b -+-  log  c. 

Or,  soient  a = 2 , b = — 3 , c = 5;  en  opérant  comme  si 
3 était  affecté  du  signe  -+-  , on  trouvera 

log  abc  = log  3o. 

Mais  comme  il  y a un  facteur  négatif  dans  abc,  il  s'ensuit  que 
le  produit  cherché  est  — 3o. 

Soient  encore  a — ?.,  bzzz  — 3,  c=  — 5;  on  aura  tou- 
jours , d’après  la  même  règle  , 

log  abc  — log3o. 

A/g.  B.,  to1,  éd.  a3 
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Mais  puisqu’il  y a deux  facteurs  négatifs  dans  abc,  (I  en  résulte 
que  le  produit  cherché  est  -4-  3o. 

(En  général , un  produit  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 
nombre  de  ses  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair.  ) 

Soit  encore  à résoudre,  par  logarithmes,  l’équation 

* = (-»)*; 

5 

il  vient  log  x — ^ log  (—  8). 

En  opérant  comme  si  8 était  affecté  du  signe  4-  , on  trouverait 
log  x — log  02  ; 

5 

mais  une  puissance  dont  l’exposant  est  - équivaut  à la  racine  3""' 

delà  5'"*  puissance,  et  doit  avoir  le  même  signe  que  le  nombre 
sur  lequel  on  effectue  ces  opérations.  On  a donc 

x — — 3?.. 


Soit,  pour  nouvel  exemple,  lVquation 

_ log  (—  3) 


(f  — — 3 ; d’où  x 


log  9 


Comme  log  9 = log  ( — 3)’  = 2 log  ( — 3) , il  en  résulte 

log  ( — 3)  1 . . 

x — - , 'T  = - , solution  exacte. 

2 log  ( — 3)  2 

Mais  si  l’on  avait  «à  résoudre  l’équation  ( — 9)T  — 3,  comme 

I 

de  ( — 9)’  = 3 on  tire  — 9=3%  on  doit  en  conclure  que  l’é- 
quation proposée  est  absurde. 

On  obtiendra,  d’après  les  mêmes  principes,  la  solution  des 
équations  suivantes  : 


x~(—S)\ 

■f  = 4, 

* = (-  4)  S 


.r  = 4; 
x = ± 8 ; 
équation  impossible. 
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Proportions  et  progressions  par  quotient. 

221.  Soit  d’abord  la  proportion  a \ b \\  c \ x\  on  en  déduit 

.r  =r  — > d'où , en  appliquant  les  logarithmes, 
a 

1.  x =:  I.  b -t-  I.  f — l.n,  OU  Irt.lô;  Ic.lx; 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre  nombres  forment  une  proportion , leurs 
logarithmes  forment  une  équidifférencc. 

Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

H a ; b : e ; d ; c f : g ‘ h : . 

Il  résulte  de  la  définition  (n"  191)  qu’on  peut  l’écrire  ainsi  : 

a b -c  d c f 

b c d e f g ’ 

* 

d’où , prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre, 


ou 

l.a  — 1.  4 = 1.  b — l.e  = l.c  — l.rf  = l.rf—  !.c=l.<>  — 1./..., 

on  bien  , enfin , rlfl-lé.lc.lr/.le.... 

Donc,  si  des  nombres  a,  b,  c,  . . sont  en  progression  par  quo- 
tient, leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence.  La  réci- 
proque est  évidente. 

Cette  proposition  rapproche  la  définition  algébrique  des  loga- 
rithmes (n°  207)  de  la  définition  que  l’on  en  donne  en  Arithmé  • 
tique,  savoir,  que  Les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progres- 
sion par  différence , correspondant  terme  pour  terme  h des  nombres 
en  progression  par  quotient. 

N.  B.  — PÿJus  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement 
dans  notre  Traité  tl’ Arithmétique  (n°  277). 

C’est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux 

23. 
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progressions  par  quotient  que  l’emploi  des  logarithmes  est  utile. 

i".  Si  nous  appelons  u le  dernier  ternie  d’une  progression  par 
quotient,  nous  aurons  (n°  192) 

u = aq"  ',  d'où  l,ii  = l.n  + (n  — i)  1.  q. 


Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  20*  terme  de  la  pro 
3 q 2.7  81 

gression 

La  formule  devient 

l.ii  = l,  1 + tq (1.  3 — 1.  2)=  19(1.  3 — 1.  2),  [car  I.  1 = o], 


et  l’on  obtient,  tout  calcul  fait. 


I.  « = 3,345733g  = 1.  2216, 84; 
u — 2216,84  à o,ot  près. 


2°.  Si  l’on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b ifn 
nombre  m de  moyens  proportionnels,  on  a,  pour  déterminer  la 
raison  (n°  198),  la  formule 


d’où 


\.b  — \.n 

1 q — 

m 4-  1 


„ . , _ _ . , 1.  i5  — 1.2 

Soient  a — 2,  b — i5,  m =r  5o;  il  vient  I.  <7  = — — ^ ; 

et  l’on  obtient,  tout  calcul  fait, 

\.q  =0,0171581  = 1.  1 ,040299; 
donc  q — i ,040299. 

Veut-on  calculer  directement  le  20e  moyen  proportionnel , qui 
est  le  21'  terme  de  la  progression?  On  a 


.r  = 2 


i5\OT  ,,  . , , 20(1. 1 5 — 1.2) 

— I ; d ou  log  x = I.  2 H 


5i 


ou,  tout  calcul  fait,  1.x  = o,644,9I3  = 1.4>4°74%b 
Ainsi,  le  20r  moyen  proportionnel  est  4 ,4°74%- 
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3".  Ou  a trouvé  (n°  133),  pour  l’expression^de  la  somme  des 
termes , 


S = 


lq  — a a (7*  — i ) 

7 — 1 7 1 ’ 


d’où 


I.  S=r  1.  a 4- 1.(7'* — i)  — 1.  («y  — i). 


On  voit,  d’après  celte  formule,  qu'il  faut  commencer  par  calculer 
l’expression  q" , en  posant  I .q"  — « 1 . 7 ; après  quoi  l’on  obtient 
aisément  qn  — 1 , et,  par  suite,  I.  ( </n  — 1).  Nous  aurons  bientôt 
occasion  d’appliquer  cette  formule. 

4°.  Connaissant  a,  7 et  u,  dans  la  formule  11  = nq',~ ',  on  peut 
demander  la  valeur  de  n.  Or  on  a 


\.u  — \.a-}-(n — 1)1.7;  d’où 


Soit  à trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont 
le  premier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  61 44-  On 
obtient 


n = 1 -4- 


■44 

I.  2 

33 1 1 3?.r)i)5 


I -f- 


3 ,3i  1 32i)<)5 

O , 30  I 02Ç)l)Ç) 


1 4-  1 1 = 12. 


( Le  quotient  est  wml  à 1 1 : niais  011 

^olo2999  30102991) 

néglige  la  fraction , comme  provenant  de  l’emploi  des  logarithmes.) 


Questions  relatives  à l’intérêt  composé. 

222.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  loga- 
rithmes est  celle  qu’on  en  fait  aux  questions  sur  l’intérêt  de 
l’argent. 

Première  question  générale.  — Une  somme  quelconque  étant 
placée  pendant  un  certain  temps  à un  taux  d'intérêt  déterminé,  et 
en  intérêt  composé,  c'est-à-dire  dans  la  supposition  que  l’intérêt 
île  chaque  année  s’accumule  avec  le  capital  de  l'année  précédente, 
on  demande  ce  que  doit  devenir  cette  somme  au  bout  du  temps 
donné. 

Désignons  par  a la  somme  placée,  par  n le  nombre  d’années,  et 
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par  r l’intérêt  que  rapporte  i fr.  par  an  ce  n’est  autre  chose  que 
le  100e  du  taux  de  l’intérêt  de  100  fr.). 

Puisque  1 fr.  rapporte  r au  bout  d'un  an,  une  somme  a rap- 
portera ar;  ainsi,  à la  lin  de  la  première. année,  le  capital  a sera 
devenu  a -+-  ar,  ou  a (1  -+-  r). 

Soit  a(i  -+-  r)  = a'-,  ce  nouveau  capital  deviendra,  au  bout  de 
la  deuxième  année,  a'(  1 -4 - r);  donc  le  capital  primitif,  ou  a , 
sera  devenu  lui-même  n'(i  -4-  r),  ou  «(1  -t-  /•)’. 

On  obtiendrait  de  même , au  bout  de  la  troisième  année , 
«(1  -t-  r)3,  et,  en  général,  au  bout  de  la  année,  a(  1-4-  r)“. 
Donc,  en  exprimant  par  A cette  dernière  valeur,  on  a l’équation 

A = a(i  -4-  r)",  d’où  I.  A = l.«+nXf(i  -4-  r). 

Application.  — On  demande  ce  qu’une  somme  de  3oooo  fr., 
placée  en  intérêt  composé,  à raison  de  5 pour  100,  doit  rapporter 
au  bout  de  3o  ans.  > 

il  suffit  de  faire,  dans  la  formule  précédente, 

5 

a — 3oooo,  » —■  3o , / = =.0 , o5  ; 

* 100 

ce  qui  donne 

I.  A = I.  3wooo  -4-  3o  I (t  ,o5). 

1.  io5  = 0,021 189299; 

3o  I.  1 ,o5  = o ,63567897 
I.  3oooo  = 4 , 4-7 7 1 2 1 

I . A = 5 , 1 1 280022  =l.i  29658 , 27 . 

Donc  A = 129658', 27. 

La  formule  A = a(i  -t-  r)'1,  renfermant  quatre  quantités,  donne 
implicitement  la  solution  de  ij notre  problèmes  différents: 

t".  Déterminer  A,  connaissant  a,  r et  n : c’est  la  question 
qu’on  vient  de  résoudre. 

2°.  Déterminer  la  somme  r/u'il  faudrait  placer  actuellement 
pour  retirer,  au  bout  de  n années , une  somme  A , en  supposant  le 
capital  placé  à intérêt  composé , à raisonne  r pour  1 fr. 
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1.  a = 1.  A — «l.(i  H-  t-); 


1 1 cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  règle  il’ escompte  compost' , 
car  elle  revient  à trouver  la  valeur  actuelle  d’une  somme  A payable 
tlans  n années,  en  ayant  égard  à l’intérêt  de  la  somme  et  aux  inté- 
rêts tles  intérêts. 

3°.  Déterminer  le  taux  d'intérêt  auquel  on  doit  placer  une 
somme  a , pour  retirer,  au  bout  de  n années,  un  intérêt  composé, 
une  autre  somme  A . 


La  formule  serait  1 -H  r 


»/  A 

= V„’ 


!•(> 


• r)  ■ 


I.A  — \.a 


Connaissant  1 -4-  r,  on  en  déduirait  facilement  r , et,  par  suite,  !r 
taux  d’intérêt  pour  100  fr. 

4".  Enfin  , déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  somme  a 
doit  être  placée  en  intérêt  composé , à raison  tic  r pour  1 fr.,  pour 
rapporter  une  somme  A . 

T , , .I.A  — 1.  « 

La  formule  serait  n = 

'•(«+»■) 


Si  l’on  voulait  que  A fut  double,  triple,  quadruple,.  . de  a , 
la  formule  se  simplifierait. 

Soit,  en  effet,  A = ma  ; la  formule  A = <1(1  4 /■)"  se  réduit  à 

I . m 

ma  = a i 4-  r}",  <1  ou  n — — ; 

l.(i  4-  r) 


c’est-à-dire  que  la  valeur  de  n est  indépendante  du  capital  placé 
primitivement. 


Seconde  question  générale.  — Déterminer  quelle  somme  il 
faudrait  placer  actuellement  pour  recevoir,  à la  fin  de  chaque 
année  , une  somme  déterminée  b , de  manière  à être  entièrement 
remboursé  du  capital,  tics  intérêts  du  capital , et  des  intérêts  tics 
intérêts,  après  un  nombre  n d’années , l'intérêt  étant  r pour  1 fr. 
par  an. 
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Soit  a la  somme  cherchée;  ce  capital  deviendrait,  au  bout  de  n 

années,  a[ i 4-  r)". 


11  faudrait  donc  qu’en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées 
chaque  année  deviennent  au  bout  de  la  «*'•**,  la  somme  des  résul- 
tats fût  égale  à a ( i -f -/•)". 

Or  b donné  à la  fin  de  la  première  année , ou  au  commencement 
de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  /»'**',  b (i  4-  r)'1-1. 

De  même,  b donné  à la  fin  de  la  seconde,  ou  au  commence- 
ment de  la  troisième,  devient,  au  bout  de  la  i(i  + r)”-’. 

On  trouverait  de  même  b[i  -+-  r'f~3,  b (i  4-  r)"-',.. .,  b (i-f-r),  b, 
pour  les  valeurs  des  autres  sommes  b,  au  bout  de  la  n"""  année. 

On  a donc  l’équation n ( i 4-  r)n  = 

b(  i 4-  r)”-'  4-  b{i  -+-  r)n---\-  b(  i 4-  r)"-3  b (i  +/■)-)-  b ; 

mais  le  second  membre  de  cette  équation,  considéré  dans  un  ordre 
inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d’une  progression 
par  quotient,  dont  le  premier  ternie  est  b,  la  raison  i -4-  r,  et  le 
nombre  des  termes  n. 

Ainsi,  cette  somme  a pour  expression  (n°  183}, 

/>(i-t-rj" — b Mfl-f-r)* — l] 

— 5 , ou  — - ; 

i + r — i r 


donc,  enfin,  on  a l’équation 


n ( i -I-  r)n  : 


d’où 


*[(,  + ,] 

r(i  r)n  ' 


ou,  appliquant  les  logarithmes, 


I.  a =z  1.  b 4-  l.[{  i 4-  r)"  — i]  — 1.  r — n 1.  (i  4-  r). 

Cette  nouvelle  formule,  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  r,  n , 
donne  aussi  lieu  à quatre  problèmes  différents. 
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Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aux 
précédentes  : 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doit  placer  une  somme 
a,  en  intérêt  composé,  à 5 et  à 10  pour  100,  pour  doubler  cette 
somme. 

( Rép . A 5 p.  I,  i4""  a"1"';  à IO  p.  i,  7”"*  3*“".) 

On  demande  la  somme  que  l'on  doit  placer  à présent  pour  reti- 
rer pendant  12  ans , et  à la  fin  de  chaque  année,  une  somme  de 
i5oo  fr.,  de  manière  à être  remboursé  entièrement  du  capital  et 
des  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années,  l'intérêt  étant  ni  5o c p.  | 

{Rép.  i i6o2f,gi .) 

Un  particulier  a acheté  une  propriété  de  iooooo  fr.;  et  cette 
somme  doit  être  acquittée  en  1 5 payements  égaux,  eu  égard  aux 
intérêts  des  intérêts ; le  taux  pour  chaque  intervalle  de  payement 
est  de  5 p.  j — On  demande  de  déterminer  ta  quotité  de  chaque 
payement. 

[Rép.  g634f,22.) 

Un  nombre  donné  d’hommes  a , augmente  tous  les  ans  de  la  cen- 
tième partie  de  ce  qu’il  était  l’année  précédente ; combien  faut-il 
d’années  pour  que  ce  nombre  devienne  to  fois  plus  grand. 

( Rép.  23 laru  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d’un  baril  de  i oo  litres  de  vin  un  litn 
qu’on  remplace  par  un  litre  d’eau  y déterminer,  1°  combien  devin 
il  restera  dans  le  baril  lorsqu'on  aura  remplacé  le  5o,É  litre  ; 2°  dans 
combien  de  jours  le  baril  sera  réduit  à la  moitié , au  tiers,  ou  au 
quart . 

j Réponse  à la  première  partie  de  la  question  : 6o u,r,‘  \ 

l Réponse  à la  seconde  partie  : 6g^0"r>  pour  la  moitié , logé"""  J 
\ pour  le  tieis,  et  i38-tmlr*  pour  le  quart.  / 
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§ IV.  - 5 cries  logarithmiques  et  exponentielles . 

La  méthode  exposée  n°  203,  pour  résoudre  l'equation  a*  — b, 
suffisait  pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  de 
logarithmes;  mais  cette  méthode  est  trés-laborieuse , et  même  im- 
praticable, lorsqu’on  veut  déterminer  la  valeur  de  .r  avec  un  grand 
degré  d’approximation.  Les  analystes  ont  découvert  des  méthodes 
beaucoup  plus  expéditives,  soit  pour  construire  de  nouvelles 
tables,  soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà:  ces  méthodes 
consistent  dans  le  développement  des  logarithmes  en  série. 

223.  Soit  y un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme  déve- 
loppé en  série;  et  appliquons  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés (n05  179  et  181). 

Il  est  d’abord  visible  que  l’on  ne  peut  supposer 

1.  J = A -t-  Br  + Cr1  -1-  D.r3  H-  etc.; 

car  si  l’on  fait  y = o , le  premier  membre  se  réduit  (n”  213)  à 
l’infini  négatif  ou  à l’infini  positif  suivant  que  la  hase  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  i ; tandis  que  le  second  membre  se 
réduit  à A,  qui  devrait  alors  être  de  même  nature.' 

On  ne  peut  supposer  \.y  = A y -t-  Bj1  -1-  . . . , 

puisque  y — o donne  1.  o ou  — oo  = o; 

mais  si  l’on  met  y sous  la  forme  i -t-  x,  et  qu’on  pose 

1.  (i  -f-  x)  = Ax  -I-  Bi’  -+-  Cx-'  -H  D r1  . . . , (l) 

l'hypothèse  x = o ne  présente  plus  aucun  caractère  d'absurdité- 
Ainsi,  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Tâchons  de  déterminer  les  coefficients  A , B , C, . . . . 

Pour  cela,  imitons  le  procède  suivi  nn  102,  et  remplaçons  x 
par  a;  il  vient 

|,^i  s)  rrr  A z -4-  B z!  -4-  L Z"  -4-  O a’  "t  - . . . . {^) 
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Retranchant  l'cquation  (i)  de  l’équation  (i),  on  obtient 
I.  (i+r)  — I.  (i  -Mi  — \{x—  z)  4- B(jej — s1}  4-  C(jrJ — z1)  H-....  (3) 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  x — z,  et 
donne  pour  quotient 

A 4-  B (x  -t-  z)  4-  C (x1  4-  z.c  -+-  z3  ) -t-  . . . ; 


voyons  donc  si , par  quelque  artifice , on  ne  pourrait  pas  mettre  ce 
facteur  en  évidence  dans  le  premier. 

Or,  on  a I.  (i  + .ri  — 1 . i ■ -+-  z = I • — — — = I . ( i -t-  — \ : 

i H-  z \ i 4-z/ 

mais — — jKiuvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  u , on 

|>eut  développer  l.  i + tr  ou  I.  | tH J comme  on  a dé- 

veloppé l.(i  4-  .r);  ce  qui  donne 


M 


t -I-  ■ 


i-t-z  1 


H-  z 


.JC — z\ 5 ^ (x 

K I H-C  - 

\ i -t- 1 J \ I 


*— y 
+*/ 


Substituons  ce  développement  à la  place  de  I.  (i  4-  x)  — I.  (i  -t-  z) 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  et  divisons  les  deux 
membres  par  x — z;  il  vient 


A. 


i 4-  z 


X — Z , [X  — z'’ 

15  (l+jj’  + l"|l+  z)-’ 


= A + B (.r  4-  z)  4-  C (x3  -+-  xz  -+•  z3)  . 

Puisque  cette  équation  doit,  ainsique  les  précédentes,  se  véri- 
fier, quels  que  soient  x et  z,  posons  x — z;  il  en  résulte 

= A 4-  a B .r  4-  3 Cx1  -t-  4 D-r3  4-  5 K.r  ’ -t- . . . ; 

! 4-  .r 


on,  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membre, 

A (i  — 1+  x1 — x'1  4-x' — ...)=  A 4-  2 Bx4-  3 C r3  4-  4 D.r’4-  .. 
On  a donc  , d'après  le  principe  du  n"  IBB,  les  égalités 
A— A,  — A — a II . A = 3C,  — A = \ O . A — 5 K , , 
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d’où 


I.a  loi  de  la  série  est  évidente  : le  coefficient  du  niime  terme  est 
égal  à qr-j  suivant  que  n est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 
enlin,  pour  le  développement  de  1.  (i  -4-  x), 


. , . A A . A A 

1.  (i  -t-  x)  = - X x’  -t-  - X3  — 7 x'  -f. . . . 

I 2 3 4 

(X  X5  X3  X 1 xs  x5  Y 

+ 5“  6+"\J- 

224.  2V.  B.  — I’ar  la  méthode  précédente,  les  coefficients 
B,  C,  D,  E, . . . ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A ; mais 
ce  dernier  coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or  cela 
doit  être  d’après  la  nature  de  l’expression  que  l’on  s’est  proposé 
de  développer;  car,  puisqu’on  peut  former  une  infinité  de  systèmes 
de  logarithmes,  il  faut  qu’il  existe  dans  le  développement  général 
de  !.(i  -4- x)  une  quantité  tout  à fait  arbitraire,  qui  serve  à dis- 
tinguer les  systèmes  les  uns  des  autres.  D'ailleurs,  on  a vu  (n1’  212) 
que  les  logarithmes  d’un  même  nombre,  pris  dans  deux  systèmes, 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur,  constant  pour  tous  les  nombres  ; 
ainsi  la  quantité  indéterminée  doit  être  un  facteur  commun  à toute 
la  série;  et  c’est  pour  cette  raison  que  l’on  a trouvé 


1.  (i  -+-  x)  = A 


(t 


Le  nombre  A est  (n°  212)  le  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l’on  veut  considérer. 


22Jî.  L’hypothèse  la  plus  simple  qu’on  puisse  faire  consiste  à 
supposer  A = t ; et  l’on  a,  en  désignant  par  l'(i  -4-  x)  ce  système 
particulier  de  logarithmes. 


l'(.  -+-  x)  = ' 


(5) 


Si  l’on  donne  ù x toutes  les  valeurs  possibles,  on  formera  suc- 
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cessivement  tous  les  logarithmes  de  ce  système,  lequel  a reçu  le 
nom  de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Néper, 
qu’on  regarde  comme  l’inventeur  des  logarithmes).  Occupons-nous 
de  la  formation  de  ce  système,  puisqu’il  sera  facile  d’en  déduire 
ensuite  tous  les  autres,  soit  en  donnant  à A différentes  valeurs, 
soit  en  faisant  usage  de  la  formule  du  n"  212. 

Faisons,  dans  la  série  (5),  x = o;  il  vient  1'  i = o. 


Soit  encore  x—  i ; il  en  résulte  l'a  = i — - -4-  4 — 7 -4-7  — ..., 

2 3 4 5 

série  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  l’on  prit  un  très- 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
sante ; il  faudrait,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  pour 
avoir  la  valeur  de  l'a  à 0,01  près  (n"  17C).  En  général,  la  série 
ne  saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  puisqu'on 
obtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  2,  une  série  dont  les 
termes  iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  ont  effec- 
tuées pour  conduire  à des  séries  propres  à donner  les  logarithmes 
des  nombres  entiers,  qui  sont  les  seuls  qu’on  doive  placer  dans 
les  tables  : 


Première  transformation. 
on  obtient,  en  observant 

\'[y+l)-Vy  = l 
En  faisant  successivement 


— Soit  fait,  dans  la  série  (5),  x = 
que  l'  ( I -f-  = Y (y  -+-  1 ) — 

I I I 

2 y-'  3 y 4 y 

y = 2 , 3 , 4 , 5 , . . . , on  trouve 


"y5 
y y, 

(6) 


r 3 


v 2 = - 

2 


I 


I 

64 


1 ^ 13  ~ 3 18 + 81  3?*4 


r 5 — r 4 = 7 — 


4 32  IÇ)2  1024 
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La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3 au  moyen  du 
logarithme  de  la  seconde , le  logarithme  de  4 en  fonction  du 
logarithme  de  3, . . . , et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d’approximation 
pourra  toujours  être  apprécié  (n°  176),  puisque  les  séries  sont 
composées  de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  qui  dinrii 
nuent  de  plus  en  plus. 

Seconde  transformation . — On  parvient  a des  séries  beaucoup 
plus  commodes,  par  le  moyen  suivant  : 

Substituons,  dans  la  série 

. X.  X 1 X1  X ’ 

1 1+1= + TT 7 (-•••, 

v ' i a 3 4 

— x la  place  de  x ; il  vient 

X X-  x'  x' 

' t 3.  3 4 " ’ 

d’où,  en  retranchant  ces  deux  séries  l’une  de  l’autre,  et  en  obser- 


vant que  l'(l 


l'fi  — .r) 


„ i +-x 


,,  I -+-  x ix  X’  xs  x’  x5  \ 

r = 2--t-T-t-7rH 1 h..- 

i — x \ i 3 5 7 9 / 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapide- 
ment, il  faut  que  x soit  une  fraction  très-petite;  et,  dans  ce  cas, 

1-  est  plus  grand  que  l’unité,  mais  en  diffère  fort  peu. 

î — x 

, l -4-  x I , ...... 

Posons  donc = i H — (i  étant  au  moins  égal  a il;  tl 

i — x Z ' 

vient  (i  -+-  x)z  = (i  — x)  (2  -+-  1); 


d’où,  en  réduisant,  x = 


52+1 


Donc  la  série  précédente  devient  1'  ^1  -4-  - \ 


!'(*-+-  «) 


, 1 11 

Z 1 _2ï+i+3(a8Ti)’  5 (3. z -+- 1 / 
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Celle  série  donne  également  l.i  différence  entre  deux  logarithmes 
consécutifs;  niais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  série  (6}. 


Soit  fait 

successivement  z — i.  a,  3, 

.,  , « i .1 

/ r- 

4»  r> 

1 

, . . . ; on 

-4-  \ 

' 3 3.3  5.3’ 

~3 

l'3  - 

l 2 = 2 1 

U+  3 5 + 5.5' ^ 

1 

7.5’ 

i'  4 — 

l'3  — 

/ 1 + + J_.  , 

1 

H-  \, 

\ 7 3.7’  ' 5.7’  4 

7-7' 

Soit  z = 100;  il  en  résulte 


I'  101  = I'  100  -!-  a 


i i i 

9.0  1 3 ( OO  1 )3  5 (90  I )’ 


série  dans  laquelle  le  logarithme  de  ioo  étant  connu,  le  pre- 
mier terme  suffît  pour  donner  celui  de  toi  avec  sept  chiffres 
décimaux  (*). 

II  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives  qui  servent  à 
exprimer  des  logarithmes  en  fonction  d’autres  déjà  connus;  mais 
ce  qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité  avec 
laquelle  on  pourrait  construire  des  tables. 

220.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés,  il  est  facile  de 
former  uu  tout  autre  système. 

Par  exemple,  pour  former  le  système  ordinaire,  il  faut(nt’  212 

multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module  -r—  • Ce 

nombre  a été  calculé  avec  tout  le  degré  d’approximation  que  l’on 
peut  désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est  0,4342944819-  • 
c’est  le  module  propre  à passer  du  système  népérien  nu  système 
dont  ht  base  est  io.  . 

Ce  module  exprime  d’ailleurs  le  logarithme  otdinnire  de  ht 


î 


(*■)  Vo.)f  ; ia  première  noie  placée  à la  lin  tic  ce  chapitre. 


Digitized  by  Google 


DEVELOPPEMENT 


368 

base  du  système  népérien:  car,  en  appelant  c cette  base,  on  a 
l’équation  er'°  = 10;  d’où,  prenant  les  logarithmes  dans  le  sys- 
tème ordinaire , 

1'  10  X 1.  c = I.  îo  = I ; donc  1.  e = p-^—  = 0,43429.  . . . 

Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui 
précède,  on  peut  s’en  servir  pour  déterminer  le  nombre  auquel 
correspond  le  logarithme  ci-dessus;  et  l’on  trouve 

o ,4342944®' 9* . •=  I-  e = I.  a, 7 183.818284.  • ■ . 

Ainsi  r = 2 ,7 182818284 ... . 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à ce  même  résultat  par  une  autre 
voie. 

227.  Développement  en  série  de  l’exponentielle  n1.  — La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes 
[liaison  qui  consiste  en  ce  que,  n représentant  la  base  d’un  système 
de  logarithmes,  x est  (n°  200)  le  logarithme  de  l’expression  ax], 
nous  conduit  à chercher  s’il  ne  serait  pas  possible  de  développer 
a*  suivant  les  puissances  de  x;  ce  qui  donnerait  alors  le  déve- 
loppement d’un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme,  question 
inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé;  et  soit 

a’  = 1 4-  Ax  4-  Bx3  4-  Cx3  + Di,+...;  (1) 

si  l’on  fait  x = o,  l’équation  se  réduit  à an  — 1 y.  résultat 
exact.  Ainsi,  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,B,C,D,...,  remplaçons  x par  z;  il 
vient 

a’  — i A z 4-  B z1  4-  C z’  -+-  D z‘ . . . ; (2.) 

retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  a 

<ix — a*  — A(x — z)-t-B(x3 — z3)  4-  C (x1 — z3)4-D(x*  — z‘)  4-. ..,  (3) 

«■quation  dont  le  second  membre  est  divisible  par  x — z.  Ainsi, 
il  faut  tâcher  de  mettre  ce  facteur  en  évidence  dans  le  premier.  Or 
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on  peut  mettre  a1 — a‘  sous  la  forme  a' (a1-1 — i);  et  si  l’on 
remplace,  dans  la  série  (i),  x par  x — z,  il  vient 


a'-(az~‘  — i)  =:  a'[  A(x  — z)  -t-  B (x  — z)2  -t-  C(x  — z)3-)-. . 

Substituant  donc  dans  l’équation  (3),  à la  place  de  a1  — a‘,  la 
valeur  qu’on  vient  d’obtenir,  et  divisant  les  deux  membres  par 
x — z , on  trouve 

o* [A-+-  B(x  — z)  +C(z  — z )’  -H  • • •] 

= A + B[z  + *)  + C (x1  + zi  4-  z’)  + • . ■ • 


Faisons  maintenant  x — z dans  cette  dernière  équation  ; elle  se 
réduit  à a'.A  = A + 2Bi+3Ci’ + 4Di!4-5Ei'  + ..., 
ou,  remplaçant  ar  par  son  développement  (i),  • 

A -H  A’x-H  ABx’  -H  ACx’-h.  • . = A -H  2 Bx-H  3 Cx’  -H  4 Dx5.... 

Égalant  séparément  les  coefficients  des  mêmes  puissances,  on 
obtient  les  équations 

A = A,  A’=iR,  AB=3C,  AC  = 4 D,  • ■ • > 


d’où  l’on  déduit 


A 

2~3T4 


»•••• 


La  loi  du  développement  est  manifeste:  le  terme  qui,  dans  la 
. A" 

série  (1),  en  a « avant  lui,  a pour  expression  — , 

1 . 2 . 3 . 4 . • . « 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B,  C,  D, . . . sont  exprimés  en 
fonction  du  coefficient  A qui  reste  encore  indéterminé , c’est-à-dire 
que  la  méthode  qui  vient  d’être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le  faire 
obtenir;  mais  il  n’en  a pas  moins  une  valeur  unique  qu’on  trouve 
par  l’artifice  suivant: 

On  peut  mettre  a * sous  la  forme  ( 1 -H  fl  — 1 )*,  ou  ( 1 -H  b)*, 
en  posant,  pour  abréger,  a — 1 = b.  Or  si  l’on  développe  (i  + i)* 
d’après  la  formule  du  binôme,  on  a 


(1  -H  by  . 


t H-  - A 

I 


X X • 

I 


• b* 


mais  en  ne  tenant  compte,  dans  ce  développement,  que  de  la 
Alg.  /?.,  10e  èd.  24 


\ 
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partie  affectée  do  .r,  il  est  aise  de  reconnaître  que  cette  partie  a 
pour  expression , 

/ b lé  6’  b 1 b*  \ 

\T~7+  3 ~4  ^ 5 “ ' J*' 

d’ailleurs,  le  coefficient  de  x,  dans  la  série  (1),  est  égal  à A.  On  :> 
donc 

b b 3 b1  b ‘ b s 

r 2 + 3 

ou  bien,  en  remplaçant  b par  sa  valeur  a — 1, 

O3  — ')' 


(«  — » )3  , (« 

I 2 ' 3 4 

On  représente  ordinairement  par  / l’expression 


■+- . . 


hx  XJxs  X1  a;' 

a — t H 1 t 5 

1 1.2  1.2.3 


ainsi , substituant  k à la  place  de  A , dans  les  valeurs  trouvées  pour 
B , C , D , . . . , et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série  ( 1 ),  on  obtient 
enfin 

k'x'  • ,/1 

TT2T3T4  + (4) 

Tel  est  le  développement  de  l’exponentielle  a 1 en  série. 

220.  Conséquences.  — Si , dans  cette  série , on  suppose  r=  1 , 
elle  devient 

k X1  X3  X< 

n — 1 H 1 — H 5 H 5 — y -1- ...  ; 

1 1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 

d’où  l’on  voit  que  a est  exprimé  en  fonction  de  X,  de  même  que 

la  relation  X ==  — — — — — h.  • ■ donnait  X en  fonction 

1 2 

de  a. 

Cela  posé,  cherchons  la  valeur  particulière  de  a qui  corres- 
pond à X = 1 , et  désignons  par  c cette  valeur  particulière  ; nous 
trouvons 

1 1 


1 1 

C I ~\ 1 f ..  T"  -“J 

I 1.2  f.2.3  t . 2 . 3 . 4 
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série  décroissante  (*)  dont  les  1 1 premiers  termes  donnent  pour 
somme 

2,7182818,  à 0,0000001  près. 

La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n‘‘  2215, 
pour  la  valeur  de  e,  base  du  système  népérien , semble  indiquer 
que  c et  e sont  identiques.  Or  c’est  ce  qu’on  peut  démontrer  immé- 
diatement. 

En  effet,  soit  posé  dans  la  formule  (4),  kx  — i,  d’où  x ==.  i : 
elle  devient 


i 


■ 


i 1 i 

I . 2 "T"  1.2.3+  1.2. 3. 4 


ce  qui  donne  nécessairement  ak  = c. 

Prenant  les  logarithmes  des  «leux  membres  de  cette  dernière 
égalité  dans  le  système  qui  aurait  pour  base  c , on  trouve 


* 


d’où  1 a = k , 


ou , mettant  à la  place  de  k sa  valeur  ( n°  227  ) , 


(a  — 

1 y («  — *)4  , . 

3 

4 +•• 

i x , 

, d’où  a — 1 = x 

3 x* 

x‘ 

r + 3 

~ 4 + 

ou  bien  encore,  posant  a — i 


Or  cette  formule  est  précisément  celle  qu’on  a obtenue  (n°  223) 
pour  le  développement  du  logarithme  népérien  de  i -+-  x. 

Donc  les  nombres  c et  e sont  identiques. 

229.  La  formule  (4)  du  n°  227  peut  prendre  différentes  formes 
«ju’il  est  bon  de  faire  connaître  ici. 


( * ) Voyez  la  première  note  placée  à la  lin  «le  ce  chapitre. 


24. 
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Considérons  île  nouveau  la  relation  a k = e,  on  plutôt , ak  = <■ 
(puisque  l’on  a e = c),  et  prenons  les  logarithmes  des  deux 
membres  dans  un  système  quelconque;  il  vient 

4- 1 « = le,  d’où  k = r~* 
k le 

Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 

x 1 a x ’ /1<*Y  , * x*  (\ fl\J 

ar  — 1 -1 : — H * ( i — ) H — 5 • 1 rr  ) +•  • • • 

1 le  i.2  \ I <?  / 1.2.3  c / 

C’est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  déve- 
loppement de  a’,  les  logarithmes  étant  pris  dans  un  système  tout 
à fait  arbitraire. 

Cas  particulier.  — i°.  Le  nombre  a peut  être  pris  pour  base 
du  système  de  logarithmes.  Comme  on  a , dans  ce  cas , 1 a = 1 , 


et  k ■ = î^-5  la  formule  devient 
1 e 


Tel  est  le  développement  d’un  nombre  quelconque  en  fonction 
de  son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

20.  Soit  le  nombre  constant  c pris  à son  tour  pour  base  du  sys- 
tème. Comme  on  a alors  le  = 1,  d’où  k = 1 a , ou  plutôt  k = Va, 
d’après  la  notation  du  n°  228,  il  résulte  de  cette  hypothèse 

ai-  , -+■  — .(!'«)>  4-  ■■  **  . . (VaY 

1 1.2'  1.2.3 

3°.  Enfin,  soit  posé  a — c,  ce  qui  donne  nécessairement 
I a 

ou  k = 1 . 

1 c 

La  formule  se  réduit  à 

x x‘  a-'  x' 

c*  ~ t H 1 1 5-  -I — 5 y + • ■ • ■ 

I 1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 

Cette  série,  qui  est  la  plus  usitée,  donne  le  développement  d’un 
nombre  en  fonction  de  son  logarithme  népérien. 
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Nous  verrons,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  que 
l’on  déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pouvons,  dès  à pré- 
sent, faire  remarquer  comment  le  développement  des  logarithmes 
en  série  se  déduit  du  développement  des  exponentielles. 

D’abord,  la  relation  A = —,  qui  se  réduit  à A — Y a lors- 
qu’on prend  e pour  base  du  système  île  logarithmes,  donne 
( n°  227), 

y a — 1 _ (a  ~ ')’  , ("  ~ 1 


i a 

...  x x1  x1  a* 

ou  I (t  -4-  a)  := h -5 7 + . . . . 

12  3 4 

Cette  meme  relation  donne  ensuite 
1 a = A .le; 

d’où,  en  mettant  ù la  place  de  A sa  valeur,  et  posant  encore 
0=1  -+-  x, 

1 / , , / x x’  x3  x4  \ 

l<‘+*>=1'(7-7+3-4+".)' 

Le  module  inconnu,  le,  peut  être  obtenu  facilement  (n°226) 
dès  que  les  logarithmes  népériens  ont  été  calcules. 
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NOTE  SUR  LES  SÉRIES  CONVERGENTES. 


Le  développement  d’une  fonction  eu  série  a principalement  pour  but  de 
donner  en  nombres  approchés  la  valeur  de  la  fonction,  lorsqu'on  attri- 
bue des  valeurs  particulières  à la  variable  qui  y entre.  Mais  pour  que 
ce  but  puisse  être  atteint,  il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de  celles 
que  l’on  nomme  convergentes.  Il  est  donc  important  d’établir  les  carac- 
tères de  ces  sortes  de  séries  : tel  est  l’objet  qu'on  se  propose  dans  cette 
N oie,  qui  servira  ainsi  de  complément , tant  aux  applications  que  nous  avons 
faites  de  la  formule  du  binôme  à l'extraction  des  racines  (n°'  |7&,  177), 
qu’au  calcul  des  logarithmes  par  le  moyen  des  séries. 


.1.  Une  série  indéfinie  est  dite  convergents.  , lorsqu’on  peut  assigner  une 
limite  de  l’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  les  n premiers  termes  de  la 
série;  cette  limite  doit  d’ailleurs  être  susceptible  de  devenir  moindre  que 
toute  grandeur  donnée  , quand  on  prend  n suffisamment  grand. 

Il  faut  avoir  reconnu  que  ces  conditions  sont  remplies,  pour  pouvoir 
affirmer  que  la  série  est  convergente. 

l’ar  exemple,  toutes  les  séries  dont  les  termes,  étant  alternativement  posi- 
tifs et  négatifs,  décroissent  continuellement  et  indéfiniment,  sont  des  séries 
convergentes,  puisqu’on  a vu  ( n°  17G)  que  la  différence  entre  la  valeur 
numérique  de  la  série  tout  entière  et  la  valeur  numérique  de  la  somme 
des  n premiers  termes  , est  moindre  que  le  (n -t-  i)1""'  terme,  lequel  peut, 
par  hypothèse,  devenir  aussi  petit  que  l’on  veut  pour  une  valeur  de  n suffi- 


samment grande. 

De  même,  toute  progression  par  quotient  décroissante  à l’infini  est  une 
série  convergente , puisque  ( n°  19iî)  la  différence  entre  la  somme  — — — de 


i — <j 


tous  les  ternies  et  la  somme  des  n premiers  termes , est  exprimée  par 


l-,’ 


quantité  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  pour  une 
valeur  de  n suflisamment  grande. 

Un  caractère  important  des  séries  do  la  première  espèce  dont  nous  venons 
de  parler,  est  que  le  rapport  d un  terme  quelconque  à celui  qui  le  précède , 
est  une  quantité  négative , constante  ou  variable,  mais  toujours  numérique- 
ment moindre  que  1 . 

Dans  les  séries  de  la  seconde  espèce,  le  rapport  est  une  fraction  positive 


constante. 
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3^5 


2-  A ccs  deux  espèces  de  séries  qui  viennent  d'être  caractérisées  comme 
des  séries  convergentes,  il  faut  en  joindre  deux  autres  qui  ce  rencontrent 
souvent  dans  les  applications  : 


i°.  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  doit  être  regar- 
dée comme  convergea  le , toutes  les  fois  que  le  rapport  d’un  terme  au  précé- 
dent (pouvant  d'abord  être  plus  grand  que  i , ce  qui  suppose  que  les  pre- 
miers termes  iraient  en  croissant)  finit  par  atteindre  une  valeur  moindre 
que  i,  cl  7*a  continuellement  en  décroissant. 

Eu  effet,  dès  que  Ton  est  arrivé  au  ternie  dont  le  rapport  au  précédent 
est  devenu  moindre  que  i , si  l'on  fait  la  somme  de  tous  les  termes  com- 
pris depuis  le  premier  jusqu'au  terme  en  question,  ou  jusqu'à  un  autre 
terme  plus  éloigné , on  obtient  la  limite  de  l'erreur  en  supposant  que  le 
rapport  devienne  constant  à partir  du  terme  auquel  on  s'arrête;  et  celte 
limite  est  alors  la  somme  d’une  progression  géométrique  décroissante 
ayant  pour  premier  terme  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête,  el 
pour  raison  le  rapport  supposé  constant;  limite  que  l'on  peut  d'ailleurs 
rendre  aussi  petite  que  l'on  veut  en  prenant  un  nombre  de  termes  suffi- 


samment grand,  puisque,  dans  l'expression 
indéfiniment. 


i — </ 


a est  supposé  diminuer 


u°.  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  est  encore  conver- 
gente lorsque,  scs  termes  allant  en  décroissant,  le  rapport  d'un  terme  à 
celui  qui  le  précède  augmente  au  lieu  de  diminuer,  pourvu  toutefois  qu'il  ne 
puisse  dépasser  une  certaine  valeur  numériquement  moindre  que  l. 

Dans  ce  cas,  la  limite  de  l'erreur  est  une  progression  géométrique  dé- 
croissante dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s’ar- 
rête, et  qui  a pour  raison  la  valcqf  maximum  du  rapport. 


5.  U est  d’ailleurs  évident  qu'une  série  ne  saurait  être  convergente  : 
t°.  Si  le  rapport  d’un  terme  au  précédent  était  constamment  égal  a i ; car, 
dans  ce  cas,  tous  les  ternies  étaul  égaux,  leur  somme  serait  égale  à l'un 
d'eux  répété  une  infinité  de  fois,  et  serait,  par  conséquent,  infinie , quelque 
petit  que  fût  chacun  des  termes:  l’erreur  que  l’on  commettrait  eu  prenant 
n termes  serait  elle-même  infinie. 

2°.  Si  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précédent  était  plus  grand 
que  1,  constant  ou  variable;  car,  dans  ce  cas,  la  somme  de  tous  les  termes 
serait,  à plus  forte  raison  , infinie . 

Ainsi,  aucune  série  croissante , c'est-à-dire  dont  les  termes  vont  sans  cesse 
eu  augmentant,  ne  peut  être  convergente.  . 

fl  y a même  des  séries  décroissantes  que  l'on  ne  saurait  regarder 
comme  convergentes , parce  qu’on  reconnaît  que  la  somme  de  tous  leurs 
tonnes  est  injinie , cl  que , par  conséquent , la  limite  de  l'erreur  est  aussi 
une  quantité  injinie,  ou  réciproquement. 
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Considérons,  par  exemple,  la  série 


i i i i i 


connue  sous  le  nom  de  série  harmonique  ; et  prenons  le  rapport  de  deux 

termes  consécutifs  quelconques,  — - — i -• 

^ 1 n — i n 


. i i n — i i 

Il  vient  - : = — 1 

n n — i n n 


Or  on  voit  que  ce  rapport,  qui  est  constamment  moindre  que  x,  aug- 
mente à mesure  que  n augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  Vunité, 
qui  peut  ainsi  être  considérée  comme  la  limite  en  plus,  ou  comme  le  maximum 
de  ce  rapport.  Il  y a donc  lieu  d’appliquer  à la  série  ci-dessus  ce  qui  a été 
dit  pour  le  premier  cas  du  numéro  précédent;  c'est-à-dire  que  la  limite 
de  l’erreur  est  la  somme  des  termes  d’une  progression  géométrique  ayant 
pour  raison  l’unité,  somme  qui  est  nécessairement  infinie  { n°  3).  Donc,, 
enfin,  la  somme  des  termes  de  la  série  est  elle-même  infinie. 

C’est,  au  reste,  ce  qu’on  peut  vérifier  d’une  autre  manière. 

En  effet , si , dans  la  série  (S)  du  n°  , on  pose  i x = /•,  il  vient 


ou 


l'/  = 


a 


{y  — O* 

i 


(-r-O* 


(i  -r)*  (■  —>)' 

a 3 


Soit  fuit  maintenant/'  ==  O dans  celte  égalité  ; on  trouve 


1' 


Or  on  sait  ( u°  21 5)  que  , dans  tous  les  systèmes  de  logarithmes  dont  la 
base  est  plus  grande  que  l’unité,  le  logarithme  de  o a pour  valeur  V infini 

négatif;  donc  la  valeur  de  la  série  — H ^ —K  ^ —P-  — — f— . . . est  infinie. 

Pour  peu  d’ailleurs  qu’une  série  tirée  de  (i)  décroisse  plus  rapidement 
que  la  série  harmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie;  car, 
quelque  petit  que  soit  /,  son  logarithme  a une  valeur  finie:  ainsi  il  doit  en 
être  de  même  du  développement  de  ce  logarithme.  Toutefois  , pour  recon- 
naître si  la  série  est  véritablement  convergente , il  faut  pouvoir  assigner  la 
limite  de  l’erreur  commise  lorsqu’on  s’arrête  à un  terme  de  rang  quel- 
conque. 

Or,  si  l’on  pose  / = - » z pouvant  être  un  nombre  très-grand  , il  vient 


j > - 1 , (*  — 0f  (*  — »)’ 
Y z 2 . z1  3.x* 


(«-0*  . 

4 ‘ 
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Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 


377 


quantité  plus  petite  que  la  fraction  constante  - — — mais  qui  s’en  approche 

de  plus  en  plus  à mesure  que  n augmente. 

On  a donc  (ac  cas,  n°  2)  pour  limite  de  l'erreur,  la  somme  d’une  pro- 
gression décroissante  dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme 

auquel  ou  s’arrête,  et  qui  a pour  raison  le  nombre  constant  - -• 

Cette  fraction  est  d’autant  plus  petite,  et,  par  conséquent,  la  conver- 
gence de  la  série  est  d'autant  plus  sensible,  que  r est  plus  petit. 

Soit,  par  exemple,  x = ?,  ce  qui  donne 


160 


On  a ici 


M 


1 

2 


Ainsi,  la  limito  do  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  les  5 premiers 


termes  pour  la  valeur  do  la  série  totale  est 


u _ 384  i 

» — 1 ~ _ “JQ 

2 


En  général , la  limite  de  l’erreur  est,  pour  cette  série,  le  double  du  terme 
qui  suit  celui  auquel  on  s’eBl  arrêté. 

S.  Mous  allons  actuellement  revenir,  tant  sur  les  applications  numé- 
riques de  la  formule  du  binôme , que  sur  les  séries  particulières  qui  ont 
été  déduites  des  séries  logarithmiques  ou  exponentielles;  et  nous  ferons 
voir  que  toutes  les  séries  obtenues  rentrent  dans  les  différents  cas  examinés 
ci-dessus. 

D’abord  la  série  générale  du  n°  174  étant  telle  que  les  termes,  à partir 
du  second  , sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  faut  encore  s’assu- 
rer si  leB  termes  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  aussi  petits  que 
l’on  veut. 

Or,  en  désignant  par  p le  rang  d’uu  terme  quelconque , il  est  facile  do  voir 
que  l’on  a , pour  lo  rapport  de  ce  terme  au  précédent , 


(p  — I ) n — I a 

■ * “ 7 

p . n x 


a élanl  supposé  < x ; 


cc  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  série  est  une  partie  du  précédent. 
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NOTE 


plus  petite  que  la  fraction  marquée  par-*  Ainsi,  les  termes  diminuant 

indéfiniment , la  série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n°  I do  celte  INolc. 

Dans  la  série  du  n°  177,  tous  les  termes  sont  de  même  signe  à partir  du 
second. 


Mais  le  rapport  du  p,eme  terme  au  précédent  étant 


( p — ! ) n — i a 


quantité  que  Tou  peut  mettre  sous  la  forme 


i n -+-  ) 


p .n  x 

a 

■ - > on  voit  que 
x 


ce  rapport  est  constamment  moindre  que  - ; et  de  plus,  à mesure  que  p aug- 


mente, ce  rapport  approche  de  plus  en  plus  de  la  fraction  ^ qui  on  est  par 

conséquent  la  limite  en  plus,  ou  la  valeur  maximum.  Ainsi , cette  série  tombe 
dans  le  second  cas  du  n°  2;  c'est-à-dire  que  la  limite  de  l'erreur  commise 
est  la  somme  d'une  progression  décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui* 

qui  suit  le  terme  auquel  on  s’arrête,  et  pour  raison  le  rapport  maximum  ^* 

En  appliquant  ce  principe  au  4e  exemple  proposé  n°  177,  on  reconnaît 

s 

que  les  5 premiers  termes  de  la  6érie  donnent  la  valeur  de  ^io$  à moins 
de  o,ooooi  près. 

En  général,  on  peut  démontrer  que  la  sério  qui  représente  le  développe- 
ment dc(i-f-ff)1*  est  convergente  tant  que  z est  une  fraction  positive  ou 
négative,  m étant  d’ailleurs  different  d'un  nombre  entier  et  positif.  Mais 
cette  démonstration,  qui  n'offre  aucune  dillicullc  d'après  les  principes  éta- 
blis ci-dessus,  nous  entraînerait  trop  loin,  et  nous  la  pro(>osoiib  comme 
exercice. 


6.  Passons  aux  séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  série 

— y y = * — ^ -+-  «— ? — ...» 

v ' y * y 3 y* 

obtenue  n°22«$,  rentre  dans  le  premier  cas  du  n°  1,  puisque  les  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs  et  décroissent  indéfiniment. 

Quant  à la  sério  du  même  numéro, 

r («-+-!)  — 1*2  — 2 I - -f-  7j— rr  -4-  = ■/-■  ■■■  : H- . . . I ) 

J [284-1  3(284-i)1  5 (us -q-l)*  J 

consécutifs  quelconques  , 


on  a,  pour  lu  rapport  du  deux  termes  consécutifs  quelconques  , 
2 n — 3 i 


2 n 


(a  = + i)’ 


(21 
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ce  qui  prouve  que  le  rapport  C6t  constamment  moindre  que 


mais 


(2«  -f-  0* 

qu'il  s’cn  rapproche  de  plus  en  plus  à mesure  que  n augmente,  et  qu'il  a 
cette  fraction  pour  limite. 

La  série  se  trouve  donc  encore  dans  le  second  cas  du  n°  2.  Le  rapport 

maximum  serait  ici  - - — r_>  fraction  très-pctite'si  z est  très-grand. 

(ar-M)1  • * b 


Lu  lin,  la  série  qui  donne  a*  (n°  227)  finit  toujours  par  devenir  conver- 
gente, quels  que  soient  a ctx,  puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécu- 
kx 

tifs  est  — i fraction  qui  a tèro  pour  limite  relative  à l'accroissement  de  n. 
n 


7.  Nous  termin.rons  celte  Note  par  une  remarque  sur  la  base  e du  sys- 
tème népérien. 

On  a trouvé , n"  228 , 


1.2.3  i.a.3.4 


(1) 


Or  il  est  aisé  de  démontrer,  i°  que  cette  série  est  le  développement  d'un 
nombre  incommensurable  • 2°  qu'elle  est  convergente , et  que,  pour  chacune 
des  sommes  partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers, . . . termes,  la 
limite  de  l'erreur  peut  être  assignée. 

D'abord  e ne  peut  être  un  nombre  entier,  car  on  a évidemment 


à ^ rn  ^ 'I73~4  + + 

et  cette  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qui  (n°  1015}  a pour 
somme  1 ''unité. 

Il  suit  de  là  que  - H H = — 7 est  moindre  que  1 , et,  par 

2 2.3  2.3.4 

conséquent,  que  e est  un  nombre  compris  entre  2 et  3. 

Je  dis,  en  second  lieu,  qu'aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut 
exprimer  la  valeur  de  e. 

En  effet,  soit,  s'il  est  possible,  v égal  à — * met  n étant  deux  nombre» 

entiers,  et  n <m,  mais  > 1.  En  poussant  la  6éric  jusqu’à  ce  qu'on  par- 
vienne aux  termes  dont  les  dénominateurs  renferment  le  facteur  n , on  aura 

mil  1 1 

n 1.2  1.2.3  1.2.3  ..n  1 . 2 . 3 . .n  (n  -f-  l) 

m . » 

ou  simplement  = a -h  G ... . \*) 

1 n 
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NOTE 


£en  posant,  pour  abréger, 


1 ; — ô -+*••■  H 5 : v — y 

1.2  1.2.3  i.2.3«..(n  — i)n 


I . 2 , 3. . .«  (n  ■+■  i)  t . 2 ,3...n  (n i)  (n -f-2)  ”*J 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  (a)  par  i . 2 . 3. . ,n  ; 
il  vient 

i . 2 . 3. ..(»  — i)  . m = t . 2. 3.  ..n.  * -h  I . 2. 3.. .n  . 6. . ..  (3} 

Mais  le  premier  membre  de  Pénalité  (3)  est  évidemment  un  nombre  entier; 
il  en  est  de  même  de  la  première  partie,  i . a . 3. . ,n  . a,  du  second  membre, 
puisque  tous  les  termes  dont  se  compose  a sont  des  fractions  ayant  pour  dé- 
nominateurs des  sous-multiples  du  facteur  i . 2 . 3. . .n,  par  lequel  on  a mul- 
tiplié a.  Donc,  pour  que  l'égalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  i a . 3.  • .n  . 6 
lût  aussi  un  nombre  entier.  Or  cela  est  impossible,  car  cette  expression  se 
réduit,  lorsqu'on  remplace  6 par  6a  valeur,  à la  série 

n -t-  i (n  ■+■  l)  (n  2)  (n  -h  l)  (n  -t-  2)  (n  -4-  3)  ' * * * 

laquelle  a évidemment  une  valeur  moindre  que  celle  de  la  progression 


n -t- i (n  -+-  i}1  (n  -4-  i )# 


dont  la  limite  (n°  195)  est  -• 


Donc,  enfin,  l'égalité 


m i i 

— — 2 -+-  -H  - — — — ~ 

n 1.2  1.2.3 


est  elle-même  impossible,  et  la  base  c ne  saurait  être  égale  à un  nombre 
commensu  rablc. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à faire  estimer  la  limite  de  l’erreur  que 
l’on  commet  en  prenant,  pour  la  valeur  dee,  la  somme  des  n premiers 
termes  de  la  série. 

En  effet,  l’erreur  commise  est  marquée  par 


i .3.3...n(n-i-  i)  i . a . 3..  .n  (n  -t-  i)  in-t-a) 


. _ » T i ) i 

i a . 3. . .n  |_n  + i (n  -+- 1)  ( 


Mais  on  vient  de  voir  que  la  série  entre  parenthèses  est  moindre  que  -•  On 
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^ I ,a.î...n« 

Soit  n = 10,  cc  qui  revient  à prendro  les  1 1 premiers  termes  dans  la 

série  i -t-  | -t-  i on  trouve  6 < <o,ooooooo3. 

Donc  la  somme  des  11  premiers  termes  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  e 
que  d’une  quantité  moindre  que  0,0000001.  (Voyc*  le  nu22U.) 

iY.  B.  — On  parvient  également  à la  limite 

fi  < a i ) 

1 . a . 3. . .n1 

en  appliquant  directement  à la  série  (1)  le  premier  cas  du  n°  5. 

En  effet,  le  rapport  du  ( n -t-  i)M“*  terme  de  la  série  au  n""*  est  évidemment 

! — , quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  i>  mesure  que  n augmente. 

n -4-  1 

Donc  la  limite  de  l’erreur  s’obtiendra  (n°  5)  en  supposant  que  le  rapport 

— — reste  constant  à partir  du  (n  -4-  1)""'  terme;  cl  l’on  aura  pour  celle 
n -4-  1 

limite, 

a _ | . , _ 1 

• 1—9  I .a  . 3...(" — 1)  a {n  -4-  1)  ' n -4-  1 


1 . 2 . 3. . .(n  — l)  n (n  + I) 


I . 2 . 3. . .n’ 


Ce  qu’il  l'allait  trouver. 
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NOTE 


Sur  le  calcul  de  l’erreur  à laquelle  donne  lieu  l’emploi 
de  la  proportion  que  prescrit  l'usage  des  tables 
de  logarithmes.  (Voyez  n°  214,  et  Arithm.,  n°264, 
22e  édition.) 


Pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers  et  décimaux  qui  ne 
sont  pas  dans  les  tables  ordinaires,  et  pour  revenir  de  ces  logarithmes  aux 
nombres  correspondants,  on  suppose  : i°  que  les  différences  enüe  les  nom- 
bres sont  proportionnelles  aux  déférences  entre  leurs  logarithmes;  2°  que  les 
logarithmes  inscrits  dans  les  tables  sont  tout  à fait  exacts. 

Or  ces  deux  propositions  ne  sont  rigoureusement  vraies  ni  l’une  ni 
l’autre.  Il  est  donc  nécessaire,  après  avoir  fait  voir  d’abord  sur  quels  prin- 
cipes repose  la  proportion  ci-dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  d’ap- 
proximation qu’elle  fournit  et  l’erreur  qu’elle  peut  produire , lorsqu’on  a 
égard  aux  deux  causes  d'inexactitude  dont  elle  est  affectée. 

1.  Premier  prixcipe.  — Soient  n et  n + i deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs; la  différence  A,  ou  1 (n  -+-  i)  — 1 n , de  leurs  logarithmes,  diminue  à 

mesure  que  n augmente  ; et  elle  est  toujours  moindre  que  la  fraction  ~ 

On  a,  en  effet,  I (n-h  t)  — 1 " = 1 ^ = 1 (l+;); 

co  qui  prouve  déjà  que  A diffère  d'autant  moins  de  I.  i , ou  de  o,  que  le 
nombre  n est  plus  grand. 

Si  maintenant  on  fait,  dans  la  formule  du  n°  225,  x=~’  on  trouve 

A,  ou  1 (<-l-^)  = A -••••)* 

série  qui  donnera  la  valeur  de  A avec  un  degré  d’approximation  d'autant 
plus  rapide  que  n sera  plus  grand. 

Comme  on  a d’ailleurs  (n°  220  ) A = o,43...<i>  et  que  la  série 

I 5 H-  . - - est  ( n°  176)  moindre  que  - > il  en  résulte  nécessairement 

n an*  n 

A < — • Ce  qu’il  [fallait  démontrer. 
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Soit , par  exemple,  n=:ioooo;  il  vient 

A < — '■ — < o,oooo5, 

'20000 

c’est-à-dirc  que  la  différence  est  moindre  que  la  moitié  de  l'unité  de  l’ordre  . 
du  4e  chiffre  décimal. 

Ceci  explique  comment , dans  une  seule  page  des  tables  de  Callel  , et  à 
partir  do  toooo,  on  a pu  placer  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes 
Chaque  page  renferme  Go  lignes  horizontales,  chaque  ligno  to  logarithmes  ; 
et  comme  il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit , que  les  trois  premiers  chiffres 
décimaux  sont  nécessairement  communs,  même  à plusieurs  dizaines  succes- 
sives du  logarithmes,  il  suffisait  d’ccrire  une  seule  fois  en  marge  ces  trois 
chiffres,  et  de  placer  ensuite  à part  les  < /uatre  derniers  qui  correspondent  il 
la  variation  du  nombre. 

[Comme  les  tables  de  Callel  s’étendent  jusqu’à  108000,  on  a placé  quatre 
chiffres  décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  100000 
(parce  que  l’on  a,  dans  ce  cas,  A <o,ooooo5),  ce  qui  a permis  alors  de 
présenter  les  logarithmes  de  ces  nombres  avec  8 chiffres  décimaux  au  lieu 
de  7,  sans  rien  changer  à la  disposition  adoptée  pour  les  nombres  compris 
entre  10000  et  100000.] 


2.  Second  principe.  — Soient  A,  ou  1 (n  4-  1) — lu,  et  A',  ou 

1 (n -t- a)  — 1 (n  4- 1),  deux  différences  consécutives  de  logarithmes  ; je  dis 
que  ces  différences  peuvent  être  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  que  n 
est  au-dessus  de  10000. 

On  a,  on  effet,  A = l(n-f-i)  — 1 1»  = 1 ^ ’ 

et  A'=l(s+3)-l(s  + .)=l^); 


(n'  4-  2 n 4-  1 

\-l 

r.4.  ■ 1 

V n'  4-  ’i  n 

L n ( n 4-  2 ) J 

d’où 


ou  bien , posant  dans  la  formulo  du  n°  223,  x = — — 


n ( n 4-  a ) 

A ^ as,(n  + a),  + 3n,(n  + î),+  J’ 

cl  par  conséquent , puisque  A = o,43 A — A'  < 


Cela  posé  , soit  n = toooo;  il  en  résulte 
1 


A - A'  <■ 


an  (n  4-  a ) 
<0,oooooooo5. 


" aoooo  x 10002  200040000 

c’est-à-dire  que  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  loga- 
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ritlimes  de  nombres  au-dessus  do  ioooo  est  moindre  que  la  moitié  de  l1  unité 
de  l'ordre  du  huitième  chiffre  décimal. 

On  voit  donc  encore  pourquoi  l’on  a pu  placer  dans  les  tables,  pour  tous 
les  nombres  au-dessus  de  ioooo,  les  différences  entre  deux  logarithmes 
consécutifs:  c’est  que,  la  variation  d’une  différence  à l’autre  ne  portant 
que  sur  le  neuvième  chiffre  décimal,  et  le»  tables  n’en  renfermant  que  sept, 
on  peut  regarder  ces  différences  comme  constantes  pour  un  grand  nombre  de 
logarithmes. 


5.  Conséquences  des  deux  propositions  précédentes.  — Admettons  pour  un 
instant  que , pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  ioooo , à des  accroissements 
égaux  de  nombres  correspondent  des  accroissements  égaux  de  logarithmes , ce 
qui  est  sensiblement  exact , d’après  ce  qu’on  vient  de  reconnaître;  je  dis 
qu’alors  les  différences  des  logarithmes  sont  proportionnelles  aux  différences 
des  nombres. 

En  effet,  soient  n,  n -+-  i , deux  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de 

ioooo,  n -t-  - un  nombre  fractionnaire  compris  entre  n et  n -t- t ; on  peut 
9 

P 

toujours  regarder  les  trois  nombres  n,  n -t-  — » n -t-  i , comme  faisant  partie 


d’une  progression  par  différence,  ayant  n pour  premier  terme,  ~ pour  raison, 


n- F-  - pour  (p  - ht  )'  m terme,  enfin , » + - ou  « + i pour  dernier  terme; 

9 1 

c’est-à-dire  que  l’on  a 


i a p 9—i 

t n • n H — • R ■+■  - .•••!*  •+•  — ....  jï  -+■ . n 4*  i • 

9 9 9 9 


Or  on  a supposé  que  les  diflércnces  entre  les  logarithmes  des  nombres 
entiers  sont  sensiblement  égales;  donc , a fortiori,  les  différences  entre  les 

logarithmes  de  «,«-+-->  n ■+--»••  •>  peuvent  être  regardées  comme  égales. 

Ainsi,  en  désignant  par  S lu  différence  1 ^n-t-  — ln,  on  aura  pour  les 

logarithmes  qui  correspondent  aux  termes  de  la  série  ci-dessus, 

4- 1 n . In-t-J . ln-t-2d  .. . .1  n -hpf . ..  ln-t-90  ou  l(n-i-t). 

De  là  résulte  nécessairement  la  proportion 


[n  -t-  t)  — n : 


n : : ( I n -+-  9 J ) — ln:  (ln-t-po)  — In, 


puisque,  en  réduisant,  on  trouve 


i ' P- 

' 9 


qi  :pS, 


ou 


q:p  ::  q:p. 
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La  légitimité  de  la  proportion  étant  établie  pour  les  cas  où  les  nombres 
sont  très-grands  et  ont  entre  eux  une  différence  au  plus  égale  à i , nous  allons 
passer  au  calcul  de  l’erreur  qu'elle  occasionne,  erreur  qui,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit,  résulte  de  deux  causes  que  nous  aurons  à considérer  suc- 
cessivement. 


fi.  Calculons  d’abord  l’erreur  qui  résulte  de  l’inexactitude  delà  proportion, 
les  logarithmes  employés  étant  supposés  exacts. 

Soient  n un  nombre  supérieur  à locoo , / son  logarithme,  / 4-  A celui  de 
n -4-  i ; soient  encore  /i  4-  d un  nombre  compris  entre  n et  n -h  1 , / + mA 
son  logarithme  ; d cl  m représentent  ici  des  fractions. 

(Tous  les  nombres  n,  /,  A,  d,  m sont  supposés  d’ailleurs  rapportés  à la 
racine  unité.) 

Cela  posé,  la  quantité  x qu’il  fout  ajouter  à / pour  avoir  le  logarithme  de 
n 4-  d se  détermine  ( n°  21 4 ) par  la  proportion  1 : d ::  A : x\  d’où  x — d\  ; 
ce  qui  donne  / 4-  d\  pour  le  logarithme  de  n -h  df  tandis  qu’on  devrait  avoir 
/ m A. 

L'erreur  commise  est  donc  exprimée  par  e = (m  — d)  A , ou  e = ( d—  m)  A , 
suivant  que  l’on  a m > ou  < d. 

De  même  , la  quantité  y que  l'on  doit  ajouter  à n pour  avoir  le  nombre 
correspondant  à / 4-  m A,  est  fournie  par  la  proportion  A : m A ::  1 : yt  d’où 
y = m,  ce  qui  donne  n 4-  m pour  le  nombre  cherché  , tandis  que  l’on  devrait 
avoir  n 4-  d. 

L'erreur  commise  est  donc  exprimée  par  e'  = m — d , ou  c'  = </  — m. 

D’où  l’on  voit  que,  dans  les  deux  cas,  l’erreur  provient  de  ce  qu’on  prend 
l’une  pour  l’autre  les  deux  quantités  m et  d.  Ainsi , nous  sommes  conduits  à 
chercher  la  différence  de  ces  deux  quantités. 

Or  on  a (n°209)  les  égalités  fondamentales 


/ 

IO  — Il  y 


l 4-  A 

10 


= n4- 


/ 4-  m A 
10 


n 4-  d\ 


d’où,  divisant  la  seconde  par  la  première, 

A n 4-  1 « . "'A 

10  -14--)  i‘» 

n n 


on  , multipliant  celle  ci  par  la  première,  membre  à membre, 

/-+-mA  , / i\w 

»o  ou  n 4-  d =-  n I 1 4-  - J • 

Développons  4-  -^”par  la  formule  du  binôme  démontrée  généralement 

n°  18®;  multiplions  le  résultat  par  n , et  retranchons  ensuite  n de  chaque 
membre  de  l’égalité  précédente;  il  vient 


_ m w 0 ~ m)  . >»(»  - J”)  (?  — >”)  _ elc 

( ~ 1 1.2 . n 1 . 2 . 3 . n* 


Alg.  B 1 o'  éd. 


25 
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Dan»  celle  série,  le  quolieiit  de  la  division  du  terme  qui  en  a r avant  lui, 
par  le  terme  précédent  {oqr.  le  n°  2 de  la  tre  Aole)  est  — r ( • - , 

quantité  évidemment  négative  et  numériquement  moindre  que  l'unité,  puis- 
que l’on  a m < i et  n > i.  Ainsi,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs  , et  décroissent  indéfiniment.  On  a donc (n°  170) 


d <m,  d>m 


i(l  — ni) 


d’où 


■d< 


///  ( i — m ) 


Mais  on  sait  (n°  107  ) que  le  produit  ni  ( t — m)  de  deux  facteurs  m , i — m f 
dont  la  somme  est  i , a pour  maximum  ou  -•  Ainsi , la  dernière  inega- 

lilé  se  réduit  enfin  à m — d < £—• 
o n 

Il  est  aisé  maintcnantd’apprécier  les  deux  erreurs  f=(m  — d)  A,  e'—  m — d, 
pour  le  cas  de  n=  ou  > toooo. 

i°.  On  a,  en  vertu  de  l’inégalité  précédente, 

A 

P ^ 80000  ’ 


. . O.OOOI  , 

et  comme  on  a trouvé  (J Vole  2e,  n°  1 ) A < — - — > il  en  resuite 


e < 


0,0001 

tCoooo 


< 


0,00000001 

Ü5 


L’erreur  c , 
décimal , ne 
cherché. 

2°.  On  a 


étant  moindre  que  le  seitième  de  l’unité  de  l’ordre  du  8e  chiffre 
saurait  porter  sur  les  7 premières  décimales  du  logarithme 

1 0,0001 

C 80000  8 ’ 


c’est-à-dire  quo  , quand  on  réduit  en  décimales  le  4e  terme  y — m , pour 
l’ajouter  à n.  l’erreur  ne  peut  porter  sur  le  4e  chiffre  décimal  ; mais  on  ne 
serait  pas  sûr  de  l'exactitude  du  5e  chiffre  (*). 

B.  Calculons  actuellement  l’erreur  qui  résulte  de  V inexactitude  des  loga- 
rithmes (la  proportion  étant  supposée  exacte). 

Pour  cela,  nous  allons,  dans  ce  numéro,  rapporter  les  logarithmes  tabu- 
laires , ainsi  que  leurs  différences , à l'unité  décimale  du  70  ordi  e , ce  qui  revient 
à les  rendre  tous  10000000  fois  plus  grands,  ou  à les  regarder  çommo  des 
nombies  entiers.  Celte  hypothèse  n’a  nul  inconvénient,  puisque  l’on  ne 
considère,  dans  la  proportion,  que  les  rapports  des  différences. 

De  là  il  résulte  quo,  les  logarithmes  étant  g<  oéraicmcrit  fautifs,  en  plus 


(•)  l.es  calculs  qui  viennent  d’être  établis  dans  ce  numéro  sont  dos  , pour  le  fond  , ù 
Bertrand  de  Genève. 
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qu  en  moins,  d’une  quantité  qui  a pour  limite  supérieure  la  moitié  d’une 
unité  décimale  du  dernier  ordre (Ar*f/i.,  2?.e  édition,  N.  U.  du  n°99' , cette 

limite  sc  trouvera  représentée  par 


Première  qtestion.  — Liant  donne  un  nombre , déterminer  son  logarithme. 
Soit  ri -j-  d un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme,  n étant  la  partie 
entière,  et  d la  partie  fractionnaire  ; soient,  de  plus  , /,  /'  les  logarithmes 
de  n , n i , tels  qu'ils  sont  fournis  par  les  tables.  Appelons  i et  i'  les 
quantités  qu'il  faudrait  ajouter  aux  logarithmes  l et  V pour  les  rendre 

exacts,  ces  quantités  pouvant  être  positives  ou  négatives,  et  ayant  ^ pour 

limite  (d’après  ce  qui  vient  d'èlre  dit). 

En  supposant  la  proportion  exacte,  comme  nous  le  faisons  ici,  on  trou- 
verait que  le  logarithme  de  n d est  égal  à /-+-  i,  augmente  d’une  quan* 
tité  x déterminée  par  la  proportion 

i ; d ::  (/'-+-»')  — (/  *+•/)  : x;  d’où  , en  posant  l’  — / = A , 
x = d ( A -h  i'  — * ) j 

ce  qui  donnerait  log  (u  + <l)  = / + t + <i(4  + i'  — i). 

4* 

Mais  , au  lieu  de  cela,  on  pose  la  proportion 

i : d ::  A : x , d’où  X = dA  ; 

puis  on  ajoute  dA  à /,  en  rejetant  même  toute  la  partie  fractionnaire  du 
produit  dA , sauf  à augmenter  le  dernier  chiflrc  d’une  unité,  s’il  y a lieu  , 

ce  qui  peut  occasionner  une  nouvelle  erreur  dont  la  limite  est^*  En  repré- 
sentant cette  erreur  pa rj\  on  prend  oins!  /-*-  dA  — y pour  le  logarithme  de 
n -f-  d.  Donc  l’erreur  finale  est 

E =.  / -j-  i -+*  d ( A -+■  i ' — * ) — / — dA  ■+■  f — i ( l — d ) -f-  i ' d J . 


Si  l’on  suppose  que  les  trois  erreurs  i,  i\  J atteignent  leur  limite  ce 

qui  est  évidemment  le  cas  où  l’erreur  totale  E est  aussi  grande  que  possible, 
il  en  résulte 

E = ^ ( r — d -h  d- h i)=i; 

c’est-à-dire  que,  dans  la  recherche  du  logarithme  tTtiii  nombre,  l'erreur  pro- 
venant de  l’inexactitude  des  logarithmes  tabulaires  peut  s'élever,  soit  en  plus  , 
soit  en  moins,  jusquà  une  unité  décimale  du  7e  ordre,  ou  généralement, 
du  dernier  ordre  décimal  des  logarithmes  Journis  par  les  tables  que  l’on 
emploie . 

G.  Seconde  question.  — Liant  donné  un  logarithme , déterminer  le  nombre 
qui  lui  correspond. 

2 5. 
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Soit  / -h  $ un  logarithme  compris  entre  / cl  /',  A désignant  toujours 
I'  — /,  et  £ étant  au  plus  égal  A — i. 

On  prend  ordinairement,  pour  le  nombre  cherche,  n j la  fraction  - 

étant  tirée  de  la  proportion  A : o ::  i \y- 

Mais  d’abord,  le  logarithme  donné,  / -f-  S , étant  poussé  seulement  jus- 
qu'au degré  d’approximation  des  logarithmes  tabulaires,  est  passible  d’une 
erreur  positive  ou  négative  qu’on  peut  représenter  par  -+-«*,  et  dont  la 

limite  est  -•  En  outre,  les  deux  logarithmes  l,V  peuvent,  comme  ci- 

dessus,  cire  fautifs  des  quantités  positives  ou  négatives  -w , dont  la 

!..  t 

limite  est  — 

•2 

Ainsi,  la  proportion  à établir  devrait  être 

(/'+■/')  - (/  + i)  + 

, . . . „ il  • o -h  i n — i 

ou  a •+•  i — i : o -h  * — i ::  i : y , d ou  y = — — , — . ; 

AH-i  — * 

ce  qui  donnerait,  pour  le  nombre  cherché, 


A + /'  — i 


Donc  l’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  n -t-  - nu  lieu  de  celte  expres- 
sion, est  représentée  par 


à-h  i'  — i A 


ou 

A 


A -H  « ' — i 


suivant  que  l’on  a 


• i — i o 

<a 


Premier  ras.  — Pour  obtenir  ta  limite  en  pins  de  la  différence  (i),  il  faut 

lâcher  d’avoir  le  maximum  de  ~ — . 

A -4-  i — i 

Or,  la  quantité  * se  trouvant  à la  fois  au  numérateur  et  nu  dénominateur, 
si  l’on  se  rappelle  (Atg.,  n°6)  que  toute  fraction  augmente  de  valeur 
quand  on  ajoute  un  mémo  nombre  à ses  deux  termes,  il  s’ensuit  qu’on  ob- 
tiendra d’abord  le  maximum  de  la  fraction  ci-dessus  en  posant  — i = i 

qui  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir  celte  quantité  i,  ce  qui 
donne 


A - 1 — -h  ir 

9. 
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Actuellement,  pour  avoir  le  maximum  relatif  aux  variations  Je  / ' eide  i , 
il  suffit  de  rendre  le  numérateur  le  plus  grand  et  le  dénominateur  le  plus 

„ i . , ï 

petit  possible,  ce  qui  se  fait  en  posant  i — H-->  » — — “• 


Ainsi,  le  maximum  résultant  des  variations  de  if  < , 1 > 
nient 

2 2 


- , OU  — — 

I I A 


AH 

2 2 


est  nécessaire - 


Donc'le  maximum  de  la  différence  (i)  est 


<?-+-!  o 

‘a'  Â’ 


ou 


Second  cas.  — Pour  obtenir  la  limite  en  plus  de,  la  différence  (2) , il  faut 


avoir  le  minimum  de 


o H-  in  — i 
A H-  i'  — i 


Or  on  peut  prouver  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  mais 
inverse,  que  le  minimum  résultant  des  variations  des  trois  quantités  i , i ',  l" 
est 


<T  — - — - 

2 2 o — i 


Donc  le  maximum  de  la  différence  (2)  est 


0 

Â 


0 — ! 


OU 


A ’ 


c'est-à-dire  que,  dans  les  deux  cas,  la  limite  de  Terreur  commise  est  — • 

A 

Cette  quantité  croit  de  plus  en  plus  à mesure  que  Ton  avance  dans  la 
table,  puisqu'on  sait  (iVo/e  2e,  n°  i ) que  A diminue  de  plus  en  plus. 

7.  Maintenant  il  est  facile  de  prouver  que  des  deux  causes  d'erreur  qui 
ont  été  signalées  au  commencement  de  celle  note,  la  seconde  est  celle  à 
laquelle  on  doit  définitivement  s'arrêter,  sans  avoir  aucun  égard  à la  pre- 
mière. 

En  effet,  dans  la  question  qui  a pour  but  de  déterminer  le  logarithme 
d'un  nombre  donne , puisque  Ton  a reconnu  ( n°  4}  que  l'inexactitude  de  la 
proportion  ne  peut  infiucr  sur  le  dernier  chiffre  des  logarithmes  tabulaires, 
on  doit  considérer  la  proportion  comme  tout  à fait  exacte,  et  ne  tenir- 
compte  que  de  l'inexactitude  des  logarithmes,  eu  observant  (n°  J5)  que 
le  dernier  chiffre  décimal  peut  être  fautif  d'une  unité,  en  plus  ou  cri  moins. 
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Dans  la  seconde  question  (trouver  le  nombre  auquel  appartient  un  loga- 
rithme dvnné)y  la  limite  de  l’erreur  qui  résulte  de  l'inexactitude  des  loga- 
rithmes tabulaires  ne  dépendant  (n°  G)  que  de  la  différence  tabulaire  A, 
et,  par  suite,  des  derniers  chifTrcs  de  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels 
l’inexactitude  de  la  proportion  n’a  aucune  influence,  il  s’ensuit  encore  que 
la  première  cause  d’erreur  peut  être  tout  à fait  négligée. 

8.  11  ne  nous  reste  plus  qu’à  faire  l’application  de  la  théorie  précédente 
aux  tables  dont  on  fait  u;age  ordinairement,  c’est-à-dire  aux  tables  de 
Callct. 


Première  question.  — La  proportion  i l d H A i x f d’où  x = d& , donne 
(n°l>)  les  7 premiers  chiflres  décimaux,  a une  unité  du  7e  ordre  décimal 
près. 

Ainsi,  une  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétiques  de 
logarithmes  peut  être  fautive  d’une  quantité  dont  la  limite  est  exprimée 
par  autant  d'unités  décimales  du  7e  ordre , qu’il  y a de  parties  dans  celte 
somme  De  môme,  si,  dans  la  vue  d’obtenir  une  puissance  d’un  nombre, 
on  multiplie  son  logarithme  par  l’exposant  de  la  puissance,  le  logarithme 
résultant  peut  être  fautif  d’autant  d’unités  décimales  du  70  ordre , qu’il  y a 
d’unités  dans  l’exposant  de  la  puissance.  Mais  il  n'en  est  pas  de  meme  quand 
il  s'agit  d’une  extraction  de  racine,  parce  que  les  erreurs  qui  affectent  les 
logarithmes  sont  divisées  par  les  indices  des  racines. 

Seconde  question.  — La  proportion  A l à 1 l yf  d’où  y = — y donne  la 


Mais  comme  il  est  d’usage  de  convertir  ~ en  décimales,  voyons  à quel 

ordro  de  décimales  il  convient  d’arrêter  l’opération. 

Pour  cela,  soit  a la  puissance  de  10  qui  doit  exprimer  le  dénominateur 
de  la  fraction  décimale  obtenue.  Observons  que,  dans  la  transformation 
* 

de  ^ en  décimales,  on  s'expose  encore  à commettre  une  erreur  dont  la 

limite  est  la  moitié  de  Vunilé  de  l'ordre,  du  dernier  chiffre  décimal,  c’est- 

à dire  — • On  doit  donc  satisfaire  à l’inégalité 
•à  ex. 


--4-  — < ->  d'où  — < — * et,  par  conséquent,  A > 1 a. 

A 2 k ot  A 2 a 

Donc  A doit  être  au  moins  le  double  de  la  puissance  de  10  à laquelle  on 
s’arrête. 

Cela  posé  : 

Il  résulte  de  l'inspection  des  tables  de  Callet,  que,  jusqu'au  nombre 
21809,  la  différence  tabulaire  n’est  pas  plus  faible  que  aoo;  clone,  pour 
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(J 

6 tous  les  nombres  compris  entre  10000  et  îii8o(),  on  peut,  en  réduisant  — 

en  décimales,  pousser  l'opération  jusqu'aux  ioo,rm^,  et  l'on  est  certain  de 
l'exactitude  du  dernier  chiffre  décimal. 

Passé  ce  terme  et  ju-qu'à  100000,  nombre  pour  lequel  la  différence  tabu- 
laire est  4i  » on  ne  peut  compter  que  sur  l'exactitude  du  chiffre  dos  io<e**w. 

Depuis  100000  jusqu'à  108000,  comme  la  différence  se  trouve  encore 
exprimée  par  3 chiffres  (dont  le  premier  à droite  représente  'des  unités 
du  8e  ordre) , on  peut  de  nouveau  compter  sur  l'exactitude  du  chiffre  des 
iooume*9  puisque  celte  différence  va  de  4^4  à qo3,  nombres  plus  prends 
que  aon. 

Les  tables  à 7 décimales,  publiées  par  MM.  Mûrie  et  Reynaud  , ont 
l'avantage  de  donner,  sous  uii  format  plus  commode , à peu  près  les  mêmes 
approximations  que  celles  de  Callet.  Nous  n'oserions  cependant  pas 
affirmer,  à cause  de  leur  peu  d'étendue  (elles  ne  s'étendent  pas  au  delà 
de  10000),  que  les  deux  causes  d'erreur  signalées  ci-dessus  ne  donnent  pas 
plus  d'une  unité  d'erreur  sur  le  chiffre  décimal  lorsqu'on  cherche  le  loga- 
rithme d'un  nombre,  et  plus  de  deux  unités  d'erreur  sur  le  chiffre  des  millièmes 
lorsqu'on  cherche  le  nombre  correspondant  à un  logarithme.  Mais  l'emploi 
de  ces  tables,  dans  leur  état  actuel,  n'en  mérite  pas  moins  d'èlrc  recom- 
mandé, eu  raison  de  la  petitesse  de  leur  format. 
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CHAPITRE  VII. 

Théorie  générale  des  Equations. 


Introduction.  — Les  plus  célèbres  analystes  se  sont  occupés  du 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations  algébriques  d’un 
degré  quelconque  à une  seule  inconnue;  mais  jusqu’ici  leurs 
efforts  ont  été  infructueux  par  rapport  aux  équations  d’un  degré 
supérieur  au  quatrième.  Cependant  les  recherches  qu’ils  ont  faites 
à ce  sujet  les  ont  conduits  à des  propriétés  communes  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés,  et  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti,  soit 
pour  résoudre  certaines  classes  d’équations,  soit  pour  ramener  la 
résolution  d’une  équation  donnée,  à celles  d’autres  équations 
plus  simples.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre,  de  faire 
connaître  ces  propriétés,  et  leur  usage  pour  faciliter  la  résolution 
des  équations. 

§ Ier.  — Divisibilité  des  Fonctions  entières.  — Pro- 
priétés générales  des  Equations. — Théorie  complète 
du  plus  grand  commun  diviseur. 

DIVISIBILITÉ  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES. 

250.  Le  développement  des  propriétés  dont  jouissent  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés  nous  conduira  à considérer  les  polynômes 
sous  un  point  de  vue  particulier  et  tout  différent  de  ceux  sous 
lesquels  nous  les  avons  envisagés  dans  le  premier  chapitre.  Nous 
admettrons  pour  cela  des  expressions  de  la  forme 

Ai”  -f-  Bx"~ 1 4-  C .t™— ’ -f-, . . -f-  Tx  4-  U, 

dans  lesquelles  m est  un  nombre  entier  positif,  mais  dont  les 
coefficients  A,  B,  C, . . .,  T,  U,  désignent  des  quantités  qui  peu- 
vent être  quelconques,  c’est-à-dire  entières  ou  fractionnaires, 
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commensurablcs  ou  incommensurables , numériques  ou  algé- 
briques. Or  dans  la  division  algébrique,  telle  que  nous  l’avons 
exposée  (cliap.  Ier),  on  a pour  but,  étant  donnés  (leux  polynômes 
entiers  par  rapport  à tonies  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers 
qui  y entrent,  de  trouver  un  troisième  polynôme  île  même,  espece  , 
i/ui,  multiplié  pur  le.  second , reproduise  le  premier. 

Mais  si  l’on  a deux  polynômes 

Ax"  4-  üx”-'  -h  Cx™-1  4-  . . 4-  Tx  4-  U, 

A'x"  4-  B'x"-'  4-  C'x"  -1  4-  ...  4-  T'x  4-  U', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à x,  et  dont 
les  coefficients  A,  B,  C, . . . , A',  15',  C', . . . soient  quelconques , 
on  peut  se  [imposer  de  trouver  un  troisième  polynôme , de  même 
forme  et  de  même  nature  que  les  deux  précédents,  qui,  multiplié 
par  le  second , reproduise  te  premier. 

Le  procédé  pour  effectuer  cette  division  est  analogue  à celui  de 
la  division  ordinaire;  mais  il  y a cette  différence  que,  dans  celle-ci, 
le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  doit  être  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur ; au  lieu  que,  dans  la 
nouvelle  espèce  de  division  , on  divise  le  premier  terme  de  chaque 
dividende  partiel  (c’est-à-dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute 
puissance  de  la  lettre  principale) , par  le  premier  terme  du  divi- 
seur, sans  s’inquiéter  si  le  coefficient  du  quotient  partiel  corres- 
pondant est  entier  ou  fractionnaire;  et  l’on  continue  l’opération 
jusqu’à  ce  que  l'on  obtienne  un  quotient  qui , multiplié  par  le  divi- 
seur, anéantisse  le  dernier  dividende  partiel,  auquel  cas  la  division 
proposée  est  dite  exacte  ; ou  bien  , jusqu’à  ce  que  l'on  parvienne  à 
un  reste  de  plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rapport  à 
la  lettre  principale  ; et,  dans  ce  cas,  la  division  est  regardée  comme 
impossible,  puisque,  en  poussant  plus  loin  l’opération,  on  obtien- 
drait des  quotients  dans  lesquels  la  lettre  principale  serait  affectée 
d 'exposants  négatifs,  ou  entrerait  dans  le  dénominateur;  ce  qui 
serait  contre  la  nature  de  la  question  , puisque  le  quotient  doit  être 
de  meme  forme  que  les  polynômes  [imposés,  c’est-à-dire  com- 
posé d’un  nombre  limité  de  termes  affectés  d’exposants  entiers  et 
positifs. 
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Pour  distinguer  les  polynômes  entiers  par  rapport  à une  lettre, 
la  lettre  x par  exemple  (les  coefficients  étant  d’ailleurs  quel- 
conques), des  polynômes  ordinaires,  c’est-à-dire  des  polynômes 
entiers  par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers 
qui  y entrent,  nous  conviendrons  de  désigner  les  premiers  sous 
la  dénomination  de  fonctions  entières  de  x ; et  nous  appellerons 
diviseurs  relatifs  de  ces  polynômes  d’autres  fonctions  entières  de  x 
qui  les  divisent  exactement  dans  le  sens  que  nous  venons  d’établir. 

251.  11  résulte  de  ces  définitions  que,  si  une  fonction  entière  a 
pour  diviseur  relatif  une  autre  fonction  entière,  le  produit  de  ce 
iliviseur  par  un  facteur  quelconque  indépendant  de  la  lettre  prin- 
cipale est  encore  un  diviseur  relatif  de  la  première  fonction. 

En  effet,  supposons  que  l’on  ait 


Ax"  + Bjc*-1  + . . -t-  U 
A' a"  -t-  BV—1  . . -h  U' 


A" xm~"  -4-  B'V"  "-1  -t- ...  -4-  U". 


Soit  K un  facteur  quelconque  indépendant  de  a.1;  on  a néces- 
sairement 


Aam  -4-  Bx*_l  -4- -4- U A"  B" 

_ ; ! ; — jjn  n t n— » 

K(A'a"  + BV-1  -4-.  ..-4- U')  K K 


H -4- 


ir 

K‘ 


Or  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
de  a;  donc  K(A'a"  -4-  B'a"_l  -4- . . ) est  diviseur  relatif  de 
Ai"  -4-  B a™-1  -4- . . . . 

Cela  revient  à dire  que  — Tout  diviseur  relatif  du  produit 
K (Ai"  -4-  Bi"_l  -4-...-t-  V),  K.  étant  un  facteur  indépendant  de  x, 
doit  être  aussi  un  diviseur  relatifde  la  fonction  Ax"4-  Bx™_,-4-.... 

Cela  posé,  nous  allons  d’abord  établir  sur  la  divisibilité  des 
fonctions  entières  quelques  principes  analogues  à ceux  qui  ont 
été  démontrés,  en  Arithmétique , sur  les  nombres  entiers,  parce 
qu’ils  nous  seront  très-utiles  dans  la  recherche  des  propriétés  rela- 
tives aux  équations. 


252.  Premier  principe.  — Toute  fonction  entière  px  -4-  q,  du 
premier  degré  en  x,  qui  divise  exactement  le  produit  F X F'  de 
deux  autres  fonctions  entières,  divise  nécessairement  Tune  d’elles. 
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Pour  démontrer  ce  principe  , supposons  que  F ne  soit  pas  divi- 
sible par  px  -|-  <7;  nous  allons  prouver  qu’alors  F'  le  sera  néces- 
sairement. En  effet,  en  divisant  F par  px  -+-  7,  suivant  le  procédé 
ordinaire,  on  parviendra  à un  reste  qui  ne  contiendra  plus  x. 
Soient  Q le  quotient  de  cette  division , et  R le  reste;  on  a l’équa- 
tion identique 

F = (px  -)-  q)  Q R ,* 

laquelle,  multipliée  par  F',  donne 

F X F'  = ( px  4-  q) . QF'  4-  RF'. 

Or,  par  hypothèse,  F X F'  est  divisible  p;fr  px  -(-  q ; ainsi  le 
quotient  du  second  membre  par  px  4-  q doit  se  réduire  à une 
fonction  entière  de  x,  ce  qui  exige  que  RF',  et,  par  conséquent,  F' 
(n°  231) , soient  divisibles  par  px  4-  q. 

233.  Conséquence  . — Toute  fonction  entière , D,  du  premier 
degré  en  x , qui  divise  exactement  le  produit  F X F'  X F"  X . • • 
de  m fonctions  entières,  divise  nécessairement  l'une  de  ces  fonctions. 

Car  si  D ne  divise  pas  F,  il  doit  diviser  le  produit  F”  X F''X-.., 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’étre  dit;  s’il  ne  divise  pas  F',  il  doit 
diviser  F"  X F"  X«  • •;  et  ainsi  de  suite.  D’où  l’on  voit  que  D, 
ne  divisant  aucun  des  (ni  — 1)  premiers  facteurs,  doit  du  moins 
diviser  le  mi,m“. 

On  déduit  de  là,  comme  cas  particulier,  que  D ne  peut  diviser 
F"  sans  diviser  F (D  étant  un  diviseur  relatif  du  premier  degré, 
et  F une  fonction  entière  quelconque). 

234.  Seconu  principe.  — Soit  une  fonction  entière  F,  résultant 
de  la  multiplication  d’un  nombre  quelconque  de  fonctions  entières 
F',  F",  F'", . . . (dont  quelques-unes -peuvent  être  égales).  Cette 
fonction  entière  F'  ne  saurait  avoir  (n"  2i»2)  pour  diviseurs  relatifs 
du  premier  degré  en  x,  que  ceux  qui  entrent  dans  les  fonctions 
F',  F",  F",.  . . ou  (n°  231)  des  produits  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

Nous  pouvons  actuellement  passer  à l’exposition  des  propriétés 
communes  à toutes  les  équations. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS. 

25i>.  Toute  équation  complète  du  degré  ni  (ni  étant  un  nombre 
entier  et  positif)  peut,  par  la  transposition  des  ternies  et  après 
la  division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  i",  être  rame- 
née à la  forme  • 

x m -f-  Px"— 1 -f-  Qx™~J  Tx  -4-  U = o; 

P,  Q,  R,.  . T,  U étant  des  coefficients  pris  dans  le  sens  algé- 
brique le  plus  général. 

Cela  posé,  on  affadie  racine  de  cette  équation  ( voyez  n"  97) 
toute  expression,  de  quelque  nature  qu’elic  soit,  c’est-à-dire 
mimétique  ou  algébrique , réelle  ou  imaginaire , qui,  substituée  h 
la  place  de  x dans  l’équation  , rend  son  premier  membre  égal  à o. 

250.  Une  équation  pouvant,  en  général,  être  considérée 
comme  la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre 
les  données  et  l’inconnue  d’un  problème-,  orl  est  conduit  naturelle- 
ment à ce  principe,  que  toute  équation  a au  moins  une  racine. 
A la  vérité  , les  conditions  de  l’énoncé  peuvent  être  incompatibles; 
mais  alors  on  doit  supposer  que  l’on  en  serait  averti  par  quelque 
symbole  d'absurdité , tel  qu’une  formule  renfermant,  comme  opé- 
ration nécessaire,  l’extraction  d’une  racine  de  degré  pair  d’une 
quantité  négative  ; et  il  n’en  existerait  pas  moins  une  expression 
qui,  mise  à la  place  de  x dans  l’équation,  y satisferait.  Nous 
admettrons  donc  ce  principe,  que  nous  aurons  d’ailleurs  occasion 
de  vérifier  par  la  suite,  pour  la  plupart  des  équations  (*). 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  l’on  peut 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des 
équations.  * 

257.  Première  propriété.  — Si  a est  une  racine  de  l’équation 


(*)  M.  Cauchy  a donné,  dans  ses  leçons  à l’ILcole  Polytechnique , une 
démonstration  de  celte  proposition;  mais  nous  ne  lu  croyons  pas  de  nature 
à trouver  place  dans  ces  Eléments  ; d'autant  plus  que , dans  notre  opinion  , 
elle  n'est  pas  exempte  de  quelques  objections. 
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x'"  -t-  P.\m~'  4-  Qx,n~’.  . . +U  = o,  le  premier  membre  de  cette 
équation  est  divisible  par  ( x — a ) ; et  réciproquement , si  un  facteur 
de  ta  forme  (x  — 17)  divise  le  premier  membre  de  la  proposée,  a est 
une  racine  de  cette  équation. 

En  effet , essayons  la  division , et  voyons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  pousse  l’opération  jusqu’il  ce  que  l’exposant  de  x 
devienne  o dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons  parlé 
n°  250,  puisque  a,  P,  Q,....  sont  de  nature  quelconque.) 


r*  4-  P x"*  ■ x-  Q 

. . . -t-  Tx  4-  U i x — a 

4- 0 

r*1-  1 a I _r'"—  J -f-  n3 

1 *«->-+- 

+ p| 

4-  P 1 -h  P * 

i'"“’4- . • • 4- Q 1 

. -f-Qn”-5 

4- P* 

* 

-t-  . . . 

+ 

O 

-t-T 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s’obtiennent 
les  quotients  partiels,  on  reconnaît,  d'abord  par  analogie,  et 
ensuite  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n0,5l  et  86), 
une  loi  de  formation  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quo- 
tients; et  l’on  peut  en  conclure,  t" — qu’il  doit  y avoir  m quo- 
tients partiels;  2° — que  le  coefficient  du  m1’"’  quotient,  c’est-à- 
dire  de  .r° , doit  être 

-f-  Pn”  1 -I-  Q a”-1  4-  ...  -I-  T, 

T étant  le  coeflicient  de  l’avant-dernier  terme  de  la  proposée. 

Donc,  en  multipliant  le  diviseur  parce  quotient,  et  soustrayant 
le  produit  du  dividende,  on  obtient  pour  reste 

am  -I-  Prtm-'  4-  Q 4-  . . . 4-  T/i  -t-  U. 

Or,  par  hypothèse,  a est  racine  de  l’équation;  donc  ce  reste, 
est  nul , puisqu’il  n’est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a à la  place  de  x dans  l’équation  ; ainsi  ta  division  se  fait 
exactement. 

Récip1.,  si  (x  — a)  est  diviseur  exact  de  xm  -4-  Px”- 1 4-  . . . , 
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le  reste  nm  -+-  P a"—'  -t-  . . „ doit  être  nul;  ainsi  (n"  258),  a est 
racine  de  l’équation. 

258.  Remarque.  — En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  divi- 
sion effectuée  dans  le  numéro  précédent , on  aperçoit  pour  les  coef- 
ficients la  loi  suivante  : Chaque  coefficient  s'obtient  en  multipliant 
celui  qui  le  précède  par  la  quantité  a , et  ajoutant  au  produit  celui 
des  coefficients  de  l’équation  proposée , qui  occupe  le  même  rang 
que  le  terme  du  quotient  qu’on  veut  obtenir. 

Ainsi,  le  coefficient  du  3e  terme,  a1  -f-  Pa  -f-  Q , est  égal  il 
(a  -f-  P)  a -+-  Q , ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a -t-  P, 
par  la  quantité  a,  augmenté  du  coefficient  Q du  3e  terme  de 
l’équation  proposée. 

Le  coefficient  du  4e  terme  serait 

( a1  Pa  4-  Q ) a -4-  R , ou  a3  -+■  Pa!  -+-  Qa  -t-  R . 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  qui  d’ail- 
leurs est  facile  à retenir. 

239.  Seconde  propriété.  — Toute  équation  h une  seule  incon- 
nue a autant  de  racines  qu'il  y a d’unités  dans  l'exposant  de  son 
degré , et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

Soit  x”  Pa.-1"--'  Qx'"~î  -+-...  -H  Tx  U = o l’équation 
proposée. 

Puisque  (n°  236)  toute  équation  a au  moins  une  racine,  si  l’on 
désigne  par  a la  racine  que  l’équation  précédente  comporte  néces- 
sairement , son  premier  membre  est  ( n"  257  ) divisible  par  (x  — a)  ; 
et  l’on  a l’identité 

x"  -t-  Vx™-'  -4-  ...  = (x  — a)  -+-  PV"-5  -+-...).  (i) 

Mais  en  posant  x™-1  -f-  P'x"— ’ o, 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a an  moins  une  racine.  Soit  b 
cette  racine , on  a ( n°  257  ) 

x"-1  -h  P'x'“-J  -f-  . . . = (x  — b)  (x"-’  -t-  P"x™-  -f-  , . . ) , 
égalité  qui,  multipliée  membre  à membre  par  l’égalité  (i),  donne 
■V"  -+-  Px”-'  -+-  ...  = (x  — a)  (x  — b)  (i'-’-f  P’V-J  -t-'...).  (?.) 
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Raisonnant  sur  le  polynôme  x'”-3  -+-  P"x'"-3  4-  . • . comine 
sur  le  précédent,  on  a encore 

x”~*  -J-  P"x"_3  1=  (.r  — c ) (x",~3  4-  P'".rJ"_l  4-  . . .), 

égalité  qui , multipliée  par  l’égalité  (a),  donne 

xm  4-  Px'—'  4-  ...  = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c)  (.r™-3  4-  ...).  (3) 

Remarquons  maintenant  que  , pour  chaque  facteur  du  tcr  degré 
en  x,  mis  en  évidence,  le  degré  de  x dans  le  polynôme-quotient 
diminue  d’une  unité.  Ainsi.  lorsqu’on  aura  fait  ressortir  (m  — 2) 
facteurs  du  premier  degré,  l’exposant  dexsera  réduit  à ni  — (m  — 2), 
ou  2 ; c’est-à-dire  qu’on  obtiendra  un  polynôme  du  2e  degré 
en  x,  qui  (n°97)  est  lui-même  décomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier  degré  (x — /,■)  (x  — /).  Or,  comme  on 
aura  déjà  mis  en  évidençe  ( m — 2)  facteurs  du  premier  degré,  il 
s’ensuit  que  finalement  on  a l’identité 

x*-+-  Px”~'  4-  ...  = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c)  . . (x  — k)[x — /) , 

dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m facteurs  du  premier 
degré  en  x. 

Cela  posé,  puisqu’à  chaque  diviseur  du  premier  degré  en  xcor- 
respond  nécessairement  (nn257  ) une  racine  de  la  proposée,  il  s’en- 
suit que  les  m facteurs  du  premier  degré  x — a,  x — b,  x — c,... 
donnent , pour  la  proposée  , m racines  a , b , c,....  Donc,  etc. 

Il  résulte  d’ailleurs  évidemment  du  principe  établi  n"  234,  que 
le  polynôme  x”  4-  Px™-'  4-  ...  ne  peut  avoir  d’autres  diviseurs 
relatifs  du  premier  degré,  que  x — a , x — b,...,  x — h,  x — I , 
ou  le  produit  de  l’un  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur 
quelconque  indépendant  de  x.  Donc  l’équation  elle-même  ne  peut 
avoir  pour  racines  que  a,  b,  c,...,  A , /,  qui  sont  les  seules  qu’on 
puisse  tirer  des  équations 

x — <7  = 0,  x — b —o,...,  x — A — o , x — / — o , 
ou,  plus  généralement,  des  équations 

M (x  — a)  = o,  SI' (x  — b)  — o,... 

(SI,  M',  SI",.  . . étant  des  facteurs  indépendants  de  x). 

Donc,  enfin  , toute  équation  du  degré'  m a m racines , et  ne 
saurait  en  avoir  davantage. 
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240.  Remarque.  — Il  existe  des  équations  qui,  en  apparence, 
admettent  moins  de  racines  qu’il  n’y  a d'unités  dans  l’exposant  de 
leur  degrc.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a plusieurs  fac- 
teurs égaux  : telle  serait  l’équation 

(x  — a)'  (x  — b)3  [x  — c)’  (x  — rfj  = o, 

qui  n’a  que  quatre  racines  différentes  a , b,  c,  tl,  quoiqu’elle  soit 
du  dixième  degré. 

Tl  est  évident  qu’aucune  quantité  a différente  de  a , b , c , fl  no 
peut  la  vérifier.  Car  l’existence  de  cette  racine  a entraînerait  celle 
du  diviseur  (x  — a),  dans  le  premier  membre,  ce  qui  est  im- 
possible en  vertu  du  principe  établi  n"  234. 

Mais  la  proposée  n’en  a pas  moins  io  racines,  dont  4 sont 
égales  à a,  3 égales  à b,  i égales  à c,  i égale  à d. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d’équations  sont  plus 
faciles  à résoudre  que  celles  dont  les  racines  n’ont  entre  elles  au- 
cune relation  déterminée. 

241 . Conséquence  de  la  seconde  propriété. 

Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m ayant  m di- 
viseurs du  premier  degré , de  la  forme 

x — a,  x — b,  x — c,...,  x /,  x — /, 

si  l’on  multiplie  ces  diviseurs  deux  a deux , trois  n trois,...,  on  ob- 
tiendra ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second  , du  troi- 
sième,... degré  èn  x,  que  l’on  peut  former  de  combinaisons  diffé- 
rentes avec  ni  quantités  prises  deux  à deux  , trois  à trois, ....  Or 
ces  nombres  de  combinaisons  sont,  comme  on  l’a  vu  n"  147  , ex- 

ta  — t m — 1 i m — 2 _ , 

primés  par  m • — - •>  n;  • - ■ ^ i • • ■ ; et  les  pro- 

duits obtenus  sont  d’ailleurs  ( n°  234  ) les  setds  diviseurs  du  même 
degré  que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir,  à moins 
que  l’on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

m — ■ . , 

Ainsi,  la  proposée  admet  m diviseurs  du  second 


Digitized  by  Google 


degré,  m ■ 
de  suite. 


OF.S  EQUATIONS. 


1 ° « 


m — a . 

— j — diviseurs 


du  troisième  degré  ; cl  ainsi 


242  Com position  des  équations.  — Si , dans  l’équation  iden- 
tique 

x * -+-  P.r"“‘  -I-  ...  = (x  — <i)  (x  — b)  (x  — c) ...  (x  — /), 

on  effectue  la  multiplication  des  m facteurs  du  second  membre 
[voyez  n°  148'!,  et  que  l’on  compare,  terme  à terme,  les  deux 
membres,  on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coef- 
ficients P,  Q , R, ... , T,  U,  et  les  racines  a , b , c, ... , X,  l,  de 
la  proposée  , savoir  : 

— a — b — c... — X- — / = P,  ou  a + b + c ...  -f-  X -f-  / — — P; 

il  b -f-  uc  -f-  . . . H-  kl  rr  -f-  Q ; 

— abc  — abd ...  — ikl  — R , ou  abc  -+-  abtl ...  H-  ikl  — — R , 


ifc  abed.  . . X/  = U,  ou  abcd . . . kl  = zfc  U. 

( On  a placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation,  parce  qui; 
le  produit  — «X  — b X — c ...  X — X est  -+-  ou  — abcd ...  kl, 
suivant  que  l’équation  est  de  degré  pair  ou  de  degré  impair .) 

Donc,  l°.  La  somme  algébrique  des  racines,  prises  en  signes 
contraires , est  égale  au  coefficient  du  second  terme;  ou  bien,  la 
somme  algébrique  des  racines , prises  avec  leurs  signes,  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme,  pris  en  signe  contraire. 

a".  La  somme  des  produits  deux  à deux  des  racines , prises  arec 
leurs  signes  , est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme. 

3°.  La  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines,  prises  en 
signes  contraires , est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme;  ou 
bien , la  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines , prises  avec  leurs 
signes,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe 
contraire. 

F.t  ainsi  de  suite. 

Enfin,  Le  produit  de  toutes  les  racines  , prises  en  signes  con- 
traires, est  égal  au  dernier  terme  ; ou  bien,  le  produit  de  toutes 
les  racines  , prises  avec  leurs  signes , est  égal  au  dernier  terme  de 
Jlg.  £.,  io*  éd.  3.6 
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l’équation , pris  avec  son  signe,  si  l’équation  est  de  degré  pair,  et 
avec  un  signe  contraire,  si  l’équation  est  de  degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n°  98  , par  rapport  aux  équations  du 
second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui  vien- 
nent d’être  établies.  Le  dernier  terme,  pris  avec  son  signe  dans 
ces  équations,  est  égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes,  parce 
que  l’équation  est  de  degré  pair. 

N.  B.  — On  a supposé  , dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefficient 
du  premier  terme  égal  à l’unité.  S’il  en  était  autrement,  il  faudrait, 
avant  d’établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficients  et  les 
racines,  diviser  toute  l’équation  par  ce  coefficient. 

245.  C’est  ici  le  lieu  d’établir  deux  propositions  dont  nous  au- 
rons plus  d’une  fois  à faire  usage  par  la  suite. 

Soit  l’équation  la  plus  générale  du  mlcm'  degré, 

Ax” -+- Er"— 1 4- 4-  Kx'"-'1  -+- ... 4-  Nx"4-  Par"”'  H-  •• . 

4-  Tx  -f-  U — O j 

A,  B,...,  H,  K,...,  N,  P,..,  T,  U,  étant  des  quantités  algébri- 
ques quelconques.  ( Le  terme  Nx"  a n termes  après  lui , et  le  terme 
R/1-"  en  a n avant  lui.) 

Cela  posé , il  peut  arriver  que  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  les  données  qui  ont  conduit  à 1 équation  proposée  anéantis- 
sent, soit  les  n derniers  termes , à partir  du  terme  Px0_l  jusqu 
la  fin,  soit  les  n premiers  termes,  jusqu’au  terme  inclu- 

sivement. Or  je  dis  que,  dans  le  premier  cas,  Y équation  a un 
nombre,  n de  racines  • nulles , et  que,  dans  le  second,  elle  a un 
nombre  n de  racines  infinies. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  l’équation  prenant  alors  la  forme 
x*  (Ax"~"  4-  Bx"-"-'  -I — . 4-  N)  s=  o , 
on  peut  y satisfaire  en  posant 

soit  x»  = o,  soit  Ax",-n  4-Bx"-"-' 4-.  • - + N = o; 

or  la  première  hypothèse  donne  n racines  nécessairement  nulles 
f n°  259 ) , et  la  seconde  (»i  — n)  racines  qui  peuvent  être  quel- 
conques 
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Quant  au  second  cas,  faisons,  comme  au  n"  192,  x z=  - 

dans  l’équation  proposée. 

Il  vient,  après  la  disparition  des  dénominateurs, 

Ur"  -4-  Tj"-1  By  -4-  A=  o, 

équation  dont  les  n derniers  coefficients  sont , par  hypothèse , égaux 
à zéro , et  qui  a par  conséquent  n racines  milles  ; donc , à cause  de 

la  relation  x=  - < l’équation  proposée  a n racines  infinies. 

C.  Q.  F.  D. 

THÉORIE  COMPLÈTE  DU  PLUS  CRAN»  COMMUN  DIVISEUR. 

Introduction.  — Kn  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes, 
on  aperçoit  une  tiès-grande  analogie  entre  la  recherche  des  divi- 
seurs relatifs  du  premier  degré  d’une  fonction  entière  de  x , et  la’ 
résolution  d’une  équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété 
du  n°  259  , que  tout  polynôme 

Ax”  -4-  Bx"-1  -4-  Car"-*  + . . . -t-  Tx  -4-  U 

est  décomposable  en  m facteurs  du  premier  degré  en  x ; or,  pour 
obtenir  cette  décomposition , il  suffirait  d’égaler  le  polynôme  à zéro, 
et  de  résoudre  l’équation  par  rapport  à x;  et  réciproquement , si 
l’on  connaissait  les  facteurs  du  premier  degré  en  x qui  composent 
ce  polynôme  , on  connaîtrait  par  là  même  les  racines. 

Si  l’on  a besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obtenir 
les  diviseurs  relatifs  d’un  polynôme,  cela  n’est  pas  nécessaire 
pour  obtenir  ce  qu’on  appelle  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions  entières.  Les  analystes  ont  même  tiré 
parti  de  cette  dernière  question  pour  la  résolution  de  certaines 
classes  d’équations.  Ainsi,  avant  de  pénétrer  davantage  dans  la 
théorie  des  équations,  il  est  nécessaire  que  nous  complétions  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur;  question  qui  n’a  été 
qu’ébauchée  dans  le  premier  chapitre. 

Nous  traiterons  d’abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  dex, 

26. 
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après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes  sont 
entiers  par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  coefficients. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

244.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions 
entières  de.r  est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  en  .r,  qui  divise 
à la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition,  que  quand  les  deux 
polynômes  ont  été  divisés  pa r leur  plus  grand  commun  diviseur, 
les  quotients  résultants  ne  doivent  plus  renfermer  aucun  facteur 
commun  en  x-,  car,  s’il  en  existait  un,  le  produit  de  ce  facteur 
par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré  plus  élevé  en  x que 
ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  relatif  des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  d , d',  d"  les  seuls  facteurs  du  premier  degré 
en  x , communs  à deux  fonctions  entières , et  supposons  que 
n , p,  q soient  les  exposants  des  puissances  de  ces  facteurs,  rom" 
inunes  aux  deux  polynômes.  Il  est  évident  que  le  produit  d".  d'f.d"i 
est  un  diviseur  relatif  commun  aux  deux  polynômes.  Je  dis,  de  plus, 
que  c’est  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif ; car  il  résulte  du 
principe  établi  n°  234  , que  les  autres  diviseurs  relatifs  communs 
ne  peuvent  être  que  des  produits  2 à 2,  3 à 3,. . . des  diverses 
puissances  de  d,  d',  d",  dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
égaux  à n , p,  q. 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  premier  principe,  i"  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  ndatif  de  deux  fonctions  entières  est 
le  produit  des  plus  hautes  puissances  de  tous  les  diviseurs  du  pre- 
mier degré  en  x , communes  aux  deujc  polynômes  ; 2°  que  tout  divi- 
seur relatif  commun  à deux  fonctions  entières  , divise  nécessaire- 
ment leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

N.  B.  — On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs 
relatifs  communs,  de  meme  degré,  etu,  que  da  x d 'f  X d"i  ; 
mais  ce  serait  (n°  231  ) en  multipliant  celui-ci  par  des  facteurs  in- 
dépendants de  .r. 

243.  Second  principe.  — /.<  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions  entières  est  te  même  que  celui  qui 
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existe  entée  le  polynôme  fin  plus  faible  tlegrê  et  le  reste  de  leur 
division,  ou,  du  moins,  il  n’en  diffère  (/ne  par  un  facteur  indépen- 
dant de  x. 

En  effet,  soient  A et  B les  deux  polynômes,  D leur  plus  grand 
commun  diviseur  relatif,  Q et  R le  quotient  et  le  reste  «le  leur 
division,  D'  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  B et  de  R ; 
on  a l'égalité 

A = B X Q -+-  R , 

d où  I on  déduit,  en  divisant  alternativement  par  L)  et  11', 

A _ BQ  R A BQ  R 

D D D ’ " D'  ~ D'  + D7 ' 

D abord  , D étant  diviseur  relatif  de  A et  de  B,  il  s’ensuit  que 
A BQ 

ÎT  <;t  ~D  sonl  “*•’*  fonctions  entières  de  .r  ; ainsi , il  doit  en  être  de 

même  de  — ; c’est-à-dire  «pie  D est  diviseur  relatif  «le  B et  de  R. 

Donc,  d’après  le  premier  principe,  D doit  diviser  D'  <|ui  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  B et  R. 

De  même,  D',  diviseur  relatif  de  B et  de  R , l’est  aussi  de  BQ 
et  de  R,  et,  par  conséquent,  de  BQ  4-  R,  ou  de  A.  Ainsi,  D', 
diviseur  relatif  de  A et  de  B,  doit  diviser  D,  qui  est  le  plus  grand 
commun  «liviseur  relatif  entre  A et  B. 

Les  deux  polynômes  D et  D'  sont  donc  réciproquement  divi- 
sibles l’un  par  l’autre,  rc  qui  exige  qu’ils  soient  de  même  degré, 
et,  par  conséquent  (n°  244),  qu’ils  soient  identiques  ou  ne  dif- 
fèrent l’un  de  l’autre  «pie  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

24C.  De  ces  «leux  principes  résulte  le  procédé  suivant  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  «leux  fonctions 
entières. 

Divisez  le  polynôme  du  plus  haut  clegrc  en  x par  le  second  ; si  la 
division  se  fait  exactement , le  second  polynôme  est  le  p.  g.  c.  d. 
cherché.  — Si  vous  obtenez  un  reste , divisez  te  second  polynôme 
par  le  reste  g en  supposant  que  cette  division  se  fasse  exactement , 
le  reste  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  ce  reste  lui-même  et  te  second  poly- 
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nôrne,  et , par  conséquent , aussi  entre  les  deux  polynômes  proposés. 
— Si  vous  obtenez  un  second  reste,  divisez  le  premier  reste  par  le 
second , et  continuez  ainsi  l’opération  jusqu’à  ce  que  vous  pan>e- 
niez  h un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent , et  qui  sera 
alors  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Lorsqu’en  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à un 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  en  conclure  que  les  deux  poly- 
nômes proposés  sont  premiers  entre  eux , en  ce  sens  qu’ils  n’ad- 
mettent aucun  diviseur  commun  en  x-,  car  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  divisant  (n°248)  le  reste  de  chaque  division, 
devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant  de  x auquel  on  est  par- 
venu , ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  (n°  239)  les  modifications  que  l’on  peut,  dans  la 
pratique , apporter  à ce  procédé  , lorsqu’on  l’applique  à une  cer- 
taine classe  de  polynômes. 

247.  Soit  maintenant  à déterminer  le  plus  grand  commun  divi- 
seur relatif  de  plusieurs  fonctions  entières  A,fi,C,E,.... 

Appelons  D le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B,  D'  le  p.  g.  c.  d.  entre 
D et  C ; je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A , B , C. 

En  effet , le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C,  devant  diviser  A et  B , divise 
leur  p.  g.  c.  d.  D;  d’ailleurs,  il  divise  aussi  C:  ainsi  il  doit  divi- 
ser D',  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D et  de  C;  il  ne  peut  donc  être 
d’un  degré  plus  élevé  que  D'.  Mais  D'  est  évidemment  diviseur 
commun  aux  trois  polynômes  A,  B,  C;  donc,  enfin,  D est  leur 
p.  g.  c.  d. 

On  prouverait  d’une  manière  analogue  que  le  p.  g.  c.  d.  D", 
entre  D'  et  E,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  C,  E;  et  ainsi  de 
suite. 


N.  B.  — Darîs  les  applications,  on  commence  par  chercher  le 
p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré,  puis 
entre  celui  qu’on  a ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus 
simple,  sous  le  rapport  du  degré;  etc.,  etc. 

248.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  (pic,  par  une 
suite  de  divisions  algébriques,  on  pput  toujours  obtenir  le  plus 
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grand  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes 
enx,  quelle  que  soit  la  nature  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de- la  lettre  principale. 

On  peut  encore  observer  que,  toutes  les  fois  qu’on  opère  sur 
des  polynômes  rationnels,  c’est-à-dire  sur  des  polynômes  qui  ne 
renferment  aucun  signe  d’extraction  de  racine,  l’application  du 
procédé  conduit  à des  quotients  et  à des  restes  qui  peuvent  être 
entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentiellement  rationnels. 
Ainsi,  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  auquel  on  parvient 
par  ce  procédé  ne  peut  être  que  rationnel. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire. 

2-49.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer 
seront  de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le 
premier  chapitre;  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels 
et  entiers,  parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  que,  composés 
d’un  nombre  limité  de  termes , comme  les  fonctions  entières,  ils  ne 
renferment  dans  leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  divi- 
sion ou  de  l’extraction  des  racines  ; c’est-à-dire  que  les  coefficients 
numériques  ou  algébriques  sont  entiers,  et  qu’il  n’entre  dans  ces 
polynômes  que  des  exposants  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 
lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  facteur  ou  diviseur  d'un 
second  polynôme  de  même  nature,  lorsqu’il  existe  un  troisième 
polynôme  rationnel  et  entier  qui , multiplié  par  le  premier,  peut 
reproduire  le  second  ; et  c’est  par  le  procédé  de  la  division  algé- 
brique ordinaire  qu’on  reconnaît  si  le  premier  polynôme  est  fac- 
teur du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier,  lorsqu’il 
n’a  pas  d’autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-même  et  l’unité 
qui  est  diviseur  de  toute  quantité  entière;  et  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers  sont  dits  premiers  entre  eux,  lorsqu’ils 
n’admettent  aucun  facteur  commun  rationnel  et  entier,  autre  que 
l’unité. 

2S0.  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  regarderons 
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comme  démontrée  la  proposition  suivante  (*):  — Tout  polynôme 
premier  P (rationnel  et  entier)  qui  divise  exactement  te  produit 
A X P de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers  doit  néces- 
sairement diviser  l’un  de  ces  polynômes.  Et  voici  les  conséquences 
qu’ont  peut  en  tirer  : 

Premièrement.  — Concevons  qu'un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier A soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
premiers , numériques  ou  algébriques , mais  rationnels  et  entiers, 
et  que  l’on  ait 

A = P . P'  . P"  . P'"  . . . PCO 

(plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre  eux). 

Il  résulte  de  la  proposition  qui  vient  d’être  énoncée,  qu’aucun 
polynôme  premier  p,  différent  de  P,  P',  P",...,  Pt”),  ne  peut  divi- 
ser A;  car,  pour  diviser  A , il  faut  que;»  divise  P X P'  P"...  PM  ; 
or,  s’il  est  différent  de  P,  il  ne  peut  le  diviser,  puisque  P est  pre- 
mier, et  il  doit,  par  conséquent,  diviser  P'  P"...  PW.  Par  la  même 
raison,  si  p est  différent  de  P',  il  doit  diviser  P"  P"’...  PM,  et 
ainsi  de  suite;  d’où  l’on  conclurait  que  p doit  être  égal  au  dernier 
facteur  PM , ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Ainsi,  les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  A puisse  ren- 
fermer sont  les  facteurs  P,  P',  P", . . . , PM,  dans  lesquels  A 
est  déjà  décomposé , ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à deux, 
trois  à trois,  etc. 

2151.  Secondement.  — Soient  A et  B deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  D leur  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-à-dire  ( n°  54) 
le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux 
coefficients,  qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  donnés.  Si 
l’on  désigne  par  A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division 
par  D,  on  a ( même  numéro)  A = A' D,  B = B'D,  A'  et  B'  étant 
premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  d,  commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doit,  en  vertu 


(*)  Voyez,  pour  la  démonstration,  lu  note  qui  est  à la  fin  du  8e  chapitre. 

* 
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de  la  proposition  fondamentale  (nn  14iî0),  diviser  D.  Il  est  d’ailleurs 
évident  que  tout  facteur  premier/»  qui  divise  A sans  diviser  B,  ou 
vice  versii , ne  saurait  diviser  D. 

Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  contient,  comme,  facteurs,  tous  les  diviseurs  par- 
ticuliers communs  aux  deux  polynômes , et  ne  peut  en  renfermer 
d'autres. 

C’est  le  premier  principe  du  n°  58  appliqué  à deux  polynômes 
rationnels  et  entiers. 

282.  Troisièmement.  — Soient  A et  B deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers;  d,  d d",. . . les  fadeurs  premiers  (rationnels  et 
entiers)  communs  aux  deux  polynômes;  n,  p,  les  expo- 

sants des  pins  hautes  puissances  de  ces  facteurs,  communes  aux 
deux  polynômes;  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  fac- 
teurs soient  au  nombre  de  quatre.  On  a les  deux  égalités 

A = d".  d'r . d"i . d "" . A",  B = d" . d'P .d"i . dWr . B", 

A"  et  B"  étant  premiers  entre  eux;  car,  s’il  en  était  autrement , 
c’est  que  l’on  n’aurait  pas  mis  en  évidence  tous  les  facteurs  pre- 
miers communs. 

Cela  posé,  je  dis  que  l’on  a,  en  désignant  par  D le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A et  B, 

D = d’.d'P . d"l . dmr. 

En  effet,  il  est  évident  d’abord  que  ce  produit  d" . d'P . d"t . d'"r 
est  diviseur  commun  des  deux  polynômes.  De  plus,  c’est  le  plus 
grand  qu’on  puisse  obtenir,  puisque  (n°  250)  les  autres  facteurs 
ne  peuvent  être  que  les  produits,  2 à 2,  3 à 3,.  . . des  diverses 
puissances  de  d,  d',  d",  d"',  dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
égaux  à n , p , q,  r.  (C’est  la  proposition  déjà  démontrée  au  n°  244 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif.) 

Il  résulte  de  là  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne 
peuvent  avoir  qu  ‘un  seul  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-à-dire 
un  seul  diviseur  commun,  dans  lequel  les  coefficients  et  les  expo- 
sants soient  les  plus  grands  possibles  ; tandis  que  deux  fonctions 
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entières  ont  une  infinité  île  plus  grands  communs  diviseurs  rela- 
tifs (n"  244  ) . 

285.  Quatrièmement.  — On  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ou  supprimer,  dans  l'un  des  polynômes  A ou,  B , tel  fac- 
teur rationnel  et  entier  que  l’on  juge  à propos,  pourvu  que  ce  fac- 
teur ne  se  trouve  pas  déjà  dans  l'autre  polynôme.  Car  il  est  évi- 
dent que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  nouveaux 
polynômes  reste  le  même  qu’entre  les  polynômes  proposés,  puis- 
qu’il doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

281.  Cinquièmement.  — Passons  il  la  démonstration  du  second 
principe  établi  n"  58. 

Observons  d’abord  que  les  deux  polynômes  A et  15  peuvent  tou- 
jours être  supposés  tels  qu’après  les  avoir  ordonnés  par  rapport  à 
une  de  leurs  lettres  communes,  a,  et  avoir  divisé  le  polynôme 
du  plus  haut  degré,  A par  exemple,  par  le  second  B,  on  ait 
obtenu  un  quotient  entier  et.  un  reste  de  même  nature,  dans  lequel 
le  plus  haut  exposant  de  a soit  moindre  que  celui  du  diviseur. 

En  effet,  pour  que,  dans  chacune  des  opérations  partielles,  le 
quotient  soit  fractionnaire,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  divi- 
sible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur  ; et  alors  le 
dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui- 
même,  on  l’un  des  facteurs  de  ce  coefficient.  Or  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas  : ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  les  coeffi- 
cients des  autres  puissances  de  a qui  entrent  dans  le  diviseur;  ou 
il  a des  facteurs  communs  avec  tous  ces  coefficients;  ou  bien  il  a, 
avec  quelques-uns  seulement,  des  facteurs  communs  qui  n’entrent 
pas  dans  les  autres.  (On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  tous  les 
coefficients  sont  premiers  entre  eux.) 

Dans  les  deux  premiers,  B contiendrait,  comme  facteur,  ce 
coefficient,  ou  l’un  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  ce  facteur  ne 
se  trouvant  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait  (n°  281)  faire 
partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  B.  Ainsi  (n°  285), 
on  pourrait  le  supprimer  d’avance  dans  B;  et  la  question  serait 
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ramenée  à rechercher  le  pl us  grand  commun  diviseur  entre  A et 
le  résultat  B'  provenant  de  la  suppression  de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A 
par  le.  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotients 
fractionnaires  obtenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement  pre- 
mier avec  B.  Le  produit  de  A par  ce  multiple  ayant  (n°  2S3)  avec  B 
le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui  qui  existe  entre  A 
et  B,  on  pourrait  alors  opérer  sur  ce  produit  A'  et  sur  B,  comme 
sur  les  deux  polynômes  primitifs,  et  l’on  serait  alors  certain  d’a- 
voir des  quotients  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  h priori  que  les  polynômes  A et  B 
satisfassent  à la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B est  le  même,  que 
le  p.  g.  c.  d.  entre  B et  R,  R désignant  le  reste  de  leur  division 
poussée  jusqu’à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B par 
rapport  à la  lettre  principale  a. 

En  effet,  soient  D le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B , et  D' le  p.  g.  c.  d. 
entre  B et  R ; on  a l’égalité 

a=bxQ+r 

(Q  et  R étant  des  polynômes  entiers);  d’où,  divisant  d’abord 
par  D et  ensuite  par  D', 

A B XQ  R A B X Q R 

D D ^ D C D'  ~ D'  + D'  ' 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent  : i°.  — Que  D divisant 
A,  B,  et,  par  conséquent,  B X Q,  divise  aussi  R;  ainsi  D,  divi- 
seur commun  de  B,  R,  divise  (n°  2151  ) D',  qui  est  le  p.  g.  c.  d. 
de  B et  de  R. 

2°.  — Que  D'  divisant  R , B,  et,  par  conséquent,  B X Q,  divise 
aussi  A;  ainsi  D',  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D,  qui  est  le 
/>.  g.  c.  d.  entre  A et  B. 

Puisque  D et  D',  divisés  réciproquement  l’un  par  l’autre,  doi- 
vent donner  des  quotients  entiers,  ces  quotients  ne  peuvent  être 
que  l’unité;  et  l’on  a 
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233.  Il  nous  reste  encore  à faire  une  remarque  propre  à nous 
guider  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons 
ordonné  par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent,  a par 
exemple. 

Si  ce  polynôme  n’est  pas  premier  (n°  249),  c’est-à-dire  s’il 
est  décomposable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être 
regardé  comme  le  produit  de  trois  facteurs  principaux,  savoir: 

i°.  D’h/j  monôme  A,  commun  à tons  les  termes  de  A (ce  facteur 
se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  tous 
les  coefficients  numériques,  multiplie  par  le  produit  des  facteurs 
littéraux  communs  à tous  les  termes)  ; 

2°.  D’h/î  polynôme  A,  indépendant  de  a,  lequel  doit  (n°  50)  se 
trouver  facteur  commun  à tous  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  a dans  les  polynômes  ordonnes  j 

3".  D’««  polynôme  A3  dépendant  de  a,  et  dans  lequel  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  a sont  premiers  entre  eux 
( n°  234  ),  en  sorte  que  l’on  a 

A = A,  X A,  X A,. 

Quelquefois,  l’un  des  facteurs  A,,  A,,  ou  tous  les  deux,  se 
réduisent  à l’unité;  mais,  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  géné- 
rale d’un  polynôme  rationnel  cl  entier  ordonné  par  rapport  à a. 

Il  résulte  de  là  que,  quand  il  existe  un  plus  grand  commun 
diviseur  D entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  B,  on 
a également 

D = D,  . D, . D, , 

D,  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  1),  le  plus 
grand  facteur  polynôme  indépendant  d’une  lettre  commune  a , et 
D,  le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cette  lettre. 

Voici  d’ailleurs  le  moyen  d'obtenir  D,. 

On  cherche  d’abord  te  facteur  monôme  A,  commun  à tous  les 
termes  de  A.  Ce  facteur  est,  en  général , composé  de  facteurs  litté- 
raux qui  se  découvrent  à la  simple  inspection  des  termes,  puis 
d’un  coefficient  numérique  que  l’on  obtient  en  appliquant  aux 
divers  coefficients  numériques  de  A le  procédé  établi  en  Arithmc- 
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tique  (nn  l»2)  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nom- 
bres à la  fois. 

On  cherche  de  même  te  facteur  monôme  B,  commun  à tous  les 
termes  de  B;  puis  on  détermine  le  plus  granrl  diviseur  I).  commun 
a A , et  B, . 

Ce  diviseur  D,  est  mis  à part,  comme  formant  le  premier  fac- 
teur du  commun  diviseur  cherché.  On  supprime  d’ailleurs  les  fac- 
teurs A,  et  B,  dans  les  deux  polynômes  proposés  ; et  la  (|uestion  est 
ramenée  à chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  nouveaux  polynômes 
A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteur  monôme.  C’est  donc  à deux 
polynômes  de  cette  espèce  qu’il  convient  d’appliquer  le  procédé 
dont  nous  allons  donner  le  développement. 

Procédé  du  plus  grand  commun  diviseur. 

ülîG.  Il  peut  se  présenter  plusieurs  circonstances,  eu  égard  au 
nombre  des  lettres  que  A'  et  B'  renferment. 

t”....  A'  et  B'  NE  RENFERMANT  yu’üNF.  SEULE  LETTRE  «. 

Si  l’on  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à a , les  coefficients  seront 
nécessairement  ptvmicrs  entre  eux,  puisqu'ils  sont  numériques,  et 
qu’on  a déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n’y 
a lieu  à rechercher  que  le  plus  grand  facteur  commun  dépendant 
de  a , savoir  Uj  (nn  25{>). 

Pour  l’obtenir,  on  commence  (n°2iî4)  par  préparer  le  poly- 
nôme de  plus  haut  degré , de  manière  que  son  premier  terme  soit 
exactement  divisible  parle  premier  ter  me  du  diviseur.  Cette  pré- 
paration consiste  à multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  du 
premier  terme  du  diviseur,  ou  par  un  facteur  de  ce  coefficient , ou 
(n°  5G)  par  une  certaine  puissance  de  ce  coefficient , afin  de  pou- 
voir exécuter  plusieurs  Opérations  de  suite  sans  nouvelles  prépa- 
rations. 

On  effectue  alors  la  division , et  l’on  pousse  l'opération  jusqu’à  ce 
qu'on  obtienne  nn  reste  de  plus  faible  degré  que  te  polynôme  qui  a 
servi  de  diviseur. 

On  cherche  si , entre  les  coefficients  de  ce  reste  (qui  ne  peuvent 
être  (pie  des  nombres),  il  n’existerait  pas  un  facteur  commun  qu’on 
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aurait  soin  de  supprimer,  comme  ne  pouvant  faire  partie  du 
p.  g.  c.  d.  cherché;  après  quoi,  on  opère  sur  le  second  polynôme 
et  sur  le  reste , comme  on  a opéré  sur  les  deux  polynômes  A'  et  B'. 

On  continue  celte  série  d’opérations  jusqu’à  ce  que  l’on  soit  par- 
venu à un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent , auquel  cas  ce 
reste  diviseur  est  le  p.  g.  c.  d.  Dj  qui  existe  entre  A'  et  B';  et 
D,  X D>  exprime  alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B;  ou  bien , jus- 
qu’à ce  qu'on  trouve  un  reste  indépendant  de  a , c’est-à-dire  numé- 
rique; et  c’est  un  signe  certain  que  les  deux  polynômes  A'  et  B* 
sont  premiers  entre  eux. 

2°.  . . . A'Vr  B'  RENFERMANT  DEUX  LETTRES  a et  b. 

Après  avoir  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  à a,  il  faut 
d’abord  procéder  à la  recherche  du  facteur  polynôme  D,  indépen- 
dant <fca(n"  2BS  ). 

Pour  cela,  on  commence  par  déterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  A,  entre  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a 
dans  le  polynôme  A'.  Ce  commun  diviseur  s’obtient  en  appliquant 
le  procédé  (n°  247  ) relatif  à la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  entre  plu- 
sieurs polynômes  à la  fois,  ainsi  que  la  règle  qui  a été  établie  dans 
le  cas  précédent,  puisque  ces  coefficients  ne  renferment  que  la 
seule  lettre  b.  On  détermine  de  même  le  plus  grand  commun  divi- 
seur B,  entre  tous  les  coefficients  de  B'.  Comparant  ensuite  A,  et  B„ 
on  met  à part  leur  plus  grand  commun  diviseur  D, , comme  faisant 
partie  du  p.  g.  c.  d.  cherché;  et  l’on  supprime  d'ailleurs  les  fac- 
teurs A,  cl  B,  dans  A'  et  B';  ce  qui  donne  lieu  à deux  nouveaux 
polynômes  A"  et  B"  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux, 
et  auxquels  on  peut,  par  conséquent,  appliquer  ce  qui  a été  dit 
dans  le  premier  ras. 

Toutefois,  il  faut  avoir  le  soin  , pour  chaque  reste,  de  s’assurer 
si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a ne  renferment 
pas  un  facteur  commun , qu’on  supprimerait  alors  comme  étant 
étranger  au  commun  diviseur.  Nous  avons  déjà  fait  voir  (n°  58) 
que  ces  suppressions  sont  absolument  indispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A"  et  B"  le  commun  diviseur  D3;  et  pour 
les  deux  polynômes  A et  B , le  p.  g.  c.  d.  est  D,  X D,  X Dj. 
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N.  B.  — En  appliquant,  à A"  et  B"  le  procédé  indique  dans  le 
premier  cas,  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux,  à ce  signe,  qu’on  obtient  un  reste,  soit  numé- 
rique, soit  fonction  de  b,  mais  indépendant  de  a.  Alors  A et  B 
n’ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  D,  X D,. 

3°.  . . A'  ET  B'  RENFERMANT  TROIS  LETTRES  <7  , b , C. 

Les  deux  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  à a , on  déter- 
mine d’abord  le  p.  g.  c.  d.  indépendant  de  a,  ce  qui  se  fait  en 
appliquant  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  a , dans  les 
deux  polynômes,  le  procédé  du  n°  247  et  la  règle  du  second  cas, 
puisque  ces  coefficients  polynômes  ne  renferment  que  les  deux 
lettres  b , c. 

Le  polynôme  indépendant  D,  étant  ainsi  mis  en  évidence , et 
les  facteurs  A,  et  B,  qui  l'ont  donné , étant  supprimés  dans  A' 
et  B',  il  en  résulte  deux  polynômes  A''  et  B"  dont  les  coefficients 
sont  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut,  par  conséquent, 
appliquer  ce  qui  a été  dit  dans  les  deux  cas  précédents. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à se  pénétrer  du  procédé  que 
nous  venons  d’établir,  et  ù tâcher  d’en  bien  saisir  l’esprit. 

Nous  allons  en  faire  l’application  à quelques  exemples. 

2S7.  Soient  les  deux  polynômes 

a2d'  — cV/’ — »’c!  + t1,  et  4 aéd — 2af’  + 2c*  — 4 acd. 

Le  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  mo- 
nôme : ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à d , on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(a’  — c*)  f/5  — iï’c-  -t-  c',  et  (2  a 1 — 2 aej  d — ac 1 -I-  c3. 

Il  faut  d’abord  procéder  à la  recherche  du  commun  diviseur 
indépendant  de  la  lettre  d.  v 

Or,  si  l’on  considère  les  coefficients  n’  — c3  et  — d'd1  c*,  du 
premier  polynôme,  on  observe  que  — a'c1  -f-  r(  peut  se  mettre 
sous  la  forme  — c’(«’ — c1),  d’où  l’on  voit  que  a’1  — c’est  fac- 
teur commun  entre  les  deux  coefficients  du  premier  polynôme.  De 
même  , les  coefficients  du  second , 2 a2  — 2 ac  et  — ac ’ -+-  c5, 
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reviennent  à 2 a (a  — c)  et  — c-p/  — c)  ; donc  a — c est  facteur 
commun  entre  ces  coefficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  a-  — c1  et  a — c. 
Comme  ce  dernier  divise  l'autre,  il  s’ensuit  que  a — c est  un 
facteur  commun  aux  deux  polynômes  proposés;  et  c'est  le  plus 
grand  diviseur  indépendant  de  d. 

Supprimons  d’ailleurs  a ■ — c2  dans  le  premier  polynôme,  et 
a — c dans  le  second;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  sup- 
pression, d 2 — c1  et  lad  — c%  polynômes  auxquels  il  faut  appli- 
quer le  procédé  ordinaire. 

d-  — c 2 1 2 ad  — c 2 

4 ald‘  — 4 1,2  j 2 ad  ■+■  c3 
-+-  2 ac2d  — 4 a*r' 

— 4 a,c~  •+■ c>- 

" Explication.  — Après  avoir  multiplié  le  dividende  par  4 a‘i 
et  effectué  deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  reste 

— 4 rt’c’  •+•  c'i  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  d ; 

donc  les  deux  polynômes  d‘  — c’ et  2 ad — c‘  sont  premiers 
entre  eux.  Ainsi , le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 
proposés  est  a — r. 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à a. 
Il  vient,  après  la  suppression  du  facteur  2 dans  le  second  poly- 
nôme, 

(d2  — c2)  a 2 — c2d 2 -t-  e *,  et  2 da2  — (2  cd  -+-  c2)  a + c s. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  facile- 
ment que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a sont  pre- 
miers entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme,  on  observe  que 
le  coefficient  — c2d2  -f-  c1  du  second  terme,  ou  de  a",  revient  à 

— c2  [d1  — c1),  d’où  il  suit  que  d2 — r2  est  facteur  commun 
aux  deux  coefficients;  et  comme  ce  facteur  n’entre  pas  dans  le 
second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  premier  sans  en 
tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie  du  commun 
diviseur. 

Opérant  cette  suppression , puis  prenant  le  second  polynôme 
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pour  dividende  et  le  premier  pour  diviseur  (afin  d'éviter  1»  pré- 
paration), on  a 

i°.  2 da' — 2 erfj  «-(-(*  | a1 c* 

— I farf 


Reste 


— 2 crf  j a + j.  de- 


, , > 

-r  c -+-  r' 


ou  bien  , . . . a — c , 

(en  supprimant  le  facteur  commun  — 2 cd  — c-)\ 

2°.  a1  — é‘  j a — c 

-+-  ac  — c1  ) a -+-  r 

o. 


Explication.  — Apres  avoir  effectué  la  première  division,  on 
obtient  un  reste  <pii  renferme  le  facteur  — 2 cd  — c1  dans  ses 
deux  coefficients;  car  idc’  -t- c5  = — c( — 2 cd — c').  Ce  fac- 
teur étant  supprimé,  le  reste  se  réduit  à a — c,  polynôme  qui 
divise  exactement  a2  — c1. 

Donc  a — c est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Les  commençants  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple 
en  ordonnant  par  rapport  à c. 

2i>8.  Il  existe  un  cas  assez,  remarquable,  dans  lequel  on  peut 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le 
procédé  général  ; c’est  celui  où  l’un  des  deux  polynômes  renferme 
une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l’autre. 

Dans  ce  cas , comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  être  indépendant  de  la  lettre  , il  s'ensuit  que,  si  l’o'n 
ordonne  par  rapport  à cette  lettre  le  polynôme  qui  la  renferme, 
le  plus  grand  commun  d/viseur  cherché  sera  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre 
ordonnatrice  et  le  second  polynôme , lequel,  par  hypothèse  , en  est 
indépendant. 

A la  vérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen,  à déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  que  les 
d/g.  B.,  10'  éd.  27 


/ 
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polynômes  proposés.  Souvent  même  il  arrive  que  quelques-uns 
des  coefficients  du  polynôme  ordonné  sont  des  monômes,  ou 
bien  on  reconnaît,  à leur  sculo  inspection,  qu'ils  sont  premiers 
entre. eux;  et,  dans  ce  cas,  on  est  certain  que  les  polynômes  pro- 
posés sont  aussi  premiers  entre  eux. 

Ainsi,  dans  l’exemple  du  n°  2157,  traité  par  le  premier  moyen, 
après  avoir  supprimé  le  facteur  a — c commun  aux  deux  poly- 
nômes, ce  qui  a donné  pour  résultats, 

• il  ’ — c-  et  2 ad  — c!, 

ou  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  polynômes 
sont  premiers  entre  eux;  car  le  second  renfermant  la  lettre  a qui 
n’entre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d’étre  dit, 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre  les  coeffi- 
cients 2 d et  — c - : or  ces  deux  quantités  sont  évidemment  pre- 
mières entre  elles;  donc,  etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  les 
deux  polynômes 

3 brq  -t-  3o  mp  -f-  1 8 lu-  4-  5 mpq, 

et  4 a,l't  — 4 2fg  24 ,ul  — 7 /gu- 

Comme  q est  la  seule  lettre  commune  à ces  deux  polynômes  (qui 
d’ailleurs  ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes),  on  pourrait 
les  ordonner  par  rapport  à cette  lettre,  et  suivre  le  procédé  ordi- 
naire. Mais  observons  que  b se  trouve  dans  le  premier  polynôme, 
et  non  dans  le  second;  donc  , si  l’on  ordonne  le  premier  par  rap- 
port à b , ce  qui  donne 

( 3 rq  ■+■  1 8 c)  b -+•  3o  mp  -+-  5 m pq, 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  cherché  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coefficients 

3c<7  -f-  18  c,  3o mp  -+-  5 mpq. 

Or  le  premier  de  ces  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  la  forme 
3c(i/-f  6),  et  l’autre  revient  à 5 mp  [q  8);  d’où  il  suit  que 
q -)-  H est  le  seul  facteur  commun  à ces  deux  coefficients.  11  suffit 
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alors  de  voir  si  7 -f-  G,  qui  est  un  diviseur  premier , est  facteur  du 
second  polynôme. 

Or  ce  polynôme,  ordonné  par  rapport  à 7,  revient  à 

(4 ail  — 7.4') 7 — 4a./i>  -+-  a4 ad ; 

et  comme  la  seconde  partie  24  ait  — 42 fg  est  égalé  à 6 (4  ai!  — lfg)> 
il  s’ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  7 -f-6,  et  donne  pour 
quotient  4 ail  — 7 fg. 

Donc , enfin , 7 -4-  G est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes  proposes. 

9B9.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement 
entre  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et  celui 
du  plus  grand  commun  diviseur  ordinaire,  en  traitant  successive- 
ment par  les  deux  procédés  un  exemple  dans  lequel  les  deux  poly- 
nômes sont , non-seulement  entiers  par  rapport  à x , mais  encore 
par  rapport  aux  autres  nombres  qui  y entrent;  parce  que,  dans  la 
suite  , nous  aurons  à opérer  sur  beaucoup  d’exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

G x'  — — 11  x1  — 3 .c:  — 3 x — 1 , 

et  4X‘  2 r1  — 1 8 -H  3 x — 5. 


Tableau  des  Calculs  par  te  procédé  du  p.  g.  r.  d,  relatif. 


(ir  — 4-r1  — 1 1 xè  — 3 x2  — 3 x — 1 j4x>  4-  2x  ‘ — 18  x'-f-  3 .c  — 5» 


1 6 x1 


1 5 , 9 ',3 

— x’  -t-  -X — I l - X 


3y  . 

H — 2 x-  — 3yx-  -+• 


2 * 

39„  39. 


4^  ■+■ 

2 JC''  - 

- 1 8 x‘ 

3 x — 

5 1 

IOX1  - 

- 20  X1 

+ 

5jc  — 

5 

3-9.r  ’ - 3qx’  + &x 

_a _4_ 

8 20 

rr~  x 

39  3y 


3g 

4 


Donc 


3%‘-3qx’4-^x-3» 

2 • 4 4 


est  le  p.  g.  c.  d. 
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Tabuf.au  des  Operations  par  ta  méthode  ordinaire. 


1°.  Multiplication  par  16.  . 

96.1*  — G4-r‘  — 1761c1  — 48 .r:  — 48 x — 16  ; 4 x‘  4-  2xs  — t8x!  4-  3x  — 5 
— 1 1 a x*  4-  256 x’ — I20x*4-72x — 16  ) 2.4  .r — 28 

Reste  4-  3 1 2.  x5 — 62.4  xJ4- 1 56  x — 1 56 
ou  bien , 2.xJ  — 4 x*  •+•  x — 1 • 

2".  4 ■*'  ■+"  — t8x’  4-  3x  — 5 i 2xJ — 4x’  + x — 1 

4-  1 o x3  — 20 x1  -I-  5x  — 5 j 2. x -4-5 

O. 


Donc  2.x*  — 4x»  4-  x — t est  le p.  g.  c.  d. 

En  appliquant  le  procédé  du  n°  240  sans  faire  aucune  prépa- 
ration , ou  parvient , comme  on  le  voit  dans  le  premier  des  deux 
tableaux  de  calcul , au  résultat 


2 


— 39  x3  4-  ~ x 


3g . 
4 ' 


tandis  que  si  l’on  suit  le  procédé  du  n°  2üG  avec  toutes  ses  modi- 
fications , on  obtient 

2 x — 4 x>  4-  x — 1 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 

Or  ce  dernier  résultat  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  facteur 
3q  * 

qui  est  commun  à tous  les  termes  de  celui-ci,  et  que  l’on 

4 

peut  mettre  en  évidence. 

D’où  l’on  voit  que  l’effet  produit  par  l'application  du  procède 
sans  pn’paration  est  de  donner  le  plus  grand  commun  diviseur 
ordinaire  qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu'on  suppose 
rationnels  et  entiers)-,  de  le  donner,  dis- je,  embarrasse  d e facteurs 
étrangers,  mais  indépendants  de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite  , le  principal  objet 
qu’on  se  propose  dans  la  détermination  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  fonctions  entières , est  de  l’égaler  à zéro  pour  en 
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tirer  les  valeurs  de  la  lettre  principale  : on  conçoit  donc  que  l’in- 
troduction de  ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut,  en 
aucune  manière,  influer  sur  les  racines  de  l’équation  obtenue, 
puisque  ces  facteurs,  étant  indépendants  de  la  lettre  principale, 
peuvent  toujours  être  supprimes  dans  cette  équation. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout  à fait  indifférent  d’employer  ou  de 
ne  pas  employer  les  modifications;  et  lorsqu’on  les  emploie,  c’est 
seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d’appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivants  : 

( ,cc  4.r>  — 3 x‘  — 1 6 xJ  -4-  i i x1  1 2 x — <) , 

| 6.®s  -t-  20  .r1  — I2jr3  — -t-  2.2.x  -(-12; 

p.  g.  c.  d.  simplifie  = x'  x' — 5.r  -(-  3. 

I 2.0  xr  — 1 2 .ié  1 6 .rl  — 1 5 x3  4-  1 4 xJ  — l’i  .r  H—  4 » 

I i5.c'  — g.r3  -t-  47  x'-  — 21  x -+-  28; 

p.  g.  c.  d.  simplifié  = 5x’  — 3x  4-  4 • 

§11.  — Transformations  (tes  équations.  — Première 
partie  de  U élimination . 

Nous  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  prin- 
cipales transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution 
d’une  équation  donnée , à celle  d’une  autre  équation  plus  facile  à 
traiter. 

l'RF.MlKRK  TRANSFORMATION. 

Ï60.  Evanouissement  du  second  terme  de  toute  équation. 

On  conçoit  qu’une  équation  d’un  degré  donné  est  d’autant  plus 
aisée  à résoudre,  qu’elle  renferme  moins  de  puissances  de  l’in- 
connue ; c’est  ainsi  que  l’équation  .r1  = q donne  sur-le-champ 
x — -±.\jq,  tandis  que  l’équation  complète  x1  -t- px  = q a be- 
soin d’une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée  , on  peut  toujours  , 
au  movpn  d’une  transfoi  motion  convenable,  ramener  sa  résolu- 
tion à celle  d’une  autre  équation  privée  de  second  terme. 
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j OO 

Soit , en  effet , l'équation  générale 


.r"  -4-  Pj-'"-1  4-  Qx"'  1 -h  ...  -h  T JC  -+- 1!  = t>. 

Posons  x — u - f-  y , u étant  une  nouvelle  inconnue,  et  x'  une 
indéterminée  dont  nous  pouvons  disposer  à volonté;  il  vient 

(n  -+-  je’)"  4-  P (n  4- j')*-'  4-  Q (u  4-  y)"**  4-  4-  T (//  4-  J-')  4-  U = o, 

ou,  développant  d’après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  u , 


nm  4-  dix’  um~ 1 


4-  P 


4-  ( m — i ) p y 

+ Q 


4-  T.r' 
+ V 


Puisque  x est  arbitraire,  nous  pouvons  poser  nix'  4-  P = o, 
,,  . „ , P 

d ou  I on  tire  x — 

m 

Portant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on  parviendra, 
tout  calcul  fait , à une  transformée  telle  que 

nm  4-  Q'u—*  4-  R'«"-3  4-  . . . 4-T'«  4-  U'  = o, 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  x qui  correspondent  aux  valeurs  de  n , en 

P 

remplaçant,  dans  la  relation  x — u 4- y,  ou  x = u r 

* ‘ m 

la  lettre  n par  chacune  de  ses  valeurs. 

D’où  l’ori  peut  conclure  cette  règle  generale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d’une  équation,  rempla- 
cez l’inconnue  j>m ■ une  noiii'r/le  inconnue  augmentée  du  coefficient 
du  second  lerine  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  degré  de 
réa  nation . 
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On  peut  reconnaître  à posteriori  que  celte  substitution  doit 
atteindre  le  but  qu’on  s’était  proposé. 

En  effet,  soient  a,  b,  r,  d,.  . . les  m racines  de  l’équation 

p 

donnée;  il  résulte  de  la  relation  x — u — — , qui  donne 

m 

u — x H î que  les  valeurs  de  u sont 

m 

P . P P , P 

u — tt  -f-  — 5 b -f-  — , e -4-  — , tl  -f-  — * • • • ; 

m m m m 

la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 


a -h  l>  -+■  r d . . . -4-  ni  • — ; 

m 


mais  on  a ( n°  242  ) a b -4-  c ■+■  d -)-  . . . . = — P ; la 
somme  précédente  se  réduit  donc  à — P + P,  ou  à o;  ainsi , le 
coefficient  du  second  terme  de  la  transformée  doit  être  nul  de 
lui-même. 


N.  H.  — On  a supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  l’équa- 
tion  égal  à l’unité;  mais  si  l’équation  était  de  la  forme 

A .r™  -l-  P.r'*-1  -f-  . . . -f-  Tx  -I-  U = o , 
en  posant  x = u -4-  .r',  on  obtiendrait  pour  le  coefficient  de  um~', 
mAx’  -H  P, 

....  . . P 

expression  qui,  egalee  a zéro,  donnerait  x = 

donc  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x'  serait  alors  le  produit  du 
degré  de  l’équation  par  le  coefficient  A du  premier  terme. 
Appliquons  la  règle  précédente  à l’équation 


px  . 


Si  l’on  pose  x = u — ^ , elle  devient  | u — -h  p ^rt  — t-'j  = q, 
ou  , effectuant  les  calculs  et  réduisant, 


■I 


donc 


"=±v/f 
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par  conséquent , on  obtient  pour  les  deux  valeurs  île  x correspon- 
dantes, x = — - ± 4 P-y  -4-  « . 

?.  y 4 


861.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  ternie,  on  peut  de- 
mander que  l’equation  soit  privée  du  troisième,  du  quatrième,...  ; 
il  suffit  pour  cela  d’égaler  à zéro  le  coefficient  de  um~%, .... 
Par  exemple,  pour  chasser  le  troisième  terme,  on  posera , dans 
l’équation  transformée  ci-dessus, 


ni  • — x'7  -+-(/»  — i ) Px'  + Q = o, 

d’où  l’on  déduira  pour  x' deux  valeurs  dont  chacune,  substituée 
dans  la  transformée,  la  réduira  à la  forme 

iim  Fa"-1  -+-  R/n"-3  -4-  ...  -4-  Vu  -+-  Li'  = o. 

Au  delà  du  troisième  terme , il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x'  ; ainsi , 
pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à résoudre 
l’équation 

x'm  -)-  Px'”-1  -f-  ...  -4-  Tx'  -4-11  — o, 

qui  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a rem- 
placé x par  x'. 

p 

Il  peut  arriver  que  la  valeur  x'  = , qui  (n0  2G0)  fait  dis- 

paraître le  second  terme , donne  également  lieu  à la  disparition 
du  troisième  ou  d’un  tout  autre  terme.  Par  exemple,  pour  que 
le  second  terme  et  le  troisième  disparaissent  à la  fois , il  faut  que 
P 

l’équation  x'  = puisse  s'accorder  avec  celle-ci  : 


m ■ 


ni  — l , , _ , 

in  — x ’ -4-  ( ni  — i ) Px  -4-  Q = 

Or,  si  l’on  remplace,  dans  cette  dernière,  x'  par 

ni  — il”  P’ 

— ; — 1 ni  — I)  • — -4-  Q = o , OU  (/«  — 

2 ni7  ' ' m x ’ v 


O. 

P . 

— — , il  vient 
m 

i j P - — 2 in  Q = 


». 
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Ainsi , toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
coefficients  P et  Q,  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu  à 
celle  du  troisième. 


262.  Remarque  sur  la  transformation  précédente.  — Loi  de 

FORMATION  DF.S  POLYNOMES  DÉRIVÉS. 

La  relation  x — u 4-  x',  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les 
deux  numéros  qui  précèdent , indique  que  les  racines  de  la  trans- 
formée sont  égales  à celles  de  la  proposée,  diminuées  ou  augmen- 
tées d’une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans 
le  calcul , comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  est  ensuite  fixée 
de  manière  à remplir  une  condition  donnée;  tantôtc’est  un  nombre 
particulier  et  donné  à priori , qui  exprime  une  différence  constante 
entre  les  racines  d’une  première  équation  et  celles  d’une  autre 
équation  que  Ton  veut  former. 

La  transformation  qui  consiste  à remplacer  x par  u H-  x'  dans 
une  équation  est  d’un  usage  très-fréquent  dans  la  théorie  des 
équations.  Or  il  existe  un  moyen  assez  simple  d’obtenir,  dans  la 
pratique  , la  transformée  qui  résulte  de  cette  substitution. 

Pour  cela,  intervertissons  l’ordre  des  termes  dans  « . r'; 
c’est-à-dire  remplaçons  .r  par  .r'  4-  u dans  l’équation 

xm  4-  Px"1-1  -+-  Qx”  ’’  4-  Rx™  *J  4-  . .4-  T.r  4-  U — o ; 

on  trouve,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  u , 


x'm  4-  mx'"‘~‘ 

4-  P*'"-'  4-  (ni  — i ) Px"—’ 

+ 4-  [ni  — ?.)  Qx'm“J 

4- .....  4-  ...  . 


2 

/ , (ni  — 21  , 

4-  [m  — i) ' Px  "*~3 

4-  (m  — 2)  Qxfm~‘ 


u‘  4-... 4-  um  = o 


4-  Tx'  4-  T 
4-  U 


Si  l’on  fait  attention  à la  manière  dont  se  composent  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  u,  on  verra  que 
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i Le  coefficient  de  u°  n’est  autre  chose  que  le  premier  membre 
X de  ta  proposée , dans  lequel  on  a remplacé  x par  x'. 

Nous  désignerons  dorénavant  ce  coefficient  par  X'. 

2°.  Le  coefficient  de  u1  se  forme  au  moyen  du  précédent  nu 
de  X',  en  multipliant  chacun  des  termes  de  X7  par  l’exposant  de  x' 
dans  ce  terme , et  diminuant  cet  exposant  d’une  unité.  Nous  ap- 
pellerons Y'  ce  coefficient. 

3°.  Le  coefficient  de  u’  se  forme  au  moyen  de  Y',  en  multipliant 
chacun  des  termes  de  X'  par  l’exposant  de  x'  dam  ce  terme , divi- 
sant le  produit  par  2,  et  diminuant  ensuite  l’exposant  de  x'  d’une 


TJ 

unité.  Si  l’on  appelle  — ce  coefficient , il  est  clair  que  Z'  se  forme 


au  moyen  de  Y',  comme  Y'  se  forme  au  moyen  de  X'  ; et  ainsi 
de  suite. 


En  général , un  coefficient  de  rang  quelconque , dans  la  transfor- 
mée ci-dessus,  sç  forme  au  moyen  du  précédent , en  multipliant 
chacun  des  termes  de  celui-ci  par  l'exposant  de  x'  dans  ce  terme , 
divisant  le  produit  par  le  nombre  dys  coefficients  qui  précèdent  celui 
que  l'on  considère , et  diminuant  ensuite  l’exposant  de  x'  d’une 
unité. 


dette  loi,  d’après  laquelle  les  coefficients  X',  Y', 


TJ  V' 


dérivent  les  uns  des  autres  , est  évidemment  une  conséquence 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différents  termes  de  la  formule  du 
binôme  ( voyez  n°  149). 

Les  expressions  Y',  Z',  V',  W', . . . sont  appelées  les  poly- 
nômes dérivés  de  X',  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  de  Y' 
comme  Y'  dérive  de  X';  V'  dérive  de  Z'  comme  Z'  dérive  de 
Y';....  et  ainsi  de  suite.  Y'estditle  premier  polynôme  dérivé.,  Z' 
le  second,....-,  rappelons-nous  d’ailleurs  que  X'  n’est  autre  chose 
que  le  premier  membre  X de  la  proposée,  dans  lequel  on  a rem- 
placé x par  x'. 


Y.  B.  — On  a supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  la 
proposée  égal  à i : s’il  était  tout  autre , la  loi  de  formation  des 
coefficients  de  la  transformée  serait  absolument  la  même;  et  le 
coefficient  de  serait  égal  à celui  de  .r". 
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Î4B5.  Pour  faire  connaître  l’usage  de  celte  loi  dans  la  pratique, 
proposons-nous  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  ternie 
de  l’équation  x'  — I221  4-  1 7 x!  — gx  -+-  7 = o. 

1 ?. 

Il  faut,  d’après  la  règle  du  n°  800,  poser  x = /<-(-— , ou 

x — 3 -f-  « , ce  qui  donnera  une  transformée  du  quatrième 
degré  et  de  la  forme 

Z'  y' 

X 4-  Y 11  -f-  — u 2 + --  nj  h*  ^ o | 

2 2.3 

Z’  Y" 

et  tout  se  réduit  à calculer  X',  Y',  — 1 • 

2 2.3 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  loi  précédente, 

= (3;‘ — 1 2 . (3)J -t- 1 7 . (3)’ — 9.  (3)'  4-  7,  ou  X'=— 110; 

= 4 • (3J3  — 36  . t 3)’  -+-  34 . (3)‘  — 9,  ou Y'  = — ia3; 

= 6 . (3)J  — • 36  . (3)'  -f-  17 ^ =—  37; 

= 4 • (3)'  — 1 2 • — « = »• 

Ainsi,  la  transformée  devient  «'  — 37  /r  — 120  11  — 110  = o. 

Soit  encore  proposé  de  transformer  l’équation 
4 x;  — 5 x - -t-  7 x — 9 = o 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  V unité  chacune  des 
racines  de  la  proposée. 

Posons  la  relation  1/  = x -+-  1 ; il  en  résulte  x r=  « — 1 , 

Z' 

ce  qui  donne  la  transformée  X'  -t-  Y '«  -4-  — - 1-  4 — o. 

= 4 • ( — 1 )‘  — 5 . ( — 1 )■*  — f-  7 . ( — 1)'  — 9,  ou  bien  X'  = — 25; 

= i2.(—  i;: — 10.  ( — i)'-4-7 Y'  = 29; 

Z' 

= , 2 . ( — , j ' — 5 - =—17; 

= î 2~3=  <■ 
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Ainsi , la  transformée  devient  4 — '7  a + 29B  — — ° • 

On  peut  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

Faire  évanouir  le  second  terme  dans  les  équations 

i° xs — ioi‘  + ^4-  4*  - 9 = o. 

( Résultat : ié  — 33«5  — ) i8«3  — i5 2u  — ^3  = o.) 

a0 3 x’  -t-  1 5 x’  •+•  25  x — 3 = o. 

( Résultat  : 3 té  — = o.  ) [ Forez  n"  26t.] 

Transformer  l’équation  3 x1  — 1 3 x3  4-  7 ^ — 8x  — 9 = o en 
une  autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des 

1 

racines  de  ta  proposée , de  la  fraction  — • 

y , . 65  34  \ 

I Résultat  : 3 h1  — 9 té  — 4 “ “ 5-  ==  °-  ) 

V * 9 i I 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation 
des  polynômes  dérivés. 

264.  Ces  polynômes  jouissent  d’une  propriété  très-remarquable 
que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à présent. 

Soient  X = o ou  .r"  4-  PxM_l  4-  Qx1"-'  4-  . . . = o 


une  équation  proposée,  et  a,  b,  r, . . / , les  ni  racines  de  celte 
équation;  on  a (n°  284)  l’équation  identique 

.«,+  Pi""'4-...  = (ï  — a)  (x  — b)  (x  — c) . . . (x  — /). 

Cela  posé,  remplaçons  x par  x'  4-  « , ou  plutôt  par  x 4-  a 
(pour  éviter  les  accents);  il  vient 

(x  4-  «)'"  4-  P (x  4-  w)”-‘  4- . . • = (x  4-  « — a)  (x  4-  u — b) . . . , 

ou  bien,  changeant  dans  le  second  membre  l’ordre  des  termes,  et 
regardant  chacun  des  binômes  x — a,  x—b,...  comme  une 
seule  quantité , 

(x  4-  ttf  4-  P (x  4-  u)”-'  4- . . . = u 4-  x — a)  (h  4-  x — b).  . . («  4-  x — /)■ 


Or,  si  l’on  effectue  les  multiplications  dans  chacun  des  deux 
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membres,  on  obtiendra  d’abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ec 
qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent, 

X -4-  Yu  ■+•  - u'  -+-  . . . -+-  um, 

2 

X étant  le  premier  membre  de  la  proposée , et  Y,  Z , . . . les  poly- 
nômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n"  242,  que 

i°.  La  partie  affectée  de  u°,  ou  le  dernier  terme,  est  égale  au 
produit  (x  — a)[x  — b)  ...  (x  — l)  des  facteurs  la  proposée; 

2°.  Le  coefficient  de  u'  est  égal  à la  somme  des  produits  m — î 
à m — i de  ces  ni  facteurs  ; 

3".  Le  coefficient  de  u1  est  égal  à la  somme  des  produits  m — a 
km  — 2 de  ces  m facteurs;  et  ainsi  de  suite. 

D’ailleurs,  il  y a identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
nière équation  ; ce  qui  veut  dire  (n°  180)  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  i°. ..  on  a X=(x — a)  (x — b)  (. r — c) ...  (x  — l)\ 
ce  que  l’on  sait  déjà. 

2°. ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérivé,  est  égal  à la  somme 
des  produits  m — t à m — i des  ni  facteurs  du  premier  degré  de 
lu  proposée  ; ou  bien  encore,  égal  ct~la  somme  des  quotients  que 
l’on  obtient  en  divisant  X par  chacun  des  m facteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c’est-à-dire,  algébriquement. 


3°. . . . - , ou  le  second  polynôme  dérivé  ( pris  avec  le  diviseur  a) 

est  égal  h la  somme  des  produits  m — 2 à m — 2 des  m facteurs 
de  la  proposée.  ; ou  bien  encore,  égal  à la  somme  des  quotients  que 
l’on  obtient  en  divisant  X par  chacun  des  facteurs  du  second  degré  ; 
c’est-à-dire 

L X JÉ ^ X 

a (x  — a)  (x  — b)  (x  — a)(x  — *)  + (x  — h)  (x  — /)’ 

et  ainsi  de  suite. 
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.V.  B.  — On  représente  quelquefois  une  équation  par 
f(x)  = o, 

et  les  polynôncs  dérivés  par  /'  (x),/"  (x) , ) (x), . . . ; les  expres- 
sions f(x),f'(x),f"(x),f"(x),...  s’énoncent  alors  fonction 
de  x,  fonction  prime  de  x,  fonction  seconde  de  x,  fonction  tierce 
de  .r;  et  ainsi  de  suite. 


SECONDE  TRANSFORMATION. 

2G;5 . Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transfor- 
mer en  une  autre  dont  les  racines  soient  égalés  à un  multiple  ou 
à un  sous- multiple  donné , de  celles  de  la  proposée. 

Reprenons  l’équation  ■r'"-!-  P.r™-,4-Q.r'"~ï-K.. 4-1x4-  U = o, 
et  désignons  par  y l’inconnue  d’une  nouvelle  équation  dont  les 
racines  soient  k fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si  l’on 

y 

pose  y — kx,  il  en  résulte  x = d’où,  substituant  et  chas- 
sant le  dénominateur  km  du  premier  terme, 
ym  4-  P ky*~'  4-  Q k‘ym~-  -+-  R/3_y"-3  4-  • . . 4-  T k—'y  4-  U A"  = o, 

équation  dont  les  coefficients  sont  égaux  à ceux  de  la  proposée , 
multipliés  respectivement  par  A",  k',  k \ k1,.  . .,  km. 

Cette  transformation  est  principalement  utile  pour  faire  dispa- 
raître les  dénominateurs  d'une  équation  sans  donner  au  premier 
terme  d'autre  coefficient  que  l'unité. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  l’équation  du  quatrième  degré , 

a c e s 

x'  — -r  ar1  -U  - ■ x‘  4-  -.x  4-  7 = o. 

b d f h 


y 

Si  l’on  fait,  dans  cette  équation , x = -, , y étant  une  nouvelle 

K 

inconnue  et  k une  indéterminée , il  vient 

ak  ck 1 , ek3  gk* 

+ T y3  ^ ~dy  + T:r  + V = "■ 


Cela  posé , il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  b,d,f,a  sont  premiers  entre  eux: 
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dans  cette  hypothèse,  comme  X e.'t  tout  à fait  arbitraire,  posons 
X = bdfh  , produit  de  ces  dénominateurs  ; il  vient 

y'  -f-  adfh  .y'  •+-  cb1  df'/d  .y'  -+-  cb'  d*j!  lé  .y  -+-  "b'd'f'/r  =:  o, 

équation  dont  les  coefficients  sont  entiers,  et  dont  le  premier 
terme  a pour  coefficient  l’unité. 

On  a d’ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x qui  corres- 

Y 

pondent  aux  valeurs  de  y.  la  relation  x = • 

bdfh 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs; 
et  l’on  rendra  évidemment  les  coefficients  entiers  en  prenant  pour 
X le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs. 

Mais  on  peut  encore  simplifier  davantage,  en  observant  que 
tout  se  réduit  à déterminer  X de  manière  que  X1,  X’,  X3,...  con- 
tiennent les  facteurs  premiers  qui  composent  b,  d,  f,  h,  à des 
puissances  au  moins  égales  à celles  qui  entrent  dans  ces  différents 
dénominateurs. 

, 5 : 5 , n l3 

Ainsi,  soit  I équation  x1  — ..  x3  H x- x - = o. 

o 12  1 5o  9000 

y . 5X  5X*  nk*  i3X‘ 

Posons  x = - , il  vient  y r H y-  — y = o. 

X b 12  ioo  9000 

Soit  fait  d’abord  X égala  9000,  qui  est  multiple  de  tous  lesautres 
dénominateurs;  il  est  clair  que  les  coefficients  deviendront  des 
nombres  entiers. 

Mais  si  l’on  décompose 6,  12,  i5oet90oo,  en  leurs  facteurs, 
on  trouve 

= 2X3,  1 2 = 23  X 3,  1 5o  = 2x3x5’,  9000  = 2J  x 3'  x 5 

et  en  faisant  simplement  X = 2 X 3 X5,  produit  des  facteurs 
simples  différents,  on  obtient 

k‘  = 2’  X 33  X 5‘,  X3  = 2‘  X3‘X  5\  X*  = 2'x3'x5‘; 

d'où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  X,  X3,  X3,  X1  contiennent  les 
facteurs  premiers  2,  3,  5,  à des  puissances  au  moins  égalés  a 
celles  qui  entrent  dans  fi,  12,  t5o  et  9000. 
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Donc,  l'hypothèse  1 = j X 3 X 5 = 3o  suffit  pour  opérer 
la  disparition  des  dénominateurs.  Il  vient,  en  effet,  par  la  substi- 
tution , 

5. 2. 3. 5 j 5. 2’. 3’. 5’  . 7 . 2’ ■ 3’ . 5J  i3.2‘.3‘.5‘ _ 

2.3  r' H 2*73  r 2.3.5*  r a».3,.5J  = 


ou , réduisant, 

71  — 5. 5. y3  -+-  5. 3 . 5*  r‘  — 7 . 2*. 3’. 5.  y — i3. 2. 3’. 5 = o, 

ou  bien  , enfin , 

y*  — 25 J1  4-  ‘&')5y'‘  — 12607  — 1 1 70  = o. 

Il  y a des  circonstances  où  l’on  est  obligé,  dans  l’expression 
de  k , d’augmenter  l’exposant  de  l’un  des  facteurs  premiers  d'une 
ou  de  plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  ne 
prendre  pour  k que  le  plus  petit  nombre  possible,  autrement  on 
obtiendrait  une  transformée  dont  les  coefficients  seraient  extrê- 
mement grands,  comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la  trans- 
formée résultant  de  la  supposition  de  k = qooo  dans  l’équation 
précédente. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 


|0.  r’  — 2 x’ 


Il  25 

■îà  x = 0 ; 

3b  72 


x = g,  d’où  y3  — i4/5  -4-  117  — 75  = o. 

, i3  , 21  32  43  1 

a*,  x4 x‘  4-  7-  x!  — x -f-  s — = o : 

12  4°  225  600  000 


5TT75’  on  * = 5’ 


d’où 


y'  — 65t*  4-  1890 y3  — 307207’  — 928800  v 4-  972000  = o. 

2K6.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l’usage 
est  le  plus  fréquent.  Il  en  est  encore  d’autres  assez  usitées;  mais 
comme  elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément , nous 
n en  parlerons  que  quand  l’occasion  s’en  présentera. 
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En  général,  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
comme  une  application  du  problème  de  Y élimination  entre  deux 
équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues.  En  effet,  une 
équation  étant  donnée,  supposons  qu’on  veuille  la  transformer 
en  une  autre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée  une 
relation  déterminée. 

Désignons  par  F {x)  — o l’équation  proposée  (qui  s'énonce 
fonction  de  x égale  o),  et  par  f(x , r)  = o l’expression  algébrique 
de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  inconnue,  x,  et 
la  nouvelle,^;  la'question  se  réduit  à tâcher,  au  moyen  de  ces  deux 
équations,  d’en  obtenir  une  troisième  qui  ne  contienne  que  y : ce 
sera  alors  l’équation  demandée.  Lorsque  l’inconnue  x n’entre  qu’au 
premier  degré  dans f (x,y)  — o,  la  transformée  est  facile  à obte- 
nir; mais  si  elle  y est  élevée  à la  seconde,  à la  troisième,...  puis- 
sance , il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d’élimination. 

Donnons  une  première  idee  de  cette  théorie  (pii  joue  un  si 
grand  rôle  dans  l’analyse  algébrique. 

Élimination.  — Première  partie. 

207.  Eliminer  entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à 
deux  inconnues,  c’est  parvenir,  après  une  suite  d’opérations  exé- 
cutées sur  ces  équations,  a une  seule  équation  qui  ne  renferme 
que  l'une  des  inconnues,  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette 
inconnue,  propres  à vérifier  les  deux  équations  en  même  temps 
que  des  valeurs  correspondantes  de  l’autre  inconnue. 

L’équation  , fonction  de  l’une  des  inconnues,  à laquelle  on  par- 
vient, se  nomme  équation  finale;  et  les  valeurs  de  l’inconnue, 
tirées  de  cette  équation,  sont  appelées  valeurs  convenables. 

De  toutes  les  méthodes  d’élimination  connues,  la  méthode  par 
le  plus  grand  commun  diviseur  est,  en  général,  la  plus  expéditive; 
aussi  c’est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient  JF(x,  y)=o,  f(x,  y-)  = o,  ou  plus  simplement, 

A = o,  B = o, 

* les  équations  proposées. 

Alg.  B.,  10e  éd.  28 
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Supposons  l'équation  finale  en  y obtenue,  et  lâchons  Je  recon- 
naître quelque  propriété  des  racines  Je  cette  équation , qui  puisse 
nous  servir  à la  former. 

Soit  y — 6 l’une  des  valeurs  convenables  de  y.  Puisque  cette 
valeur  vérifie  les  deux  équations  conjointement  avec  une  certaine 
valeur  de  x,  elle  doit  être  telle  que,  si  on  la  substitue  à la  fois 
dans  les  deux  équations,  qui  ne  renfermeront  plus  alors  l’in- 
connue y,  res  équations  admettent  au  moins  une  valeur  commune 
pour  x;  et  à cette  valeur  commune  doit  nécessairement  (n“  257) 
correspondre  un  commun  diviseur  en  x.  Ce  commun  diviseur 
sera  du  premier  degré  en  x ou  d’un  degré  supérieur,  suivant  qu’à 
la  valeur  particulière  y — 6 il  correspondra  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  x. 

Réciproquement:  toute  valeur  de  y,  qui,  substituée  dans  les 
deux  équations,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  est  néces- 
sairement une  valeur  convenable  ; car  alors  elle  vérifie  évidemment 
les  deux  équations  en  meme  temps  que  la  valeur  ou  les  valeurs 
de  x tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à o. 

268.  Remarquons  d’ailleurs  qu'avant  aucune  substitution,  les 
premiers  membres  des  équations  ne  peuvent  avoir  de  commun  divi- 
seur, fonction  des  deux  inconnues  ou  de  l’une  d’elles  seulement, 
à moins  que  les  équations  ne  soient  indéterminées,  ce  qu’on  ne 
suppose  pas. 

Admettons  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  équations  A = o, 
B = o,  soient  de  la  forme 

A'xD  = o,  B'xD  = o, 

D étant  fonction  de  x et  dey-. 

En  posant  séparément  D = o,  on  obtient  une  seule  équation 
à deux  inconnues,  qui  peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs.  D’ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  D rend 
également  nuis  A'  D , B'D,  et  satisfait,  par  conséquent,  aux  équa- 
tions A = o , B — o. 

Ainsi,  l’hypothèse  de  l’existence  d’un  commun  diviseur  en  x 
et  y entre  les  deux  polynômes  A et  B entraîne  la  conséquence , 
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que  les  équations  proposées  sont  indéterminées,  c’est-à-dire  sus- 
ceptibles d’ctre  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
de  x et  de  y.  Dès  lors,  il  n’y  a pas  lieu  à déterminer  une  équation 
finale  en  y,  puisque  le  nombre  des  valeurs  de  y est  infini. 

Si  1)  était  fonction  de  x seulement , on  concevrait  l’équation 
D = o résolue  par  rapport  à x;  ce  qui  donnerait  une  ou  plusieurs 
valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  valeurs,  substituée 
dans  A'  X D = o et  B'  X D = o en  même  temps  qu’une  valeur 
de  y tout  à fait  arbitraire,  vérifierait  ces  deux  équations,  puisque 
D devient  nul  par  l’effet  seul  de  la  substitution  de  la  valeur 
de  x.  Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  équations  proposées  admet- 
traient bien  un  nombre  fini  de  valeurs  pour  x , mais  une  infinité 
rlc  valeurs  pour  y;  et  il  ne  pourrait  alors  exister  d’équation 
finale  en  y. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A = o,  B = o,  seront 
déterminées,  c’est-à-dire  toutes  les  fois  qu’elles  n’admettront  qu’un 
nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x et  y,  leurs  premiers 
membres  ne  pourront  avoir  de  commun  diviseur  fonction  des 
inconnues,  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour  l’une 
d’elles. 

N.  B.  — Le  cas  où  A et  B auraient  un  diviseur  commun  en  y 
ne  fait  pas  exception  à la  conséquence  précédente,  puisque  alors 
il  y aurait  une  infinité  de  valeurs  de  x qui  correspondraient  à 
chacune  des  valeurs  de  y tirées  de  ce  commun  diviseur  égale  à o. 

2G9.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir 
Y équation  finale  en  y. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convenable 
de  y est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des  deux 
équations,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x qu’ils  n’a- 
vaient pas  auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne  soient  indé- 
terminées, ce  qu’on  ne  suppose  pas),  il  s’ensuit  que  si,  aux  deux 
polynômes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  à x , on  applique  le 
procédé  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur , on  n 'en  trou- 
vera généralement  pas;  mais,  en  continuant  l'opération  convena- 
blement, on  parviendra  à un  reste  indépendant  de  x et  fonction 

?.8. 
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f/c  v,  f/«/,  <:gah  à o,  f tonnera  l’équation  finale  demandée;  car 
toute  valeur  de  j , tirée  de  cette  équation , rend  nul  le  dernier 
reste  de  l’opération  du  commun  diviseur;  elle  est  donc  telle  que, 
substituée  dans  le  reste  précédent,  elle  rend  ce  reste  diviseur 
commun  des  premiers  membres  A et  B.  Ainsi,  chacune  des  racines 
de  l’équation  ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  y. 

270.  Kn  admettant  que  l’équation  finale  fût  complètement  réso- 
lue, ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or  il  est  évident 
qu’il  suffirait,  pour  cela,  de  substituer  tes  différentes  valeurs  dey 
dans  l’avant-dernier  reste , d'égaler  successivement  à o les  poly- 
nômes en  x qui  en  résulteraient , et  de  tirer  les  valeurs  de  x de 
l’équation  résultante;  car  ces  polynômes  ne  sont  autre  chose  que 
les  diviseurs  en  x qui  deviennent  communs  à A et  B. 

Mais  comme  l’équation  finale  est,  en  général , d’un  degré  supé- 
rieur au  second  , nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à un  autre  cha- 
pitre la  seconde  partie  de  lu  théorie  de  l’élimination , laquelle 
partie  a pour  objet  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  valeurs 
propres  à vérifier  deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux 
inconnues. 

IVotis  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  méthode  qui 
vient  d’être  exposée,  parce  qu’elle  a quelques  inconvénients  aux- 
quels il  faut  obvier.  Mais  notre  but  était  principalement  ici  de  faire 
voir  comment , deux  équations  d'un  degré  quelconque  étant  don- 
nées, on  peut , sans  supposer  la  résolution  d’aucune  équation , par- 
venir à une  autre  éq nation  ne  ren  fermant  plus- que  l’une  des  deux 
inconnues  qui  entrent  dans  les  proposées. 

271.  Si  l’on  avait  trois  équations  ti),  (?.),  (3),  renfermant  les 
inconnues  .r,  y et  z , pour  obtenir  l 'équation  finale  en  z,  c’est-à- 
dire  l’équation  qui  admettrait  toutes  les  valeurs  de  l’inconnue  z, 
susceptibles  de  vérifier  les  trois  équations  en  même  temps  que 
certaines  valeurs  de  x et  dey,  il  faudrait,  en  regardant  y comme 
connu,  éliminer  .r  entre  les  équations  (i)  et  (2),  puis  entre  (1) 
et  (3),  d’après  la  méthode  du  n"  209,  ce  qui  conduirait  à deux 
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équations  en  y et  auxquelles  on  appliquerait  la  même  méthode 
pour  éliminer  y. 

Mémo  raisonnement  pour  4 équations  à 4 inconnues,  etc. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à une  seule  application 
générale  de  la  méthode  d’élimination. 

272.  Soit  propose  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m à une  seule  inconnue  étant  donnée  , 
on  en  demande  une  autre  dont  les  racines  soient  une  combinaison 
déterminée  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Soit  .c*  7f-  Px"1-1  -4-  Qr"-’  -t-  Tx  -t-  U = o 

l’équation  proposée;  appelons  x' , x",  x"\. . . ses  racines,  et  dési- 
gnons par  a l'inconnue  de  la  nouvelle  équation. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  îles  racines  de  la  pro- 
posée, par  exemple  x'  et  x",  on  doit  avoir,  par  hypothèse, 

a = F (x',  x"  ) ( i ) 

lia  lettre  F,  qui  s'énonce  fonction  de.  . .,  exprimant  ici  un  certain 
système  d’opérations  qu’il  faut  effectuer  sur  les  deux  racines 
x'  et  x"  pour  obtenir  la  valeur  de  «]. 

D’un  autre  côté,  puisque  x'  et  x"  sont  des  racines  de  l’équation 
donnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

x'm  Px'—'  -4-  Qx'm~-  -f-  ...  -4-  Tx'  -4-  U ==  o , (2) 

x"m  Px"™-1  -4-  q -4-  ...  -f-  Tx"  -4-  U = o.  (3) 

Les  équations  (1),  {2)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées 
comme  les  équations  du  problème;  et  toutes  les  fois  que  la  nature 
de  la  combinaison  ou  de  la  fonction  exprimée  par  la  lettre  K sera 
connue  et  définie,  il  suffira  d’éliminer  x'  et  x"  entre  ces  trois 
équations,  h' équation  finale  en  « sera  l’équation  demandée.  En 
effet,  le  résultat,  ne  renfermant  plus  aucune  trace  des  racines 
particulières  x'  et  x",  conviendra  indistinctement  à toutes  les 
racines  x',  x",  x"’, . . . , et  aura , par  conséquent , pour  racine  une 
combinaison  (exprimée  par  le  caractère  F)  de  deux  quelconques 
des  racines  de  la  proposée. 
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275.  Cherchons,  comme  cas  particulier  île  4a  question  précé- 
dente, une  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre 
deux  quelconques  des  racines  d'une  équation  donnée , et  que  l’on 
nomme,  pour  cette  raison,  I'équation  aux  différences. 

Solution.  — Soient  x”  4-  Px"-1  + . . . = o l’équation  propo- 
sée, x',  x" , x"’,.  . . , ses  m racines;  et  appelons  u la  valeur  d’une 
quelconque  des  différences 

x"  — x',  x'"  — x',  x'  — x",  X — x"', 

On  a d’abord,  en  vertu  de  l’énonce,  cette  première  relation 


D’ailleurs , x'  et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée,  doivent  y 
satisfaire,  et  donnent,  par  conséquent, 

x’m  -t-  Px'm-’  4-  - . . = o , (2) 

x"m  4-  Vx""-'  4-  . • • — o ; (3) 

il  s’agirait  donc  d’éliminer  x',  x",  entre  les  équations  (1),  (2) 
et  (3). 

Mais  comme  de  la  relation  (1  ) 011  déduit  x"  = x'  4-  u , d’où , 
substituant  dans  l’équation  (3), 

(x'  4-  u)m  4-  P |V  4-  «)*“'  4-  . • • = o , (4) 

il  s’ensuit  que  la  question  est  ramenée  à éliminer  x1  entre  les 
équations  (2)  et  (4). 

Or  l’équation  (4)  développée  prend  (n°  205)  la  forme 
Z' 

X'  4-  Y'  u -i u2  4-  . • - 4-  U"‘  — o ; • 

2 

et  si  l’on  observe  que  X'  n’est  autre  chose  que  x’m  4-  Px'““‘ 
expression  qui  doit  être  nulle  d’après  la  relation  (2) , la  dernière 
équation,  débarrassée  du  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u , se 
réduit  à 

Z'  V' 

Y'  4 H 4 h'  4-  ...  4-  K—’  = o. 

2 2.3 

Donc,  enfin,  l’équation  cherchée  resuite  de  l’élimination  de  x' 
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entre  les  deux  équations 


X' 


o , 


Y' 


V" 

— - «’  -t-  . . . + u"-' 
2 , 3 


O. 


43» 


Ainsi , règle  générale  : Pour  former  l'équation  aux  différences 
des  racines  d'une  équation  proposée,  il  faut  éliminer  x'  entre 
l'équation  X'  = o qu’on  déduit  de*  la  proposée  en  y remplaçant  x 
par  x' , et  l'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  (x'  -+-  u)  à 
la  place  de  x , cette  résultante  étant  d’abord  débarrassée  de  son 
dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u. 


N.  IS.  — i°.  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre 
l’accent  sur  la  lettre  x,  c’est-à-dire  qu’on  élimine  directement  x 
entre  la  proposée  X = o,  ou  x”  -f-  Px”-1  -f-  . . = o,  et  l’équa- 


tion Yh — « -t-  ...  -+•  um~'  = o,  dans  laquelle  Y,  -j — sont 
2 2 

Z' 

composes  en  x,  comme  Y',  — »•••*  sont  composés  en  x'. 

Le  résultat  de  l’élimination  est  évidemment  le  même. 

2°.  Après  avoir  posé  dans  l’équation  X = o , x -f-  « à la  place 
de  x,  ce  qui  donne 


X + Y«  + a « 4-  • . 


. -f-  — o , 


on  omet  le  terme  X,  comme  formant  le  premier  membre  de  la 
proposée,  et  l’on  obtient  une  nouvelle  équation 


Y « H — a3  -t-  . 
2 


O, 


dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  «,  on,  ce  qui  revient  au 
même,  qui  est  satisfaite  par  u = o.  Cela  doit  être,  puisque,  parmi 
les  différences  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle  qui  existe 
entre  chaque  racine  et  elle-même;  mais  si  l’on  supprime  ce  fac- 
teur u , l’équation  ne  renferme  plus  alors  que  les  différences  entre 
chacune  des  racines  et  toutes  les  autres.  Or  ce  sont  les  soldes 
différences  que  nous  aurons  besoin  de  considérer  par  la  suite. 
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074.  Soit,  par  exemple,  à déterminer  l’équation  aux  diffé- 
rences des  racines  de  l’équation  x3  — 6x  — 7 = o. 

On  a d'abord,  en  vertu  de  la  loi  de  formation  (n°  265}, 


X = x3  — 6x 


7,  Y = 3x:  — 6, 


V 

573 


ce  qui  donne  les  deux  équations 

x3  — 6.r  — 7 = 0, 

3-r’ — 6 +3t.k  + k'  = o, 


entre  lesquelles  il  faut  éliminer  x. 

Si  l'on  applique  à ces  deux  équations  le  procédé  du  n°  269,  on 
obtient,  pour  l'équation  finale  en  u, 

ur  — 36k*  -1-  324  + 4^9  = o 

C’est  l’équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

278.  Composition  et  forme  de  l'équation  aux  différences. 

On  peut  reconnaître  h priori , pour  toute  équation  du  degré  m , 
la  forme  et  la  composition  de  l 'équation  aux  différences  des  racines 
de  cette  équation. 

Désignons  toujours  par  x',  x",  x"1,.  ..  les  racines  de  la  pro- 
posée, et  observons  que,  si  l’une  des  différences  est  x"  — x',  il  y 
en  a nécessairement  une  antre,  xé  — x",  qui  ne  diffère  de  celle-là 
que  par  le  signe;  c’est- à-dire  que,  si  a est  une  valeur  de  a,  — a 
en  est  nécessairement  une  autre;  de  même,  ë étant  une  racine, 
— ë en  est  une  autre;  etc. 

Donc  l’équation  en  u peut  être  mise  sous  la  forme 

(«  — a)  (u  -+•  a)  («  — ë)  (u  4-  ë)  (u  — y)  (u  - f-y)  ...  =0, 
ou  (té  — a’)  («J  — ë2)  (ié  — y1)  . . . = o. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et,  de  plus,  ne  ren- 
ferme que  des  puissances  de  degré  pair  de  l’inconnue;  c’est-à-dire 
qu’elle  est  de  la  forme 

ié"  + P' té"--  -*-  -+-  ...  -H  T' té  H-  U'  = o. 
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Le  degrc  ?.«  est  d’ailleurs  égal  à mm  — i),  ou  bien  (n°  HO) 
au  nombre  d'arrangements  deux  à deux  que  l’on  peut  faire  avec 
un  nombre  m de  lettres. 

Si,  dans  l’équation  précédente,  on  pose,  pour  simpliticr, 
«’  = z,  elle  devient 

j»  + PV-'+Q'^H.  • +fi  + U'  = o, 

équation  d’un  degré  sous-double,  dont  les  racines  sont  les  carrés 
des  différences  entre  x',  x",  x'",.  . . ; 

Car,  en  mettant  dans  la  relation  /«’  — z,  à la  place  de  n,  ses 
différentes  valeurs,  x"  — x',  x'"  — x', . . .,  on  obtient 

z = {x"  — x'Y,  (x"'  — x')3 

L’équation  en  z s’appelle  l’ équation  aux  carrés  des  différences  ; 
et  on  la  considère  ordinairement  de  préférence  à l’équation  aux 
différences,  comme  étant  d’un  degré  sous-double. 

Ainsi , dans  l’exemple  du  numéro  précédent , l’équation  aux 
différences  est  du  6' degré,  c’est-à-dire  d’un  degré  marqué  par 
3(3 — i)  = 6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré 
pair;  et  si  l’on  pose  «3  = z,  elle  devient 

z3  — 36  z’  -+-  3?4  z 4-  45g  = o. 

L’équation  aux  différences,  ou  plutôt  l’équation  aux  carrés 
des  différences,  nous  sera  très-utile  par  la  suite. 

§ III.  — Des  Équations  susceptibles  d’abaissement. 

On  comprend  sous  ce  titre  toutes  les  équations  dont  deux  ou 
plusieurs  racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières  et 
déterminées , parce  qu’en  général,  on  peut  faire  dépendre  la  réso- 
lution de  ces  équations  de  celle  d’autres  équations  de  degré 
moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales , 
c’est-à-dire  dont  le  premier  membre  (n”  240)  contient  des  facteurs 
égaux. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à ces  classes  d’équations  s’ap- 
pellent méthodes  d’abaissement , et  doivent  être  regardées,  jus- 
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qu'à  un  certain  point,  connue  une  branche  de  la  transformation 

des  équations,  puisque  le  but  général  de  cette  théorie  est  de 

ramener  la  résolution  d’une  équation  à celle  d’une  équation  plus 

simple. 

THÉORIE  OES  RACINES  EGALES. 


270.  Dire  qu’une  équation  a des  racines  égales,  c’est  dire 
(n°  2-îO)  que  son  premier  membre  contient  des  facteurs  égaux  ; dès 
lors,  le  premier  polynôme  dérivé,  qui  (n°  2(34)  est  la  somme  des 
produits  [m  — i)  à (m  — i)  des  m facteurs  de  la  proposée,  ren- 
ferme dans  chacune  de  ses  parties  au  moins  une  fois  tout  facteur 
qui  entre  plusieurs  fois  dans  la  proposée.  Donc  il  doit  exister  un 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  celle-ci  et  son  pre- 
mier polynôme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il  au 
moyen  des  facteurs  égaux  de  l’équation  donnée?  C’est  ce  qu’il 
s’agit  maintenant  d’examiner. 


277.  On  demande  de  reconnaître  si  une  équation  a des  racines 
égales,  et , autant  que  possible , de  déterminer  ces  racines. 
Désignons  par  X la  premier  membre  de  l’équation 

.if  -t-  Px"1-'  -4-  Qx1"-’  -|-  ...  H-  Tx  + U = o; 

supposons  qu’il  renferme  n facteurs  égaux  à x — a , n'  facteurs 
égaux  à x — b , n'  facteurs  égaux  à x — c, . . . , et  qu’il  con- 
tienne en  outre  les  facteurs  simples  x — p,  x — q,  x — r, . . . ; 
en  sorte  que  l’on  ait 

X = (x  — n)"  (x  — b)"‘  (x  — c)n" . . . (x  — p)  (x  — q)  [p  — r). . . . 

Si  l’on  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a vu 
(n°  204  ) que  ce  polynôme  est  encore  égal  à la  somme  des  quotients 
de  la  division  de  X par  chacun  des  m facteurs  de  la  proposée.  Or 
comme  X renferme  n facteurs  égaux  à x — a,  on  aura  d’abord  n 

• x 

quotients  partiels  égaux  à ; même  raisonnement  poul- 

ies facteurs  x — b , x — c,..  . D’ailleurs,  on  ne  peut  former 
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, , . X X X 

qu  tin  seul  quotient  égal  à > , , . . . . Ainsi, 

x — p x — q x — / 

Y est  nécessairement  de  la  forme 

«X  , «'X  «"X  XXX 

-J -4- h . . . H 1 1 h . . . • 

x — a x — b x — e x — p x — q x — r 

D’après  cette  composition  du  polynôme  Y,  il  est  visible  que 
(a.-  — fl)'1-1,  (a  — ( x — . . . sont  des  facteurs  com- 

muns à toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 

(x  — fl}"-1  (x  — bf~ 1 (x  — c)" 1 . . . 

est  un  diviseur  relatif  de  Y (n“  250}.  D’ailleurs,  X renferme  aussi 
évidemment  ce  diviseur  ; ainsi , X et  Y'  ont  pour  commun  diviseur 
relatif  (x  — «)"“•  ( x — h)u'~'  (x  — e)"”-1 ....  Je  dis  maintenant 
que  c’est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X sont  x — a , x — b , x — c , . . . et  x — p,  x — <7, 
x — r,...;  or  Y ne  peut  avoir  pour  diviseur  x — p,x  — 17, 
x — r, . . , puisque  chacun  d’eux  entre  comme  facteur  dans  toutes 
les  parties  de  Y,  une  seule  exceptée. 

Donc,  enfin,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X et  Yr  est 

D = (x  — a)n~'  lx  — b)n  ~'  (x  — c)"  ‘~ ' ...  ; 

c’est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  produit  des 
facteurs  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  proposée , élevés  respec- 
tivement à des  puissances  dont  les  exposants  sont  moindres  d'une 
unité  que  dans  la  proposée. 

278.  J)e  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 

Pour  reconnaître  si  une  équation  X = o renferme  des  racines 
égales , formez  Y ou  le  pn/yndmc  dérivé  de  X , puis  cherchez 
(n°  24G)  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X et  Y;  si 
vous  n’en  trouvez  pas,  l’équation  n’a  pas  de  racines  égales  ou  de 
facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D soit  du 
premier  degré , ou  de  la  forme  x — // , posez  x — h = o , d’où 
x = h ; vous  pouvez  alors  conclure  que  l’équation  a okux  racines 
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égales  à li , et  n’a  que  cette  seule  espèce  de  racines  égales,  dont 
vous  pouvez  la  débarrasser  en  divisant  X par  (x  — h)'. 

Si  D est  du  second  degré  en  x,  résolvez  l’équation  D = o;  il 
peut  arriver  deux  cas  : ou  les  deux  racines  sont  égales,  ou  elles 
sont  inégales.  i°.  — Si  vous  trouvez  D = (x  — hf,  vous  pouvez 
en  conclure  que  l’équation  a trois  racines  égales  à h,  et  n'admet 
que  cette  seule  espèce  de  racines  égales,  dont  vous  pouvez  la  dé- 
barrasser en  divisant  X par  (x  — h)3.  2°.  — Si  D est  de  la  forme 
(x  — /<)  ( x — h!  ) , c’est  que  la  proposée  a deux  racines  égales  à 
h,  et  deux  racines  égales  h h',  dont  on  la  débarrasse  en  divisant 
X par  (x  — h)7  (x  — lé  y,  c’est-à-dire  par  D5. 

Supposons  maintenant  que  D soit  d’un  degré  quelconque;  il 
faut,  pour  connaître  les  diverses  espèces  de  racines  égales,  et  le 
nombre  des  racines  de  chaque  espèce,  résoudre  complètement 
l’équation  D = o;  et  toute  racine  simple  de  D = o sera  double 
dans  la  proposée  ; toute  racine  double  de  D = o sera  triple  dans 
la  proposée  ; et  ainsi  de  suite. 

279.  Appliquons  cette  méthode  à quelques  exemples. 

Reconnaître  si  l’équation  x*  — 12X1  + 19  xJ  — 6 x -H  g = o 
a des  racines  égales,  et  les  déterminer  s'il  en  existe. 

On  a (n°  2G2),  pour  le  polynôme  dérivé, 

Sx1  — 36 x’  ■+-  38 x — 6. 

Or,  en  appliquant  à cesdeux  polynômes  le  procédé  du  p.  g.  c.  d., 
on  trouve  D = x — 3;  ce  qui  prouve  que  l’équation  a deux  ra- 
cines égales  à 3. 

Divisant  son  premier  membre  par  (x  — 3)!,  on  obtient 
2 x2  1 = o ; d’où  x = zt  j — 2 . 

Ainsi,  l’équation  est  complètement  résolue,  et  elle  a pour 
racines , 

3,  3,  -f-  j- y — 2 , et  — vV^—  2. 

Soit  pour  second  exemple,  xs — 2x‘-t-3x’ — 7 x’-f-  8x  — 3 — o ; 
mi  a pour  le  polynôme  dérivé,  5.c’  — 8x-|-gx! — 1 !\  x -f-  8 , 
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et  pour  commun  diviseur,  — a.r  ■+•  i ou  (.r i)J; 

donc  la  proposée  a trois  racines  égales  à i . 

Divisant  son  premier  membre  par  (x  — i)3  ou  par 

x3  — 3 x3  -+-  3 x — i , on  trouve  pour  quotient 

...  , o i , I ! y l i 

i + x+  3 = o ; don  x = 

O 

L'équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 

Soit  la  nouvelle  équation 

x -4-  5 xc  -t-fix*  _ 6x*  — iSx3  — 3x3-|-  8x  -t-  4 — o ; 
le  polynôme  dérivé  est 

7 x"  -4-  3oxs  3ox'  — -x^x3  — 45  te1  — 6r+  8; 
et  l’on  trouve  pour  commun  diviseur, 

x’-t-  3x3  4-  — 3x  2 . 

L’équation  a;*  -4-  îxJ  + i!  — 3 x — 2=0  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue;  mais  en  y appliquant  la  méthode  des 
racines  égales,  c’est-à-dire  en  recherchant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé 
4x’  -t-  gx3  -4-  2x  — 3 , on  trouve  pour  commun  diviseur,  x-+- 1 ; ce 

qui  prouve  que  x -t- 1 entre  au  carré  dans  x*-f-  3-r3  -|-  x2  — 3x 2, 

et  au  cube  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

Si  l’on  divise x4-f-3xM-x3 — 3x—  2 par  (x-4-1)3  ou  x’-4-2x-4-i, 
il  vient  pour  quotient , xJ  -t-  x — 2 , polynôme  qui , égalé  à zéro, 
donne  les  deux  racines  x = 1 , x = — 2 , ou  les  deux  facteurs 
x — 1 et  x -t-  2.  On  a donc 

.r1  -(-  3 x3  -4-  x’  — 3 x — 2 = (x  -H  i)3  (x  — 1)  (x  -4-  2). 

Ainsi , le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

(x  -4-  1)1  (x  — 1)3  (x  -4-  2)3; 

ou  bien,  en  d’autres  termes,  l’équation  a trois  racines  égales  à 
— 1 , rleux  égales  à -4-  1 , et  deux  égales  à — 2. 
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Voici  de  nouvelles  applications  : 

1"...  x'  — 7 x,;  -f-  iox5  +2211  — 43^’  — 35 x - -+-  48x  36  = o, 

(x  — 2)!  (x  — 3)’  (x  -t-  i y = o ; 

2°...  x"  — 3x6-f-  gx5  — igx1-)-  27  x1 — 33x5+27x — g = o, 
(x  — i)-1  (xJ  -+-  3 )*  = O. 

200.  Lorsqu’on  appliquant  la  méthode  précédente,  on  obtient 
une  équation  I)  — o d’un  degré  supérieur  au  second , comme 
cette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à la  méthode , on 
parvient  souvent  ainsi  à opérer  la  décomposition  de  D = o en 
ses  facteurs;  et  l’on  connaît  par  ce  moyen  les  différentes  espèces 
de  racines  égales  de  l’équation  X = o , ainsi  que  le  nombre  des 
racines  de  chaque  espèce.  Quant  aux  racines  simples  de  X =0, 
on  commence  par  dégager  cette  équation  des  facteurs  égaux 
qu’elle  renferme;  et  l’équation  résultante,  étant  résolue,  fait 
connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X = o ne  peuvent  pas  toujours  être 
découvertes  immédiatement  : c’est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
lorsque  D n’a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  second 
degré,  auquel  ces  chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dans 
la  proposée;  et  l’on  ne  peut  les  obtenir  qu’en  résolvant  l’équa- 
■ tion  D = o d’après  des  méthodes  que  nous  exposerons  ultérieu- 
rement. 

201.  Mais  pour  ne  rien  laisser  à désirer  sur  celte  matière, 

nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  l'équation  proposée , si 
elle  a des  racines  égales,  on  peut  toujours  faire  dépendre  sa  réso- 
lution de  celle  d’une  suite  d’équations  dont  lu  première  n'admet 
que  les  racines  simples  de  la  proposée , une  seconde  les  racines 
doubles  (c’est-à-dire  les  racines  qui  y entrent  deux  fois),  une  troi- 
sième les  racines  triples,  etc.  , 

F.n  effet,  soit  X = o l’équation  proposée,  et  désignons  par  X' 
le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux 
racines  simples;  parX"  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré, 
correspondant  aux  racines  doubles;  par  X'",  X,r,.  . . le  produit 
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«les  facteurs  correspondant  aux  racines  triples,  «piadrttples, . . 
en  sorte  que  l’on  ait 

X = X'.  X"3.  X"'3.  X”‘.  Xvi,  . 

il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  n"  277,  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  X et  son  polynôme  dérivé  Y est  «le  la  forme 

D c=  X".  X"'J.  X"3.  XT'. . . , 

puisque  les  facteurs  égaux  «le  la  proposée  doivent  entrer  dans  P 
a une  puissance  dont  l’exposant  est  moindre  d’une  unité  que  dans 
la  proposée. 

Cela  posé,  opérons  sur  I)  comme  nous  avons  opéré  sur  X,  et 
désignons  par  IV  le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre 
P et  son  polynôme  dérivé.  On  a 

D'  = X*.  X,T’.  X”. 

On  trouverait  de  même,  en  opérant  sur  D'  comme  on  a opéré 
sur  U et  X, 

n"=X”.  X33...; 
et  enfin  I)"'  — X1. 

iÏSous  supposerons,  pour  fixer  les  itl«;es,  que  5 soit  le  plus 
gran«l  nombre  de  fois  qu’une  même  racine  entre  dans  l’équation 
proposée,  c’est-à-dire  que  l’équation  D"'  = o n’ait  que  des  racines 
simples.) 

Actuellement,  si  l’on  divise  successivement  X par  U,  D par  IV, 
D par  1)  , D"  par  D",  et  qu’on  désigne  respectivement  par  Q,  Q', 
Q , Q les  quotients  obtenus,  on  pourra  former  le  tableau  sui- 
vant : 

X =X,X",X",JX”"X’‘  1 
D ~ X"  X"3  X"3  X" 

D'  = X'"  X,,a  Xv3  » 

D"  = X,v  X33  ) 

I 

D*  = X”  = o ) 

D™  ~ 


Q = X'  X"  Xw  XIV  X'  ) Q 

— X'  = O 


Q'  = X"  Xw  X’v  X3 
Q"  = X'"  X1V  X3 
Q'"  = X’3  X' 


Q' 


V " 

j,  — A = O 


k v ^ 

\«r  — ^ — O 


Q 

Q* 


# 
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D’où  l’on  voit  que,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d’opérations, 
savoir:  une  série  d’opérations  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
deux  séries  de  divisions,  on  parvient  à isoler  successivement  les 
facteurs  X',  X",  X'",  X1”  et  Xv,  qui,  égalés  séparément  à o, 
donnent,  la  première,  les  racines  simples  , la  seconde,  les  racines 
doubles , etc. 

Il  est  à remarquer  d’ailleurs  que  le  degré  de  X'  = o exprime  le 
nombre  des  racines  simples  de  la  proposée;  le  degré  de  X"  = o , 
le  nombre  des  racines  doubles;  celui  de  Xw  =o,  le  nombre  des 
racines  triples,  etc.;  et  la  résolution  complète  de  ces  équations 
fait  connaître  les  différentes  espèces  de  racines  simples , doubles  , 
triples,  quadruples,  etc. 

Ainsi,  la  méthode  des  racines  égales  n’est  pas,  en  général,  une 
méthode  de  résolution  complète,  mais  bien  une  méthode  d’abais- 
sement. Ce  n’est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  = o , X"  ~ o, 
X'"  = o, . . . ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  degré,  qu’on 
peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de  l’équation  pro- 
posée. 

282.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à la 
recherche  des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
d’un  polynôme  en  x du  second,  du  troisième,.  . degré,  pour 
que  ce  polynôme  soit  un  carré,  un  cube,...  parfait.  Il  suffit, 
pour  cela,  de  former  le  polynôme  dérivé  du  polynôme  proposé, 
puis  d’exprimer  (nn  277)  la  condition  nécessaire  pour  que  ce 
polynôme  dérivé  soit  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit,  par  exemple , le  trinôme  du  second  degré  ax'1  -f-  bx  -t-  c, 
dont  le  polynôme  dérivé  est  2 ax  b , 


2 ax 1 -|-  2 bx  -f-  2 c j 

2 ax  4-  b 

bx  -f-  2 c | 

1 x + b 

2 abx  4 ac 
4 ne  — b1. 


En  appliquant  à ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus  grand 
commun  diviseur  avec  ses  modifications  (n°  280),  on  trouve 
pour  reste,  \uc — /<7;  et  si  l’on  suppose  4 nr  ■ — ~ o,  ou 
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b'  — 4 ac  — o > 2 "x  ■+■  b sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
cnlre  ax'  -f-  ôx  -t-  c et  son  dérivé,  qui  n’est  autre  chose  que 
2 ax  ■+■  b lui-même.  Ainsi,  sous  la  condition  b ' — bac  = o,  on 
peut  regarder  ax ' -+-  bx  -p  c comme  le  carré  de  2 <7x  -+■  b , à un 
facteur  quelconque  près,  indépendant  de  x. 

On  a vu  , en  effet  (n°  112  ),  que  b‘  — 4 ac  — 0 est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu’un  trinôme  du  second  degré  soit 
un  carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme ax' - 1-  bx'  -f-  ex -h  d, 

dont  le  dérivé  est 3 ax'  -+•  2 bx  ■+■  c; 


en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  pour 
reste  (6 ac  — 2 b')x  -+-  qad  — bc.  Or,  si  l’on  écrit  que  ce  reste 
est  nul , on  établit  la  condition  que  3 ax'  -f-  2 bx  -+-  c est  commun 
diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé;  mais  ce  reste  doit  être 
nul,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Ainsi  (n“  180),  on  a sépa- 
rément 

6 ai:  — 2 b'  — o , 9 a ti  — bc  = o . 


En  effet , la  première  de  ces  deux  conditions  donne  c = - — , et 

3 a 

bc  b ' , 

la  seconde,  d = — = : d’où,  substituant  dans  le  poly- 

9 a 27  a'  ' J 

nôme  proposé, 


bx' 


d — a | . 


b b' 

• - x ' + *■ 

a Sa' 


b‘  \ / 

:)  = a (x-+- 

*7  a*  J \ 


3 a 


Même  raisonnement  pour  les  polynômes  du  quatrième,  du  cin- 
quième, . . . degré. 

N.  B.  — Les  deux  relations  6 «c  — 2 b'  = o , 9 ad  — l>c  — o , 
entraînent  nécessairement  la  condition  que  le  dérivé  3ax'+ibx-\-c 
soit  un  carré  parfaïl'g car  si  les  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  x,  dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux,  comme,  d’a- 
près la  théorie  des  racines  égales , ces  facteurs  devraient  se  trouver 
à la  deuxième  puissance  dans  le  polynôme  proposé,  il  faudrait 
alors  que  celui-ci  fût  au  moins  du  quatrième  degré,  tandis  qu’il 
n’est  que  du  troisième. 

d/g.  B.,  10''  éd.  29 
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Et , en  effet,  la  condition  pour  que  3 ax1  -+-  a bx  -+-  c soit  un 
carré  parfait  est,  comme  on  1 a vu  tout  a 1 heure, 

(2è)J  — 4-3flC=o,  ou  b'  — 3ar  = o; 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  deux  relations  ci- 
dessus. 

Autres  applications  (le  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur _ 

285.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore , 
dans  d’autres  cas,  à abaisser  le  degré  dune  équation;  tel  est 
celui  où  l’on  donne  d’avance  une  certaine  relation  entre  deux  des 
racines  de  l’équation  proposée. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  l’équation  générale 

x"  -1-  Pxm-'  4-  Q x™-*  H -+•  Tx  U = o , (î) 

et  supposons  qu’entre  deux  des  racines  a et  b , on  ait  la  relation 
b = ha  -1-  h [h  et  h étant  des  nombres  connus  et  donnés  « 
priori ). 

Puisque  l’équation  (t)  doit  être  satisfaite  par  les  deux  quantités  a 
et  ha  4-  A , il  s’ensuit  que , si  l’on  met  dans  cette  équation  hx  -+-  h 
à la  place  de  x,  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

(/•x  4-  /t)»  4-  P {hx  4-  h)*-'  4-  • • . + T (*x  + *)  + ü = o,  (2) 

les  équations  (1)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  une  même 
valeur  a-,  donc  (n°  257  ) il  doit  exister  un  commun  diviseur  relatif 
entre  les  deux  premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  à ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  égalant  à o le  diviseur  obtenu, 
on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée 
dans  la  relation  b — ha  4-  h , fera  connaître  la  valeur  correspon- 
dante de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  on  peut  en 
conclure  que  deux  racines  seulement  de  l’équation  ont  entre  elles 
la  relation  donnée.  Si  ce  diviseur  est  du  second  degré,  c’est  qu’il 
existe  deux  roupies  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété; 
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et  leur  détermination  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après 
quoi,  l’on  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
chacun  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux 
racines  obtenues. 

En  général,  soit  D le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu. 
La  résolution  de  l’équation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la 
résolution  de  l’équation  qu’on  obtient  en  divisant  le  premier 
membre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré 
qui  correspondent  aux  racines  de  D = o et  à celles  qu’on  a dé  ■ 
duites  de  la  relation  b = ka  -+-  h. 

Soit  pour  exemple  l’équation 

x*  — t 2 x1  -f-  48 x:  — 7 1 x -+■  3o  = o , ( 1 ) 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a et  b sont  liées  par 
la  relation  b = 2 a 4-  1 . 

En  mettant  21+  1 pour  x dans  la  proposée,  et  développant 
les  calculs,  on  obtient,  toute  réduction  faite, 

8x'  — 32x'  -t-  36 x-  — ’jx  — 2=0. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  pro- 
posée le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  parvient  au 
diviseur  relatif  x — 2;  ce  qui  donne 

x — 2 = 0;  d’où  x = 2 , ou  a — 2. 

Cette  valeur  de  a , substituée  dans  la  relation  b — 2 a -4-  1 , donne 
ensuite  b — 5. 

Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  divisible  par 
( x — 2)  (x  — 5)  ou  x3  — 7x4-10; 
et,  en  effectuant  cette  division,  on  a pour  quotient 

x’  — 5x4- 3 =0,  d’où  x = -±-\/i3 

2 2 

L’équation  proposée  se  trouve  ainsi  complètement  résolue. 

29. 
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Des  Equations  réciproques. 

284.  Parmi  les  équations  susceptibles  d’abaissement,  on  dis- 
tingue particulièrement  les  équations  dites  réciproques  ; ce  sont 

celles  qui  restent  les  mêmes  lorsqu’on  y change  x en  -■ 

Ainsi,  par  exemple,  toute  équation  de  la  forme 

x"  4-  px J"~l  -+-  qxn'-  ‘ -4-  ...  4-  qx 2 4-  px  4-  ! — o , 

c’est-à-dire  telle  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance 
des  extrêmes  soient  égaux  entre  eux , est  une  équation  réciproque; 

car  si  l’on  v remplace  x par-?  elle  devient 


x " 


4- 


4- 


{J_ 

xr 


X 


o; 


d’oii,  en  multipliant  par  x",  et  renversant  l’ordre  des  termes, 
x"  -f- px"‘  ' 4-  qx™-*  qx1  -4 -px  + i = O , 


équation  identique  avec  la  proposée. 

La  dénomination  de  réciproques,  donnée  à ces  équations,  vient 

de  ce  que,  si  l’on  suppose  que  a est  racine,  - l'est  nécessaire- 
ment aussi. 

288.  Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équations 
réciproques,  nous  considérerons  successivement  le  cas  où  l’équa- 
tion est  de  degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  degré  pair. 

Premier  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré  impair, 
xM+l  -+-  px'"'  4-  qx  "—'  + sx'-  -f  îx  4 b = o.  (i) 

Pour  que  cette  équation  soit  réciproque,  il  faut,  d’après  la  défini- 
tion, qu’elle  reste  la  même  lorsqu’on  y remplace  x par  — ■ 


Digitized  by  Google 


453 


DES  EQUATIONS  RÉCIPROQUES. 

Effectuons  cette  substitution  ; il  vient 


+ 4. 


s t 

H : H h « — o; 

x ■ x 


d'où,  multipliant  par  , divisant  par  u,  et  renversant  l'ordre 
des  ternies , 

x»+l  jjn-l  -t-  . . . -f-  L L x -1-  - = O.  (2) 

« U U UH 


Or,  pour  (pic  les  équations  (1)  et  (2)  soient  identiques  entre  elles, 
il  laut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
soient  «'gaux , c’est-à-dire  que  l’on  ait  les  relations 


/ 


5 = ^’ 


S 


I 

U 


On  déduit  de  la  dernière  «’  = 1 , d’où  « = ± 1 ; et  si  l’on  prend 
d’abord  la  valeur  a =.  4-  1 , il  en  résulte 

t = />,  s=q,...,  q = s,  P = t. 


Prenant  ensuite  la  valeur  « = — »,  on  trouve 


t — — p,  s — — 7, . . .,  q = —s,  p=  — t; 

d’où  l’on  voit  qu’n/ic  équation  du  degré  impair  est  réciproque 
quand  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe , ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires. 
Elle  ne  peut  d’ailleurs  être  réciproque  que  dans  l’un  ou  l’autre 
de  ces  deux  cas. 

Second  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair, 
pxu~'  -t-  qxml . . . -f-  rx"  sx1  tx  u — o.  (3) 

(Dans  ce  cas,  comme  le  nombre  total  des  termes  est  2//  -4-  1 , le 
terme  rx"  est  à égale  distance  des  deux  extrêmes.) 

Remplaçons  x par  - dans  cette  «'quation  ; il  vient 


t 


-h 


P 

i*"1 


-h  u — o . 
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d’où,  multipliant  par  •r’",  divisant  par  n,  et  renversant  l’ordre 
des  termes,  v 

t s r api 

.T™  - I”-'  4-  - x’"-1  + ...  + -i*+...+ix1  + -i:+-=o.  (4 

U H U U U U 


Or,  pour  que  les  équations  (3) et  (4)  soient  identiques  entre  elles, 
il  faut  et  il  suffit  que  l’on  ait  les  relations 


La  dernière  revient  àn’=  1 , d’où  n = ± 1 . 


Cela  posé,  pour  la  première  valeur  « = -+-  1 , on  trouve 
tz=p,  s — q , , r=r,...,  /j  — s,  p — f, 

et  pour  la  seconde  u — — 1 , 

t=—  p,  s = —g,...,  r — /',■••,  '/  — —s,  p~  — t , 

égalités  dont  celle  du  milieu  , r = — r,  ne  peut  existe/  à moins 
qu’on  ne  suppose  r=o. 

Donc  toute  équation  de  degré  pair  est  réciproque  toutes  les 
fois  , 1 u que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  meme  signe  ; 2"  que,  le  terme  du  milieu  man- 
quant dans  l’équation , les  coefficients  des  termes  à égale  distance 
des  extrêmes  sont  égarée  et  de  signes  contraires.  L’une  ou  l’autre 
de  ces  deux  conditions  est  d’ailleurs  nécessaire. 

U86.  Passons  actuellement  à la  résolution  de  ces  sortes  d’équa- 
tions, et  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  d’une  équation  de  degré 
pair,  telle  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  soient  égaux  et  rie  même  signe. 

Nous  prendrons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  de  hui- 
tième degré  ; mais  on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode 
s’appliquerait  à toute  antre  équation  satisfaisant  à l’hypothèse 
établie. 
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Soit  donc  l’équation 

x*  -)- px  -+-  qx“  -+■  rx'  H-  yx‘  -I-  rx*  -4-  qxi  +•  px  +1=0,  ( I ) 

et  posons  dans  l’équation  (2),  x -+-  - — z. 

On  est  conduit  à cette  transformation  par  la  remarque  sui- 
vante : Puisque  les  racines  sont  réciproques  deux  à deux,  il  s’en- 
suit que  l'on  connaît  les  produits  <1  X ->  £ X cX  -•  • • ■ 

abc 

des  racines  réciproques  (chacun  de  ces  produits  est  égal  à 1 );  il 
suffirait  donc  (n°I14),  pour  obtenir  les  deux  racines  a et 

ou  b et  t » • • • 1 de  connaître  les  sommes  a + - ■>  b -+-  y > • • • , 
b a b 

ou  , ce  qui  revient  au  même  , les  valeurs  de  la  fonction  x H — • 

Cela  posé,  si  l’on  divise  l’equation  (1)  par  x*,  et  qu’on  ras- 
semble les  termes  affectés  des  memes  coefficients , il  vient 

x‘ (x3+^) + q (x’+ +r(*+ï 

la  difficulté  est  ainsi  réduite  à exprimer  en  fonction  de  z les 

. . 1 1 1 

quantités  x1  4-  — 1 x1  -+-  — 1 x‘  -t-  — ■ 

Or  on  a , en  général , 


équation  d’où  l’on  déduit,  en  y remplaçant  x -1 — par  z, 

x"*-*-'  H — = (x*  + — ] z — ( x"-1  -+-  ) , 

x”+l  \ xm  ! \ .r'"-1  / 

formule  qui  donne  l’expression  x'"+1  -t-  au  moyen  des  deux 
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t 

expressions  semblables  de  degrés  immédiatement  inférieurs  , m et 
m — i . 

Soit  fait  successivement  ni  = 1,2,  3,  4>5, ; 

on  trouve 

** +;?=(*  + + 

(x!4-i)  (x  î ) = 25 - 3*> 

**  + i = (** + p) 2 - (*’  + p)  = z‘  - 4 **  + 2 ; 


et  ainsi  de  suite  à l’infini. 

En  un  mot,  ces  expressions  forment  (n°I85),  à partir  de 

x'  -+-  — , une  série  récurrente  du  second  ordre , dont  l’échelle  de 
x1 

relation  est  (z,  — 1). 

11  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  l’équation  (3), 
à la  place  de  x1  4-  — » x1  -1-  — > x'  -+-  les  valeurs  qu'on  vient 
d’obtenié ; ce  qui  donne  pour  l’équation  résultante, 

z*  — 4 » + 2 + r (*’  — 3 *)  -t-  q ( z’  — 2 ) -t-  pz  = o , 
ou  , réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à z , 

z‘  -+-  rz3  ( r f — 4)  z3  -f-  (p  — 3 r)  z — 2 q -t-  2 = o , 

équation  d’un  degré  sous-double  de  celui  de  la  proposée. 

Donc  la  résolution  de  toute  équation  de  degré  pair  telle , que 
les  coefficients  des  termes  h égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  meme  signe , peut  être  ramenée  à la  résolution  d’une  équation 
de  degré  sous-double. 

287.  Considérons,  en  second  lieu  , l’équation  de  degré  impair, 
■t!"+l  4-  pxu  4-  qx'"~'  H qx1  +pv  + 1=0, 
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dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux  et  de  meme  signe. 

Il  est  d’abord  visible  que  — i est  racine  de  cette  équation  ; car 
le  premier  membre  devient,  par  l’hypothèse  x = — i , 

— t 4 - p — q 4- ...  4-  <7  — p H-  t ; 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  x 4-  i . 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynôme  réciproque  de 
degré  pair , dont  les  coefficients  à égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  même  signe. 

En  effet,  on  voit  bien  clairement  que,  si  l’on  divise 

soit  x3'''1"1  4-  px:n  -f-  qx'"‘~'  —J—  ...  — t—  qx*  px  4-  t par  x -t-  i , 

soit  i 4-  px  4-  qx'  4-  ...  4-  qx*"-'  4-  px'1"  4-  x3"4-'  par  1 4-  x , 

Jes  coefficients  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients 
sont  nécessairement  égaux  (il  suffit  d’ailleurs  d’effectuer  les  deux 
divisions  pour  s’en  convaincre);  mais  le  second  quotient  n’est 
autre  chose  que  le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse  : donc 
il  faut  nécessairement  que  les  derniers  coefficients  du  premier 
quotient  soient  deux  à deux  égaux  aux  premiers. 

Il  résulte  de  là  qu'après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  x 4-  1 , on  obtiendra  une  équation  réciproque  de 
degré  pair,  de  même  forme  que  celle  du  numéro  précédent,  et 
qn’on  résoudra  de  la  même  manière. 

U88.  11  nous  reste  encore  à considérer  les  équations,  de  degré 
pair  ou  impair,  dont  les  termes  à égale  distance  des  extrêmes  ont 
des  coefficients  égaux  et  de  signes  contraires. 

Soit  l'équation 

x"  4-  pxm~'  4-  qx™-*  — ...  — qx-  — px  — 1=0. 

(11  n’v  a point  ici  de  terme  du  milieu,  parce  que,  si  ni  est  impair, 
le  nombre  total  des  termes , m 4-  1 , est  pair,  et  si  m est  pair,  le 
terme  du  milieu  doit  manquer  (n°  28o,  ?/'  cas)  pour  que  l’équa- 
tion Soit  réciproque.' 
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Cela  posé , il  est  encore  visible  que  l’équation  proposée  est 
satisfaite  par  x = 4-  i ; donc  le  premier  membre  est  divisible  par 
x — I. 

Or,  si  l’on  divise 

i °.  x"  -f-  'pif*—'  4-  1/x"-3  -f-  . . . — </x5  — px  — 1 par  x — 1 , 
2°.  — 1 — px  — qx'  — ...  + qx"~-  4- px™-'  4-  xm  par  — 1 4-  x, 

ou , ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  les  signes) , 

1 4- px  4-  qx'  4-  . . . — qx™—'  — px™-'  — x"  par  1 — x, 

on  devra  obtenir,  pour  les  termes  de  même  rang  dans  les  deux 
quotients,  des  coefficients  absolument  identiques  (ce  qu’on  peut 
d’ailleurs  aisément  vérifier  en  effectuant  la  division). 

Donc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  polynôme  dont 
les  termes  à égale  distance  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux 
et  de  meme  signe;  ainsi,  ce  polynôme  rentre  dans  l’un  des  deux 
cas  précédemment  examinés. 

N.  B.  — Dans  l’hypothèse  qui  nous  occupe  actuellement,  si 
l'on  suppose  que  m soit  pair,  comme,  en  divisant  le  premier 
membre  de  la  proposée  par  x — 1 , on  obtient  un  quotient  de 
degré  impair  dont  les  coefficients  sont  égaux  et  de  même  signe,  ce 
quotient  est  lui-même  divisible  parx4-  1 (n°  287).  Ainsi,  le  pre- 
mier membre  de  la  proposée  est  divisible  par  (x  — 1)  (x  4-  1)  ou 
x3  — 1 ; et  le  quotient  est  un  polynôme  de  degré  pair  qui  rentre 
dans  la  classe  de  ceux  déjà  traités  au  n°  286. 

289.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d’être  dit,  on  voit, 

1 “.  Que , si  Y équation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair,  et 
que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  soient 
égaux  et  de  même  signe,  sa  résolution  peut  être  (n°  286)  ramenée 
à celle  d’une  équation  de  degré  sous-double  ; 

2°.  Que,  si  Y équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  signe,  le  pre- 
mier membre  est  divisible  par  x 4-  1 (n°  287);  et  cette  division 
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étant  effectuée,  l’équation  résultante  peut  être  ramenée  à une 
équation  de  degré  sous-double  ; 

3°.  Que,  si  Y équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires, 
le  premier  membre  est  divisible  par  x — i (n°  208);  et  la  division 
étant  effectuée,  on  parvient  à une  équation  susceptible  d’être 
abaissée  à un  degré  sous-double  ; 

4“.  Que,  si  Y équation  est  de  degré  pair,  les  coefficients  des 
termes  pris  à égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de 
signes  contraires,  le  premier  membre  est  divisible  par  x 2 — i 
(N.  B.  n"  288);  et  si  l’on  effectue  la  division,  l’équation  qui  en 
resuite  peut  être  elle-même  abaissée  à un  degré  sous-double. 

290.  Applications.  — Soit  l’équation  générale  à deux  termes 
x"  — i — o;  cette  équation  a évidemment  i pour  racine;  et  en 
effectuant  la  division  par  x — i , on  trouve  (n°  51)  pour  quo- 
tient, 

xm~'  r”-2  -+-  x'"-’  -t-  x’1  x -+-  I = o, 

équation  réciproque,  dont  la  résolution  peut,  au  moyen  des  prin- 
cipes précédents,  être  ramenée  à la  résolution  d’une  équation  de 
degré  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  xs  — i = o. 

On  a,  en  divisant  par  x — î , 

X1  X3  -+•  -T2  -+-  X -f-  1 = o , 

équation  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

x2  H -f-  x -f- 1—  i xz  o . 

x x 


Posons  x -t — 

X 


d’où  x2  — zx  -4-  i — o ; il  en  résulte 


X2  +Î+— = z2,  ou  X2  -+-  — = Z2  — ?.. 

x'  x‘ 


Reportant  ces  valeurs  de  x -t — et  de  x-  -t-  — ; dans  l’équation, 
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ou,  réduisant,  z3  -f-  z — i = o; 

donc  z = — -±-^5* 

2 2 . 

D’ailleurs,  l'équation  x3  — zx  ■+■  i = o donne 

x — - ± - <Jz*  — 4 > 

2 2 


donc,  en  substituant  à la  place  de  z ses  deux  valeurs,  on  a,  toute 
réduction  faite, 

x = — 7 y'5  dt  7 V i o ± 2 y'5  . — i . 

4 4 4 

L’équation  x'°  — i = o peut  encore  être  résolue  complètement 
par  le  même  moyen. 

En  effet , on  a 

x'“  — i = (x4  — i ) (x3  -j-  i ) = o. 

On  connaît  déjà  les  racines  de  l’équation  xs  — i = o;  quanta 
celles  de  l’équation  x’  4-  î = o,  connue,  par  l’échange  de  x en 
— x,  elle  devient  x' — i = o,  on  voit  que  tout  se  réduit  à 
prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  dernière 
équation. 


§ IV.  — Théorie  des  Fonctions  symétriques. 

Pour  compléter  l’ensemble  îles  matériaux  nécessaires  à la  réso- 
lution des  équations  d’un  degré  quelconque,  il  nous  reste  à expo- 
ser une  des  théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  importantes  de 
l’Analyse  : c’est  la  théorie  îles  fonctions  symétriques.  L’illustre 
Lagrange  en  a fait  la  base  d’une  méthode  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  à l’École  Polytechnique  peuvent,  sans  inconvé- 
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nient,  passer  ce  paragraphe,  que  nous  n’avons  placé  ici  que  pour 
nous  conformer  à la  marche  précédemment  tracée.) 

291.  On  A^Y>e\\e  fonction  symétrique  des  racines  d’une  équa- 
tion toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines  combi- 
nées de  la  meme  manière , soit  entre  elles,  soit  arec  d’autres  quan- 
tités. *Ainsi , la  somme  a 4-  è 4-  c 4-  . . . 4-  i 4-  / des  racines 
d’une  équation,  la  somme  ab  4-  ac  4-  ad  -+-  . . . 4-  il  de  leurs 
produits  deux  à deux , la  somme  abc  4-  ahd  -f-  ...  de  leurs  pro- 
duits trois  à trois...,  sont  dites  des  fonctions  symétriques  des 
racines. 

Le  caractère  distinctif  d’une  fonction  symétrique  de  diverses 
quantités  est  qu 'elle  conserve  la  même  valeur  numérique , quelque 
permutation  que  l’on  fasse  subir  à ces  quantités. 

Nous  avons  déjà  vu  (n"  242)  que  P,  Q,  R,  . . . , T,  U, 
étant  les  coefficients  d’une  équation , on  a entre  les  racines  et 
les  coefficients,  les  relations  a 4-  b -f-  c 1 4-  ...  = — P.  . ., 
ab  4-  ne  4-  ad  4-  . . . = Q . . . , abcd  . . . = ± U ; nous  allons 
voir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  rationnelle  de  ces 
memes  racines  peut  être  exprimée  également  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  l’équation. 

292.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d’une  équa- 
tion.— Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  celles  au 
moyen  desquelles  on  peut,  comme  nous  le  verrons,  former  toutes 
les  autres,  sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  ra- 
cines, telles  que  a 4-  b H-  c 4-  d 4- ...,  a*  4-  b-  4-  c3  4-  d7  4-  ..., 
et , en  général , a"  4-  bn  4-  c''4-  tln  4-  . . . , n étant  un  nombre 
entier  quelconque. 

Or  je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible  d’ex- 
primer les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  au  moyen  des 
coefficients  P,  Q,  R, . . . , qui  sont  des  quantités  connues. 

Soit,  en  effet,  xm  4-  P.rm_l  4-  Qx™—7  4-Ræ"-3...  4-  Tx  4-  U = o 
l’équation  proposée;  et  désignons  ses  racines  par  a,  b , c,  d, . . . . 
Si  l’on  divise  successivement  le  premier  membre  par  chacun  des 
nt  facteurs  du  premier  degré,  x — a,  x — b,  x — c,...,  on 
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obtiendra  (n°  238),  pour  les  différents  quotients  : 


xm  1 -h  a xm~7  -t-  à1  x'”-3  4-  a 3 xm~<  a'*-1 

P 4-  P a -4-  P a7  ■+■  Pa”-= 

-+-  Q 4-  Qa  -+-  Q«”~3 

-h  R 4-  Ram-‘ 

-h  ...  .. 
-h  T, 

x”1-1  /,  xm— 2 H-  i2  x"1-3  -f-  i3 

4-  P 4-  Pi  4-  Pi5 

4-  Q 4-  Qi 

4-  R 

-HT, 


et  ainsi  de  suite  pour  chacun  des  facteurs  x — c,  x — d, . . . . 

Maintenant,  si  l’on  fait  la  somme  de  ces  m quotients,  et  que 
l’on  pose,  pour  plus  de  simplicité, 


a 

4-  b 

-h  C 

+ ...  = S,, 

à1 

4 -b7 

4 -c7 

4-  . . . = S, , 

à1. 

4-  i3 

4-  c3 

4-  — S , , 

am-x 

4-  b"—' 

4-  c™- 

1 H”  • • • = Sjh—j  y 

on  obtient  évidemment  pour  cette  somme, 

m 

mx"-'  4-  S,  1 x"- 

~7  4-  S, 

xm~ 3 

4-  S,  x"-1  4-  . . 

■ ■ 4-  Sm_, 

4-  wP  1 

4-  PS, 

4- PS, 

4-  PS„_, 

4-  /«Q 

4-QS, 

4-  QS„,_  ; 

4-  »/R 

4-  RSra_, 

-f-  . . • . . 

4- 

4-  wT. 

D’un  autre  côté,  l’on  a vu  (n°  2C4)  que  Y,  ou  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre  de  la  proposée , représente  aussi  la 
somme  des/»  quotients  de  la  division  de  X par  x — a,  x — b, 
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x — c , ; or  on  a ( n°  262  ) 

Y = »«-'  4-  (ni  — i ) P.rm_!  4-  (ni  — 2) Q-r”-1  4-  (ni  — 3)Rx"-'  +...+  T. 

Donc,  en  comparant  terme  à terme  ces  deux  expressions  iden- 
tiques de  la  somme  des  ni  quotients,  on  obtient  les  relations 

S,  mP  = (ni — i)P,  nu  simplifiant,  S,  + P = o; 

Sj  4-  PS,  -b  mQ  =.  (ni  — 2)  Q , ou  bien  S,  -b  PS,  4-  2 Q = o ; 

S3  4-  PS,  -b  QS,  + "<R  = (m  — 3)R , ou  S,  4-  PS,  4-  QS,  4-  3 R = o ; 


S*_,  4-  PS™_,  4-  QSM_,  4- b mT  = T, 

ou  Sm_,  4-  PSm_,  -b  QSm_,  4-  . . . 4-  (m  — i)T=  o. 

La  première  formule  donne  d’abord  la  valeur  de  S,  en  fonction 
de  P;  la  seconde  donne  ensuite  S,  en  fonction  de  P,  Q,  et  de  S,, 
ainsi  de  suite;  enfin,  la  dernière  fait  connaître  S„_,  au  moyen  de 
P,  Q , R , . . . , T,  et  de  Sm_, , S„_j , . . . , qui  sont  censés  connus 
d’après  les  relations  précédentes. 

Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d’une  puissance  entière  et 
positive  quelconque,  reprenons  l’équation  proposée,  et  rempla- 
çons par  x chacune  des  racines  a,  b , c,  d, . . . ; on  a les  égalités 

am  4-  P am~'  4-  Qa™~‘  4-  ...  4-  Ta  4-  U = O, 
bm  + P*™-!  + -b  ...  4-  Té  4-  U = o, 


Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  a",  b",  c",... . 
et  ajoutant  les  produits  terme  à terme,  on  obtient,  d’après  les 
notations  convenues , 

Sbh-„  4-  PSM+„_,  4-  QSm+J1_,  4-  ...  4-  1S„+,  4-  US„  — o. 

Cela  posé,  voici  l’usage  de  cette  formule: 

Soit  n — o ; d’où  S„  = S„  = n°  4-  b°  -b  e"  -b  . . • = m ; 
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Sm  -4-  PSm_j  4-  QSm_j  •+•  TS,  -f-  mU  — o ; 

cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière  des 
formules  obtenues  ci-dessus. 

Soit  fait  ensuite  n — i , 2,  3 , 4>  5 , ...  ; on  trouve 

Sm+i  -4*  ps„,  qs„-,  rSj  -+-  us,  = 0, 

Sflt+ï  -H  PSm+,  -f-  QSm  -f-  • . -+-  TS , 4-  US;  ~ o , 

Sm+;,  -+-  PSra+,  -+-  QSm+,  -f-  . . . -4-  TSj  -f-  USj  = o , 


Il  est  facile  de  reconnaître,  d’après  l’inspection  de  ces  formules, 
que  les  sommes  des  ni  premières  puissances  étant  formées,  les 
suivantes  forment  (n°  184)  une  série  récurrente  dont  l’échelle  de 
relation  est  l’ensemble  des  m coefficients  P,  Q,  R , . . . , T,  U,  de 
la  proposée,  pris  en  signes  contraires. 

La  formule  S„,  +.„  4-  PSm+„_,  4- . . . peut  donner  également  les 
sommes  des  puissances  à indices  entiers  et  négatifs.  En  effet,  soit 
d’abord  n = — 1 ; il  en  résulte 

Sm_i  -4-  PS„_,  4-  . • . -f-  TS#  4-  U'S_1  =0, 

équation  d’où  l’on  peut  tirer  la  valeur  de  S_,  en  fonction  de 
Sm_, , S/,,— 2 , . . .,  S,,  S„,  qui  sont  censés  connus. 

Soient  encore  n — — 2 , n — — 3,.-..;  on  obtiendra  de  nouvelles 
formules  qui  donneront  S_,  en  fonction  de  S„,_2,  Sm_3,..., 
S„,  S_, puis  S — , en  fonction  de  S, S„, S_, , S_,; 
et  ainsi  de  suite. 

Concluons  de  là  qtt’nwc  équation  quelconque  étant  donnée , on 
peut  toujours,  sans  connaître  ses  racines,  obtenir  les  sommes  de 
leurs  puissances  semblables,  te  degré  de  la  puissance  étant  un 
nombre  entier  quelconque , positif  ou  négatif. 

Soit  pour  exemple  l’équation 

x'  4-  x3  — ’j  x-  — x 4-  (>  = o. 
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On  a pour  cette  équation  particulière, 

P=|,  Q = — 7>  T =r  — i , U =6; 
ce  ipii  donne 

S,  = - P = - i , 

S,  = — PS,  — 2 Q — i -H  4 = 1 5 , 

S,  = — PS,  — QS,  — 3T=  — |5  — 7 -f-  3 = — 19, 

S,  = — PS,-  — QS,  — TS,  — 4 U — 1 g -t-  1 o5  — t — 24  — 99, 

Si  = — PS,  — QS  — TS,  — US,  — — 99  — 1 33  -4-  1 5 — t-  6 = — 211, 

S,  = — PS:,  — QS,  — TS,  — US,  = 2ii-(-  6g3  — 19  — 90  = 790  ; 


_ — S,  — PS,  — QS,  — TS,  _ 19  — 1 5 — 7 -+-  4 1 

S_,_  6 “ -g’ 


S_,= 


— S,  — PS,  — QS,  — TS_, 

Ü 


i5  + 1 +28-1-7: 


6 85 

36' 


Ces  valeurs  peuvent  être  aisément  vérifiées;  car  l'équatiou  a 
été  formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x — 1 , x + 1 , 
x — 2,  x + 3 : ce  qui  donne  + 1 , — 1 , + 2 et  — 3,  pour  les 
quatre  racines. 

Considérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symé- 
triques. 

295  On  distingue  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et 
entières  des  racines  d’une  équation , en  fonctions  symétriques  à 
une  lettre , a deux  lettre .v , h trois  lettres,  etc. 

Les  fonctions  symétriques  à une  lettre  sont  celles  dont  chaque 
terme  ne  renferme  qu  'une  racine;  telle  est  la  fonction  «" + £'’+<+. . 
que  nous  savons  déjà  (nc'292)  exprimer  au  moven  des  coeffi- 
cients de  l’équation. 

Les  fonctions  à deux  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 
deux  racines  : telle  est  la  fonction  a"  ht  + a"  cl'  + + n"dt  +..., 

Al  g.  JJ.,  1 01'  éil.  3o 
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dont  il  est  aisé  de  concevoir  la  formation  en  prenant  tons  les 
arrangements  deux  à deux  des  m racines,  et  eu  affectant  les  deux 
lettres  de  chaque  produit  des  exposants  respectifs»  et  p.  D’où  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  est  ( n"  140) 
égal  à m[m  — i). 

l.es  fonctions  à trois  lettres  son  t celles  dont  chaque  terme  renferme 
trois  racines  : telle  est  la  fonction  an  bf  cl  -+-  a"  c?  d!  -+-  b"  af  cî  -f- 
«jue  l’on  obtient  en  formant  tous  les  arrangements  trois  à trois,  des 
m racines,  et  affectant  les  trois  lettres  de  chaque  produit  des 
exposants  respectifs  n,  p,  q.  Ainsi,  le  nombre  total  des  termes  est 
marqué  par  m(m  — i)  ( ni  — 2);  et  ainsi  de  suite. 

Comme,  un  terme  quelconque  d’une  fonction  symétrique  à 
plusieurs  lettres  étant  écrit,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  en 
substituant  à l'arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme 
les  autres  arrangements  dont  les  m lettres  sont  susceptibles,  et  en 
conservant  aux  exposants  le  même  ordre,  on  est  convenu,  pour 
abréger,  de  représenter  les  fonctions  à une,  deux,  trois,...  lettres, 
de  cette  manière:  Ta",  T a"  b?,  T . . ; c’est-à-dire  que  l’on 
place  en  avant  de  l’un  des  termes  de  la  fonction  la  lettre  T;  et 
ces  notations  équivalent  à n"  + + c" +...,  n“bP  ancP  -t- 

aubPci  -+-  anbPtH  -+•.... 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les  fonc- 
tions symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d'une  même 
fonction  soient  affectés  de  coefficients;  mais,  pour  que  la  fonction 
soit  symétrique , il  faut  que  tous  ces  coefficients  soient  égaux,  et 
alors  on  peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur  commun. 

(’.’esl  ainsi  que  l’expression  4 4-  l\a~c‘  4 b3  a*  -h  . .., 

supposée  symétrique  en  a,  b,  r,..  , peut  se  mettre  sous  la 
forme  4 (»  ' b‘  -+-  a c*  -t-  b té  -t- . . ),  ou  \ T <rb‘. 

Knfin , un  polynôme  symétrique  en  <1 , b,  r, . . . peut  être  com- 
post'de  la  réunion,  par  addition  ou  soustraction,  de  plusieurs 
fonctions  symétriques  élémentaires ; et  son  évaluation  se  réduit 
alors  à celle  de  chacune  des  fonctions  élémentaires  qui  la  com- 
posent. Passons  donc  à la  détermination  de  celles-ci. 
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Êvaluation  des  fonctions  symétriques  à deux,  trois, , . . , lettres. 

29-4.  On  a déjà  don  no  (n°292)  des  formules  pour  évaluer  les 
fonctions  telles  que  T a",  qui  n’est  autre  chose  que  S„.  Cherchons 
à évaluer  la  fonction  à deux  lettres  T a"bf.  Pour  cela,  multiplions 
entre  elles  les  deux  expressions  » 

V -+-  b"  4-  c"  4-  d"  -+-  . . . = T a", 
aP  4-  bP  4-  et  4-  c/e  4_  ...  — TV. 

l.e  second  membre  est  TV  X TV. 

Quant  au  premier  membre,  il  peut  arriver  deux  cas  dans  la  mul- 
tiplication. Ou  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur ont  la  même  lettre  ; et,  dans  ce  cas,  le  produit  partiel  est  un 
des  termes  de  la  fonction  TV+c.  Ou  bien,  ces  deux  termes  ont  des 
lettres  différentes,  auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  ternie  de  la 
fonction  TW.  Comme  d’ailleurs  le  produit  total  doit  être  symé- 
trique, puisque  les  deux  facteurs  le  sont,  il  s’ensuit  que  le  pre- 
mier membre  a pour  expression,  T a"+P  4- T a"bf. 

Ainsi , l’on  a l’équation  TV+f  4-  T a“bP  — TV  X TV; 
d’où  l’on  déduit 

T a"  bt  = T a"  X TV  — T a"+P.  (î) 

Ta",  TV,  Ta',+P  étant  connus , d’après  les  formules  du  n"  292, 
la  formule  (C  pourra  servir  à déterminer  toutes  les  fonctions  a 
deux  lettres. 

Cas  particulier.  — Si,  dans  cette  formule,  on  suppose  n = p, 
circonstance  qui  arrive  assez  souvent,  le  second  membre  se  réduit, 
à (Ta")1  — Ta1".  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  (qui,  en 
apparence,  se  réduit  à TV  b"),  il  faut  observer  que  l’on  a 

T Vie  — a"bP  4-  a"cP  4-  a"dP  4-  ...  4-  b"aP.  . . 4-  e“V  -+-.... 

Or,  dans  l’hypothèse  de  « = p,  tous  les  termes  de  ce  polynôme 
deviennent  égaux  deux  à deux,  savoir,  a"  bP  et  b"uP,aneP  et 
c*V. . .:  donc  T a"bP  se  réduit  réellement  à ?.T a"b";  c’est-à-dire 
au  double  de  la  fonction  exprimée  par  Ta"  b",  et  dont  le  nombre 
des  termes  n’est  plus  ; n°  295)  le  nombre  des  arrangements,  mais 
bien  le  nombre  des  combinaisons  deux  à deux. 

3o. 
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Donc , en  supposant  //  = p dans  la  loi  mule  (i  ) , on  trouve 

, (Ta")3  — Ta3" 

T a"  b"  = v 

• 2 


(a) 


Tâchons  maintenant  d’évaluer  la  fonction  T a"bPd. 

Pour  y parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations 

a"  bv  -h  a"  cP  -+-  andf  b"ap  c"ap  — Ta'1  bP, 

ni  4-  bi  4-  c»  4-  r/»  4- Ta». 

On  a d’ahord  Ta"  bp  x Ta»  pour  le  produit  des  seconds  membres. 

Quant  aux  premiers  membres,  on  doit  obtenir  trois  espèces 
de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car,  ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  ù 
la  lettre  du  terme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant  a;  auquel 
ras  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  Ta"+»  br . 

Ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à la 
lettre  du  terme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant  p-,  et,  dans 
ce.  cas,  le  produit  partiel  appartient  à la  fonction  Ta"  bp+i. 

Ou  bien , enfin,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entrent 
dans  le  terme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  un  des 
termes  de  la  fonction  Ta"  b? ci. 

Donc  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a pour 
expression , T aH+i  hp  -+-  Ta"  bP  ‘"i  -f-  Ta"  bP ci. 

Ainsi,  l’on  a pour  nouvelle  équation, 

T a'+ibP  4-  T a"bf+i  Ta" b’’ ci  = T a"hr  X Ta»; 

d'où  l’on  déduit 

Ta’^c»  = Ta"  h p X Ta»  — T«,1+»  br  — Ta"  1>p+,i.  (3) 

Cas  particuliers.  — t“.  Supposons  deux  des  trois  exposants 
égaux , p = q par  exemple;  le  premier  membre  se  réduit  à 
2 Ta"  bi'c i',  puisque  tous  les  termes  de  la  fonction  générale  Ta"  bi'  c 'i 
sont  alors  égaux  deux  à deux;  et  la  formule  (3)  devient 

, Ta"  bP  X TaP  — T a"+p  bp  — Ta"  b2P  „ 

Ta"bPcP  — ; •’  lé 

2 

Cette  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à trois 
lettres  dont  deux  exposants  sont  égaux. 
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2".  Supposons  les  trois  exposants  égaux , c’est-à-dire  n ~ ji  r/  ; 
le  premier  membre  de  la  formule  ;3)  se  réduit  à 6 Tn”  b"c" , parce 
(jue  tous  les  ternies  (n“  14a)  deviennent  égaux  six  à si. r. 

Ainsi , cette  formule  devient 

T a"  b " X Tn"  — 1 Ta1"  b " 


Ta"  b"c"  = 


(5) 


On  parviendrait  à ce  même  résultat  d’après  la  formule  (4),  en 
observant  que  n — p donne  T a"bPeP  = 3T a"b"c“ , parce  que  tous 
les  termes  de  Ta"bPcP  deviennent  égaux  trois  à trois. 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d’ètre 
suivie  pour  évaluer  Ta"  Ip  , Ta"  hP et , il  est  aisé  de  voir  ce  qu’il 
faudrait  faire  pour  l’évaluation  des  fonctions  à quatre  lettres , à 
cinq  lettres , etc. 

293.  Comme  nous  avons  remarqué  (n“  293)  que  toute  fonc- 
tion svmétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d’une  équation 
n’est  que  le  résultat  de  la  réunion  , par  addition  on  soustraction  , 
des  fonctions  Ta",  T a"bf , T a"bfd,  . . . , nous  sommes  en  droit 
de  conclure  ce  théorème,  qui  est  un  des  plus  beaux  et  des  plus 
importants  de  l’Analyse  algébrique:  Toute  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  tics  racines  tl’nnc  équation  peut , sans  que 
I on  connaisse  ses  racines,  être  évaluée  nu  moyen  tics  coefficients 
île  l'équation. 

t\.  B.  — Il  en  est  de  même  d’une  fonction  symétrique  ration- 
nelle et  fractionnaire;  car,  si  l’on  conçoit  que  tous  les  termes 
soient  réduits  au  même  dénominateur,  on  auraunesciileexprcssion 
fractionnaire  dont  le  numérateur  devra,  d’après  le  caractère  dis- 
tinctif d’une  fonction  symétrique  (nu  291),  être,  ainsi  que  le 
dénominateur,  une  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière. 
Donc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions  séparément,  on 
obtiendra  la  valeur  de  la  fonction  proposée. 

296.  Applications  tic  lu  théorie  des  fonctions  symétriques. 

La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  les  moyens  de 
résoudre  cette  question  , que  nous  avons  déjà  traitée  (n"  272)  pat 
le  secours  de  l’cljpiinution  : 
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Une  équation  dont  on  ne  connaît  pas  les  racines , étant  donnée , 
former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une  combinaison 
df.tfrmisék  de  deux , trois , . . . quelconques  des  racines  de  ta 
proposée. 

Pour  fixer  les  idées  , supposons  d’abord  que  l'on  demande 

Une  équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux  quel- 
conques des  racines  de  l'équation  X.  — o. 

Soient  a , b , c , d , — les  racines  de  cette  équation  ; celles  de 
la  nouvelle  équation  , que  nous  appellerons  7.  — o , seront  a -b  b , 
a -b  c , a -bd,  b ~b  c , \ et  leur  nombre  sera  exprimé  par 

le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes,  deux  à 
deux , que  l’on  peut  faire  avec  les  ni  lettres  a , b , e,  d , . . . , c’esl- 

.....  ni  (ni  — i 
a-dire  (n°  147)  par  — 

. m (ni  — iT  ......  , 

Ainsi,  — 1 - représente  déjà  le  degrc  de  I équation.  - 

Quant  à la  composition  de  ses  coefficients,  comme  (n"24ï 
le  coefficient  du  second  terme  est  égal  à la  somme  des  racines 
prises  en  signes  contraires,  il  a pour  valeur 

— (a  -b  b)  — (a -b  c)  — (a d) . . . , 


expression  dans  laquelle  a , b , c,  . . . entrent  toutes  de  la  même 
manière;  ainsi,  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière 
peut  s’exprimer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q , R , . . . de  la 
proposée. 

On  a de  même  , pour  le  coefficient  du  troisième  terme  , la 
somme  des  produits,  deux  à deux,  des  mêmes  quantités,  ou  bien 


(a  -b  b)  (a  -b  c)  -b  (a -b  b ) (b  e)  -b  (a  -b  c)  (b  -b  c) -b  ■ . . , 

expression  qui  est  encore  symétrique  en  a , b , c , . . . , et  peut , par 
conséquent,  s’évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q , R ,. . ..  Même 
conclusion  parrapporl  aux  coefficients  du  quatrième,  cinquième,... 
ternie  , et , en  général , par  rapport  au  coefficient  de  rang  («  -f-  i ) , 
puisqu’il  n’est  autre  chose,  au  signe  près,  que  la  somme  des 
produits  n à n des  quantités  a -+  h , a -b  e,  . . . , somme  qui  est 
nécessairement  une  fonction  symétrique  de  a , b , c , ...  . Toute 
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la  difficulté  consiste  à mettre  en  évidence  ces  diverses  fonctions 
symétriques,  et  à les  évaluer  d’après  les  formules  établies  précé- 
demment. 

Au  reste,  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d'évaluer 
les  coefficients  de  l’équation  cherchée. 

On  peut  également  former  une  équation  dont  les  racines  soient 
des  combinaisons  de  la  forme 

a -+-  b kab  , a -t-  r 4-  k ne  , tt  d - f-  kad , . . . , 

k étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

I.e  degré  de  cette  nouvelle  équation,  que  l’on  peut  encore 

. . _ w — i 

designer  par  a = o , est  toujours  marque  par  m . ; et 

ses  coefficients  étant,  au  signe  près,  les  sommes  des  pro- 
duits , une  a une  , deux  n deux  , trois  a trois  , . . , des  quantités 

a 4-  h -f-  kttb  , a -t-  r -+-  kne , . . . , sont  nécessairement  des  fonc- 
tions symétriques  rationnelles  et  entières  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

207.  Proposons-nous,  pour  seconde  application,  de  former 
l’équation  aux  différences  des  racines  d'une  équation  donnée , 
question  qui  a déjà  été  traitée  par  l’élimination. 

Nous  avons  fait  connaître  (n°  27J5)  la  forme  et  le  degré  de 
celle  équation.  Soit  ni  le  degré  de  la  proposée;  celui  de  l'équation 
aux  différences  est  exprimé  par  ni  (ni  — i).  De  plus,  elle  est  de 
degré  pair,  et  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair;  de 
sorte  que,  si  l’on  pose  dans  cette  équation, 


ié  — a et 
l’équation  prend  la  forme 


zn  P'a"-1  -+-  QV1-2  -f-  . . . 4-  T'a  4-  D'  o,  (i) 

et  les  racines  de  cette  nouvelle  équation  sont  les  carrés  des  diffé- 
rences des  racines  de  la  proposée. 

F,es  coefficients  P ',  Q' , . . . , T ',  U ' sont  les  mêmes  que  ceux  de 
l’équation  aux  différences  ; mais  elle  est  de  degré  sous-double , 
et,  par  cela  même,  plus  simple  à considérer. 
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Cela  pose  , si  a,  b , c,  d,  .. . sont  les  racines  de  la  proposée, 
on  a , pour  celles  de  l’équation  (i), 

(«  — b)\  [a  — c'y,  [b  — c) J , . . . ; 

donc , d’après  la  composition  connue  des  équations  , les  coefficients 
P',Q',  R', ...  sont,  au  signe  près  pour  quelques-uns,  les  sommes 
des  produits  i à ■ , 2 à 3 , 3 à 3 , . . . des  quantités 

(a  — b)\  {a  — r) ’,  (b  — - r)%  . . . ; 

c’est-à-dire  que  l’on  a 

— P'  = [a  — b)‘  ■+■  (a  — c)  = H-  . . . , 

Q'  = a — by  (a  — c}1  -+-  (a  — by  ( b — c)- 

— K ' = (a  — b)1  (a  — c}'  !b  — . .. 


Or  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  symétriques  que 
l’on  peut  évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R,...  de  la 
proposée. 

Toutefois,  si  l'on  effectuait  ces  développements,  les  diverses 
fonctions  que  l’on  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à une , deux  , 
trois, etc.,  et,  en  général,  à p lettres  (si  l’on  considère  le  coefficient 
de  rang  p + 1 ; ; et  ces  coefficients  s’évalueraient  as  ec  beaucoup 
de  peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  existe  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P',  Q',  R', 

l.es  formules  S,  4-  P = o , S,  -+-  PS,  -4-  2 Q = o , . . . , obtenues 
au  n”  292  , font  connaître  S,,  S.,  S.,,  ...  , en  fonction  de 
P,  Q,  R,.... 

Réciproquement , connaissant  à priori  les  sommes  S, , S, , S.t , . . . 
des  racines  d’une  équation , on  pourrait  calculer  les  coefficients 
|>  r > , R , . . . d’après  les  mêmes  formules;  car  elles  donnent 


P = — S, , Q 


S,  — PS, 


— S,  — PS,  — QS, 

3 


R = --  -:  — 


Donc , si  nous  pouvions  évaluer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  carrés  des  différences  (a  — b)  ',  (n  — c)J,  . . . , nous 
obtiendrions  facilement  les  valeurs  de  P',  Q',  R' , . . . . 
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Or,  en  appelant  S',,  S',,  S',,  S't, . . . les  sommes  «les  puissances 
semblables  des  racines  de  l’équation  (3),  on  a 

S',  = (fl  — b)1  -t-  (fl  — f)u  ■+■  (fl  — et)7  + ...  = (/«  — i)  T fl1  — 2 T ab, 
S’,  = (a  — b)'  -+-  (a  — c = ■«/  — r)Tfl‘  — 4 Ta1/»  -H  6 Ta’ 6% 
S'3  = (a  — b)‘  -I-  (a  — c)‘  -)-...  = (/«  — i)T«s  — 6TVPé  -+-  i5T a'  b7 

— * 20TflJ  b1. 


Explication  de  cc  tableau.  — Il  est  évident  d’abord  que  les  dé- 
veloppements de  S',,  S',,  S',,  . . ne  peuvent  se  composer  que  de 
fonctions  symétriques  à une  ou  à deux  lettres  au  plus.  Quant  à la 
manière  de  les  obtenir,  on  observera  que,  dans  chacun  d’eux, 
«J,  ou  a',  ou  . . doit  être  répété  autant  de  fois  que  l’on  peut 
former  de  différences  entre  la  racine  a et  toutes  les  autres  dont  le 
nombre  est  ni — i;  donc  les  fonctions  Ta’,  T a1,  Ta*,...  ont 
toutes  («/  — i)  pour  coefficient. 

Les  coefficients  des  autres  fonctions  sont  d’ailleurs  ceux  des  dé- 
veloppements des  puissances  (a  — b)',  (a  — b)\  ( a — b ' ,...,  depuis 
le  coefficient  du  second  terme  inclusivement  jusi/u  'à  celui  du  terme 
qui  tient  te  milieu,  aussi  inclusivement.  Enfin,  les  diverses  parties 
sont  alternativement  positives  et  négatives,  comme  dans  les  déve- 
loppements de  («  — b'y,  (fl  — b)‘,.... 

Le  nombre  des  sommes  S', , S,,  S qu’il  est  nécessaire 
d’évaluer,  est  égal  au  nombre  des  coefficients  P',  Q',  R',.  . . de 
l’équation  (3);  par  conséquent , la  dernière  somme  est  S'„. 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu’il  faut  suivre  dans  la  pratique 
pour  évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  8,,  S,,  S? , . . .,  jusqu’à 
S,„  ou  S des  racines  de  la  proposée  ( l ) ; puis,  à l’aide  des 
formules  du  n°  294,  on  évalue  toutes  les  fonctions  T ab,  T a*  b, 
T à1  b'1,. . ; d’où  l’on  conclut  les  valeurs  de  S',,  S,,  S3, . . .,  S'„, 
et , par  suite , celles  de  P ',  O',  S', . . . , T',  II'. 

298.  Soit  propos*.*  de  former  l'équation  aux  carrés  îles  différences 
des  racines  de  l’équation  -r*  — 7 r 7 — o. 
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Olte  équation  étant  du  troisième  degrc,  on  a m = 3. 

Ainsi,  l'étjuation  cherchée  est  delà  forme  z34-  P7  2’  -+-Q'z-t-R  = o; 
c’est-à-dire  qu’il  y a trois  coefficients  à déterminer,  et,  par  consé- 
quent, trois  sommes,  S’,,  S,,  S’,,  à calculer.  Cela  pose,  on  a 

. P = o,  Q = — 7,  R = 7i 

d’où  l’on  déduit , tout  calcul  fait , 

S,  = o,  S;  — 1 4 1 Sa  = — ai,  S»  = 98,  S.,  = — Ss  = 833, 

Tu  = S,  = 1 4 , Ta*  = Sfi  =833, 

Ta  b — Q — ’j  , T ai  b = Ss  Sj  — S«  = — — 833, 


Tu"  = Sfi  = 833 , 

Tn4é  = Ss  Si  — S«  = — 833, 
Ta' b'  =S,S3—  S„  = 53q, 

Ta363  _ ^Si-1  ~~  S."  — — 196; 


T**  = s-=  o8-  'w  = (a-)'~?  = -.s6> 

T a3  b = — S,  = — 98,  j 2 

T a*  b*  = ^ -Jï  = ifc-??  = 49- 
2 2 

Donc  S’,  = 2 Ta1  — 2 T ab  — 4?» 

S',  = 2 Tu’  — 4 Ta'  b -+-  6 Tu’  = 882  , 

S’,  = 2 Ta*  — 6 Ta4  b -4-  1 5 Ta’  b'  — 20  Ta  b — 1 8669. 

Ainsi,  à cause  des  formules 

S',  -+■  P'  = o.  S','  + P' S',  -4-  2 Q'  = o,  SV  -+-  P' S',  -+-  Q'S',  +3R'=o, 

c'  p' G' 

on  a P'  = — S',  = — 42,  Q'  = 1 = 441  > 

— S',  — P' S'.  —Q'S',  , 

R'  = - — 3'  = - 49- 

Donc,  enfin^  l’on  obtient 

z"  — 422^4- 44  U — 49  — °> 


pour  l’équation  aux  carres  des  différences  des  racines  de  I équa- 
tion x3  — + 

Nous  engageons  les  commençants  à traiter  ce  même  exemple  par 
l’élimination,  afin  de  comparer  les  deux  méthodes. 

293.  Ce  moveri  de  déterminer  les  coefficients  de  I équation  aux 
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carrés  des  différences  peut  être  egalement  employé  pour  déterminer 
les  coefficients  de  l’équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  a 
deux,  a 4-  b,  a -+-  c,  b -+■  c, . . . {voyez  n°  29G  ). 

Soit  x‘  -y  Px7  -f-  Qx  -+-  R = o l’équation  proposée  ; 
l’équation  aux  sommes  a -y  b,  a -y  c,  b -y  c serait  de  la  forme 

*34-P'z’  4-Q's-t-R'=o; 

et  en  appelant  S’,,  S',,  S”,  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines  de  cette  seconde  équation  , on  aurait , pour  déterminer 
S,, S',,  S'j , les  formules 

S',  — (a  -y  b)  -f-  (a  -)-  c)  -y  {b  -y  c)  =î(«  + i + c)=  îïu, 

S',  = (a  4-  /■>)’  4-  (a  c'y  -4-  (b  -y  c)7  = 2 T a7  -4-  2 T ab , 

S',  = (a  -y  by  -4-  (a  -t-  c/  -y  {/>  -y  cy  = 2 la1  -y  3 T a'  b. 

Après  avoir  calculé  les  sommes  S,,  S,,  S.„  de  la  proposée,  on 
en  déduirait  les  valeurs  de  T a7,  T ab.  Ta3,  T a7b,  ce  qui  ferait 
connaître  S',,  ; et  l’on  obtiendrait  enfin  P',  Q',  H',  d’après 

les  formules 

S',  + P'  = o,  s;  4-  P'S',  4-  2 Q'  = o,  S'a  -t-  P' S',  4-  Q'  S',  + 3R'  = o. 

On  opérerait  d’une  manière  analogue  pour  former  une  équation 
dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée, 
de  la  forme  a -y  b -y  kab , a H-  c -4-  /ne, ...  ; on  aurait , pour 
une  équation  du  niime  degré, 

®"i  = {a  -y  b -y  /.ab)  -4-  { a 4-  c 4-  kac)  4-  . • . = [m  — 1 ) Ta  4-  / T ab , 

= [a  -y  b -y  /ta b)2  +• ...  = (ai  — 1)  Ta’  4-  ?.Tab  4-  2/  Ta7 b 4-  k7 Ta’ b7, 

S,  = (a  4-  b -y  k a by  -y  ...  (m  — j ) Ta3  4-  3 Ta’  b 

4-  3 /•  (T a7 b -y  2 Ta’ A’ 

4-  3 /'Ta3 6’  4-  /‘Ta3 b\ 


Nous  proposerons  les  exercices  suivants  : 

Déterminer,  1".  L’équation  aux  carrés  des  différences  tirs 
racines  de  l’équation  x‘  — 6x  — 7 = 0. 

( Résultat  ....  z '■  — 36  s=  4-  324  i -4-  4%  = o.) 
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Cet  exemple  a déjà  été  traité  ( n"  27A)  par  la  méthode  d’éfimi- 
nation. 

2°.  L' équation  aux  sommes  deux  à deux  dis  racines  île  l’équa- 
tion x3  — 3r  + 2 = o. 

Résultat.  ...  z1  — 3 z — 2 = o.) 

3°.  L’équation  dont  les  racines  soient  des  combinaisons  de  la 
fonnc  a b - f-  ab,  des  racines  de  l’équation 

x3  + 3x3 — 4X — 12  = 0. 

[Résultat.  . . . zJ  -4-  ioz3  -1-  17  z — 28  = o.) 

4“.  L’équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  ànleue 

des  racines  de  l'équation  x‘  — 6x3  — 5x’  -f-  42  -r  + 4°  ~ °- 

[Résultat 

Za 18  Z3  + 1)8  Z*  — 96  z’  — 74?  -+■  2322  Z 1944-=0.) 

500.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques  par  la  démonstration  d’un  très-beau  théorème 
sur  l’élimination. 

Ce  théorème , dû  à Bezout , consiste  en  ce  que  le  degré  de  l' équa- 
tion finale  qui  résulte  de  l’élimination  de  l'une  des  inconnues, 
entre  deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues,  ne 
peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés  des  deux  équations ; 
et  il  est  justement  égal  a ce  produit  lorsque  les  équations  proposées 
sont  les  plus  générales  de  leurs  degrés. 

Avant  d’en  développer  la  démonstration  , il  est  indispensable  de 
faire  connaître  la  forme  d’une  équation  complète  du  m“me  degré  à 
deux  inconnues. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n“  1 10)  que  toute  équation  du  second 
degré  peut  être  ramenée  à la  forme  Mx’  -+-  Nx.-f-  P = n,JI  étant 
une  quantité  toute  connue,  N un  polynôme  du  premier  degré 
en  jr,  et  P un  polynôme  du  second  degré. 

Kn  général,  une  équation  à deux  inconnues  est  dite  du  m“mt 
degré,  lorsque , le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue  étant  m , 
la  somme  des  exposants  de  ces  deux  inconnues  dans  un  même 
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terme  ne  surpasse  pas  m (*).  Il  résulte  évidemment  de  là  que 
tonte  équation  du  degré  ni  peut  être  ramenée  à la  forme 

Ax*  -4-  Bar"  1 4-  Cr"-’  4-  Dx"-  4-  ...  4-  Tu:  4-  U = o , 

A étant  une  quantité  connue , numérique  ou  algébrique. 

Il  un  polynôme  du  Ier  degré  en  y , tel  que  by  4-  b', 

C un  polynôme  du  -2'  degré cy*  4-  c'y  4-  c" , 


D du  3e  degré. . dy3  4-  d'y1  4-  d"y  4-  d"\ 

T du  ( ni  — i)""*  degré.  . ty*- 1 4-  t’ ym~'1  4-  . . . , 

U du  /«""'degré.  . uym  4-  u'ym~ 1 4-  . . . , 


(quelques-uns  des  coefficients  b , b' , c,  c' , . . . peuvent  être  nuis 
dans  les  cas  particuliers). 

301.  Cela  pose,  considérons  les  deux  équations  à deux  in- 
connues, 

Au.-"  4-  Bx"-1  4-  C*"“’  4-  ...  4-  Tx  4-  C = o, 

\'x"  4- BV-  4-C'x*-*  4-  ...  4-T'x  4- U'  = o, 

que  nous  désignerons  , pour  abréger,  par  M = o , N — o. 

Concevons,  en  outre,  que  la  première  équation  soit  résolue 
complètement  par  rapport  à x [quoique  nous  n’ayons  pas  encore 
les  moyens  d’effectuer  cette  opération  ] , et  qu’elle  donne  les  ni 
valeurs  x = a , x = b,  x — c, . . .(a , b , c , . . .étant  alors  des 
fonctions  de  y ). 

Chacune  de  ces  m valeurs  de  x,  substituée  dans  l’équation 
M =0,  doit  la  vérifier,  quelque  valeur  que  l’on  attribue  à y après 
cette  substitution  ; 

D’un  autre  côté , si  l’on  porte  ces  ni  valeurs  successivement 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  N=:o,  on  obtient  les 

(*)  On  suppose  ici  que  les  dénominateurs , s’il  y en  a , ne  renformem 
pus  les  inconnues  x el  y , autrement,  il  faudrait  J’abori!  chasser  les  déno- 
minateurs. ( V oyrg  la  remarque  du  n"  98.) 
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expressions 

AV4-BV--K.-,  AV4-B'6-'4-..  A,c'  + B'e*-'+...) 

qui  sont , en  général , des  fonctions  irrationnelles  de  y.  Or  je  dis 
que  toute  valeur,  y = g , qui  rend  nulle  l’une  de  ces  fonctions , est 
une  valeur  convenable  ( n°  267  ). 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  g rende  nulle  la  fonction 

et  désignons  par  x — a ce  que  devient  x — a lorsqu’on  rem- 
place y par  g dans  a ; le  système  (x  = a , y — ê ) vérifie  évidem- 
ment >1  — o , puisqu’on  a déjà  vu  que  x = a la  vérifie,  quel  que 
soit  .y. 

En  second  lieu  , y — g rendant  nulle  la  fonction 
A' ti"  4-  B V—  4- . . . , 

qui  n’est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N = o , dans 
lequel  on  a mis  a à la  place  de  x , vérifie  N = o en  même  temps  que 
x — a , valeur  de  a qui  correspond  à y = g. 

On  voit  donc  que  (x  — a,  y — g)  forme  un  système  commun 
aux  deux  équations  M = O et  N = o;  ainsi  ,y  — g est  une  valeur 
convenable. 

Réciproquement , toute  valeur  convenable  de  y doit  anéantir 
l'une  fies  fonctions  ci-dessus. 

Car,  pour  être  convenable,  il  faut  qu’elle  satisfasse  aux  deux 
• quations  en  même  temps  qu’une  certaine  valeur  de  x;  or  toutes 
les  valeurs  de  x convenables  sont  comprises  dans  x — a , x = b , 
x = c,  . . • i et  dès  que  l’on  fait  x = a,  ou  x = b,  . . , le 

premier  membre  de  N = o retombe  dans  l’une  des  fonctions  ci- 
dessus,  qui  doit,  par  conséquent,  s’évanouir  par  l’hypothèse y=  g. 

On  peut  conclure  de  là  que,  si  l'on  égale  h a le  produit  de 
toutes  ces  fonctions  , /'équation  qu’on  obtiendra  sera  (sans  aucun 
facteur  étranger)  l’équation  finale  qui  doit  résulter  de  l’élimina- 
tion de  x entre  les  deux  proposées. 

Cette  équation  finale,  que  nous  nommerons  l’équation  (Y) , est 
donc 

(AV  4-  BV—'  -4-. . .)  (A  V+BV-'  4-. . .)  (A'r»  4-  BV*-'  4-. . .)  = o. 
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DECRIT.  DE  i'foUATION  FINALE. 

Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de 
l'équation  M = o par  rapporta  x:  mais  nous  allons  voir  que  cette 
dernière  opération  n’est  pas  nécessaire;  et  nous  reconnaîtrons, 
dans  ce  qui  vient  d’être  dit,  une  nouvelle  méthode  d’élimination. 

Remarquons  d’abord  que  l’équation  (Y)  ne  change  pas , quelque 
permutation  que  l’on  fasse  entre  les  racines  a,  b , c , d ,...  ; ainsi, 
le  premier  membre  est  (n°  291  ) une  fonction  symétrique  rationnelle 
et  entière  des  racines  de  l'équation  M =o,  résolue  par  rapport 
il  x.  Donc,  en  vertu  du  théorème  établi  au  n°  298,  ce  premier 
membre  peut  être  exprimé  au  moyen  des  coefficients  A,  B,  C?... 
de  l’équation  M = o ; et  il  est  possible  de  former  l’équation  (Y) 
sans  que  l’on  soit  obligé  de  résoudre  d’abord  l’équation  RI  — o. 

Cette  méthode,  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations  du 
second  degré , devient  très-laborieuse  lorsqu’on  veut  l’appliquer 
à des  équations  d’un  degré  plus  élevé.  Klle  a toutefois,  sur  la 
méthode  exposée  n”  269  et  sur  plusieurs  autres,  l’avantage  de 
conduire  toujours  à la  véritable  équation  finale , sans  l’introduction 
d’aucun  facteur  étranger. 

Mais  ici,  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur 
le  degré  de  l'équation  finale. 

502.  Pour  déterminer  le  degre  en  y de  l’équation  (Y),  il  suffit 
déconsidérer  un. terme  de  rang  quelconque.  Or  chaque  terme  du 
produit  qui  compose  le  premier  membre  se  forme  de  la  multi- 
plication d’un  terme  du  premier  facteur  par  un  terme  du  second, 
par  un  terme  du  troisième  ....  Soient  K«*,  K ’bK , K."c*’,  . . . 
des  termes  pris  au  hasard  dans  chacun  des  ///  facteurs  : le  terme 
correspondant  du  produit  sera 

K . K'.  K".  . . Xn***'c*" 

D’ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique  en  a,  b,  c,.. .;  donc 
ce  terme  fait  partie  d’une  des  fonctions  symétriques  qui  entrent 
dans  la  composition  de  (Y)  ; et  cette  fonction  partielle  peut  elle- 
même  être  représentée  ( n"  293)  par 

K.  K'.  K"  . .X'f a'’blf<J‘".  .. 
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Il  suffit  donc  de  déterminer  le  plus  liant  degré  en  / de  cette 
fonction . 

Or,  si  l’on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
S,,  S2,  S, , . . . ( n°  292),  et  que  l’on  ait  égard  aux  degrés  en  / des 
coefficients  A , B , C , . . . de  l’équation  M = o ( n”  500) , on  verra 
queS,,S,,S3,  . . . , S*,  sont  du  premier,  deuxième,  troisième,  . . . , 
et,  en  général , du  degré  A en/.  Donc  S*  X S'A  X S*  ...  est  d’un 
degré  marqué  par  h 4-  h'  -+-  A"  4-  ...  ; et  d’après  les  formules 
du  n°  294,  qui  donnent  l’expression  d’une  fonction  symétrique 
quelconque,  Ta*  b* ch"  ...  est  aussi  du  degré  h -+-  h’  + A", . . . , et 
ne  peut  surpasser  ce  degré. 

D’un  autre  côté,  soient  k,  k',  k", . . . les  exposants  de/  dans 
les  coefficients  K,  K',  K",  . . . ; la  somme  des  exposants  du  pro- 
duit K . R' . K".  . . . est  k -1-  k'  -+-  k" . . . Ainsi,  dans  la  fonction 
K . K'.  K".  . • XT(i‘è*V".  . . , la  somme  des  exposants  est 
k k'  -H  k"  -t-  . . . -f-  A -t-  A'  -H  A"  -f-  . . . ; mais  , d’après  la 
composition  de  l’équation  N = o,  l’on  a tout  au  plus 

k -f-  A “ n , k'  -f-  A'  — n , k -t-  h"  " n , . . . . 

Donc,  enfin , la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  au  plus  d’un 
degré  marqué  par  n -t-  n n -f-  . . . , ou  m X «■  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — L 'équation  aux  différences  étant  ( n°  275)  le  résultat 
de  l’élimination  de  x entre  les  équations 

X = o, 

Z V 

y -H  - U H 5 u1  4-  . . . n”-'  = o , 

2 2.0 

dont  lu  première  est  du  degré  m en  x , et  la  seconde  du  degré  m — i 
en  x et  « , il  s’ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être  du  degré 
m [m  — i),  et  c’est , en  effet , ce  qui  a été  reconnu  ( nn  275  ). 

Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à un  nombre  m 
d’équations  renfermant  un  pareil  nombre  d’inconnues.  {Voyez , 
pour  sa  démonstration,  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  XIe  cahier 
du  Journal  de  l’École  Polytechnique , page  199.) 
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CHAPITRE  VÏIÏ. 

♦ 

Résolution  ries  équations  numériques  à une  ou  à 
plusieurs  inconnues. 


Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent 
sont  applicables  à tontes  les  équations,  de  quelque  nature  que 
soient  leurs  coefficients,  numériques  ou  algébriques;  et  ces  prin- 
cipes doivent  être  regardés  comme  les  éléments  des  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  équations  de  degré  supérieur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu’à 
présent  qu’à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  Les  formules  qu’ils  ont  obtenues  pour  les 
valeurs  des  inconnues  sont  si  compliquées  et  d’un  usage  si  peu 
commode,  lorsque  toutefois  on  peut  les  appliquer  'ce  qui  n’est  pas 
toujours  possible),  que  l’on  doit  regarder  le  problème  de  la  résolu- 
tion des  équations  algébriques  d’un  degré  quelconque  comme  plus 
curieux  qu’utile.  Aussi  les  analystes  ont-ils  dirige  principalement 
leurs  recherches  vers  la  résolution  des  équations  numériques , 
c’est-à-dire  de  celles  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  parti- 
culiers; et  ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles  — 
Une  équation  numérique  d’un  degré  quelconque  [à  coefficients 
réels]  étant  donnée  , on  peut  toujours  déterminer  ses  racines. 

C’est  l’ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons  de 
développer  dans  la  première  partie  de  ce  chapitre , du  moins  en 
ce  qui  concerne  les  racines  réelles. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  l’élimination  , ou 
la  résolution  des  équations  numériques  à plusieurs  inconnues. 

Première  partie.  — Équations  numériques  à une  inconnue. 
(Pour  la  généralité  de  nos  raisonnements,  nous  représenterons  en- 
core l’équation  proposée  par  x m -t-  Pa;"- ' -(-  Q.r"'- ! -t-  . . . = o; 
mais  les  lettres  P,  Q , . . . seront  censées  désigner  des  nombres  par- 
ticuliers et  des  quantités  réfm.es,  positives  ou  négatives.] 

Alg.  B.,  io * éd.  ' 
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PRINCIPES  FONDAMENTAUX 


§ Ier.  — Principes  fondamentaux.  — Limites  des 
racines. 


505.  Premier  principe.  — Si  tlcux  nombres  p et  q (de  signes 
quelconques) , substitués  à la  place  de  x dans  une  équation  nu- 
mérique, X = o , donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  ta 
proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition,  nous  ferons  voir  que, 
si  un  nombre  a , mis  à la  place  de  x dans  un  polynôme  X , fonc- 
tion entière  de  x ( n°  2Ô0  i,  mais  dont  les  coefficients  sont  numé- 
riques et  réels,  a donné  un  certain  résultat  A , on  pourra,  en  rem- 
plaçant x par  a -+-  h,  et  prenant  h suffisamment  petit,  obtenir  un 
nouveau  résultat  qui  diffère  du  premier  d'une  quantité  moindre  que 
toute  grandeur  donnée. 

Soient  en  effet  A,  15,  C,  D,. . . ce  que  deviennent  les  poly- 
Z V 

nômes  X,  Y,  ->  — (n°  264 ) quand  on  y met  a au  lieu 
dex;  le  polynôme  X deviendra,  parla  substitution  de  a -+-//, 
A-f-B/i  +CA!-t-D/i1  + ..,+ /i", 
ou  bien , A 4-  h ( B -I-  Ch  -4-  DA1  -+- . . , -+-  A*-1). 


La  quantité  h ( B -+-  CA  est  l’expression  de  la  différence 

entre  les  résultats  des  substitutions  de  a -+-  //  et  de  «;  et  c’est  cette 
différence  qui  doit  cire  reconnue  susceptible  de  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée  , pour  une  valeur  convenable  de  h. 

Or  B,  C,  D,...  étant  des  quantités  finies  de  signes  quel- 
conques, considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se  pré- 
senter, celui  où  elles  seraient  toutes  positives  et  égales  à K,  la  plus 
grande  d’entre  elles.  L’expression  h (B  -t-  C/i  -t-...)  devient 


KA(i  -M-M’-f- h A*-1), 


ou  (n°  31)  — — — ->  quantité  moindr 

l’on  aA<(i, 


KA 


que  j,  tant  que 
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UE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  4^3 

Cela  posé,  si  l’on  veut,  par  exemple,  <|uc  la  différence  soit 
moindre  qu’une  quantité  donnée  N,  il  n’y  a qu’à  poser 

K/i  ^ ^ 

r — ou  <'  N , ce  qui  donne  h = ou  <T  - -l,  î 

i — /<  1 + K 

et  toute  valeur  de  h qui  satisfera  à cette  dernière  condition  satis- 
fera nécessairement  à l'inégalité 

KA(i  + A -t- /i:  + . . -+-  /("-')  < N , 
et , à plus  forte  raison,  à l’inégalité 

h (B  -f-  Ch  -h  DA»  . . .)  < N; 

ce  qui  est  bien  le  résultat  demande. 

Nous  pouvons  actuellement  démontrer  le  principe  énoncé  ci- 
dessus  en  convenant,  pour  fixer  les  idées,  que,  des  deux  nombres 
p et  ij,  p sera  le  plus  petit,  c’est-à-dire  celui  qui  se  rapproche 
davantage  de  X infini  négatif.  Cela  posé,  p et  <7  mis  à la  place  de  x 
dans  l’équation  X =r  o,  donnant,  par  hypothèse,  deux  résultats 
de  signes  contraires,  P,  etQ,,  on  peut  concevoir  que  l’on  fasse 
varier  x par  degrés  insensibles  depuis  p jusqu’à  q ; les  résultats 
des  substitutions  successives  varieront  aussi  par  degrés  insensibles, 
c’est-à-dire  de  manière  à ne  différer  les  uns  des  autres  que  de 
quantités  aussi  petites  que  l’on  voudra  (ce  qu’on  exprime  en  disant 
que  le  polynôme  X est  soumis  à la  loi  de  continuité,  ou  varie 
d'une  manière  continue  dans  l’intervalle  de  P,  à Q,).  Or  une 
quantité  qui  est  constamment  finie  (*)  ne  peut  passer  du  positif 
au  négatif,  ou  réciproquement,  qu'en  passant  par  la  valeur  o. 

Donc,  parmi  les  nombres  compris  entre  p et  q,  il  v en  a néces- 
sairement au  moins  un  qui  donne  un  résultat  égal  à o;  et  ce 
nombre  est  alors  une  racine  de  l’équation  X = o. 

r>0,i . Second  principe.  — De  ce  que  deux  nombres  substitues 

(*)  Eu  general . une  fonction  de  a peut  passer  de  l’etat  positif  à l’état 
négatif,  soit  en  passant  par  l'infini,  soit  en  passant  par  la  valeur  zéro, 
mais  ici  les  cocllicicnls  de  la  proposée  étant  des  nombres  finis,  et  x n’en- 
trant  pas  en  dénominateur,  la  valeur  de  X 11e  peut  pas  devenir  infinie. 

3i . 
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,'i  la  place  «le  a;  dans  une  équation  donnent  deux  résultats  de 
signes  contraires,  on  est  en  droit  de  conclure  qu’ils  comprennent 
au  inoint  un/-  racine  récite;  mais  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'ils 
n’en  comprennent  qu’une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendre  un 
nombre  impair  ipielcom/uc. 

Ceci  résulte  d’une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  dé- 
montrer, et  qui  consiste  en  ce  que. 

Si  deux  nombres  p et  q comprennent  un  nombre  impair  quel-  , 
conque,  in-t-  i,  de  racines  réelles,  les  résultats  de  leur  substi- 
tution à la  place  de  x sont  de  signes  contraires;  et  s’ils  en  com- 
prennent un  nombre  pair  quelconque,  2 n , les  résultats  de  leur 
substitution  sont  nécessairement  de  meme  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  par 
a , b , c , . . . celles  des  racines  île  l'équation  proposée  X = o,  que 
l’on  suppose  comprises  entre  les  nombres  p et  q,  île  signes  quel- 
conques, et  par  q (.r)  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré 
en  a,  qui  correspondent,  tant  aux  racines  reelles  non  comprises, 
qu’aux  racines  imaginaires. 

Le  premier  membre,  X,  de  l'équation  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (x  — a)  (x  — b)  (x  — c) . . . x y (x). 

Substituons  maintenant,  dans  le  produit  précédent,  p et  q à la 
place  de  x [p  étant  <^ÿ];  nous  obtenons  les  deux  résultats 

(p  — a)(p  — b)(pr-c). 

(<7  — "){'/  — — <■)■  ■ -Xy  (7); 

y (p)  et  y (q)  désignant  ce  que  devient  y(x)  lorsqu’on  y remplace.r 
par  p et  q [ ces  deux  quantités  y (p)  et  y (<7)  sont  nécessairement  de 
même  signe;  puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe, 
y (x)  aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  p 
et  q,  ce  qui  serait  contre  l’hypothèse]. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  deux 
résultats  ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 

[p  — a)  {p  — b)  (p  — c)...Xy(/i)  ^ 

(q  —a)(q  — b)(ii  —c)...Xf(>j)' 
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ou  bien, 

I 


p — a x P — b ’xfJzL  ...  x l(/i- . 

<1  — a q — b'  q — e Ÿ ('/) 


Mais y et  q comprenant  les  racines  a,  b,  c, et  /•■  étant  <C  '/> 

on  a nécessairement  p <"  <?,  b,  e, , 

et  q > o , b , c , ; 


d’où  l’on  déduit  />  — a , p — b,  p — c, ...  <^  o, 

et  q — 0,7  — b , q — c , . . . ^>  o . 


Donc,  puisque j>  — a et 7 — a sont  des  signes  contraires,  de  même 

<{ite  j>  — b et  7 — b,  p — c et  7 — c, . . .,  les  quotients  partiels 

P — o p — bp  — c ..  ?(a>) 

1 , ' r,  ‘ , ...  sont  tous  ncgatils.  D ailleurs  —¥-! 

q — a q — b q — c q (7) 

est  essentiellement  positif,  puisque  q(p)  et  y (7)  sont  de  même  signe  ; 


ainsi,  le  produit 


tr_îx''_îx'~ 

ff  — a q — b q — c 


. X 


? (p) . 
?(?)  ‘ 


gatif  si  les  racines  comprises  a , b , c , . . sont  en  nombre  impair, 
et  positif  si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc,  enfin,  les  deux  résulta  ti(p  — a)  ( p — b)  [p  — c)...  Xv(P! 
et  (7  — a)  (7  — b)  (7  — c)  ...  X y (7),  seront  de  signes  contraires 
ou  d?  même  signe , suivant  que  les  racines  comprises  entre  p et  7 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 


Conséquence.  — 11  resuite  nécessairement  île  cette  proposition  , 
que  , si  deux  nombres , substitués  à la  place  de  x dans  une.  équation  , 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires , ils  comprennent  au 
moins  une  racine , mais  ils  peuvent  aussi  en  comprendre  un  nombre 
impair  quelconque  ; et  s’ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe  , 
ou  ils  ne  comprennent  aucune  racine , ou  bien  ils  en  comprennent 
un  nombre:  pair  quelconque. 


Limites  des  racines  réelles  des  équations . 

Les  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équa- 
tions numériques  se  réduisent , en  dernière  analyse  , à substituer, 
dans  l’équation , des  nombres  particuliers  qui,  la  vérifiant,  en 
sont  alors  reconnus  racines,  ou  qui , du  moins  , sont  jugés  devoir 
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comprendre  une  ou  plusieurs  racines.  Mais,  en  réfléchissant  sur 
l’accroissement  rapide  (à  mesure  que  x augmente)  du  premier 
terme  par  rapport  aux  autres , qui  sont  de  degré  moindre  , on  sent 
qu’il  doitexister  un  nombre  susceptible  de  rendre  ce  premier  terme 
à lui  seul  supérieur  à tous  les  autres  réunis,  c’est-à-dire  à leur 
somme  arithmétique  (n°02),  et  qui , par  conséquent,  substitué 
dans  l’équation  , donne  nécessairement  un  résultat  de  même  signe 
que  ce  premier  terme  (qu’on  peut  toujours  regarder  comme  positif). 
Ce  nombre  est  donc  une  limite  au  delà  de  laquelle  toute  autre  sub- 
stitution deviendrait  inutile,  puisqu’on  serait  sur  d’obtenir  des 
résultats  constamment  positifs , et  jamais  nuis.  C’est  donc  par  la 
détermination  d’un  pareil  nombre,  qu’il  convient  de  faire  précéder 
le  développement  des  méthodes  de  résolution. 

303.  On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d’une 
équation , tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  posi- 
tives de  cette  équation. 

D’après  cette  définition  , il  existe  une  infinité  de  limites  supé- 
rieures pour  une  équation  donnée:  car,  dès  qu’un  nombre  est 
reconnu  supérieur  à la  plus  grande  racine  positive,  tout  nombre 
plus  grand  jouit  à plus  forte  raison  de  cette  propriété  ; mais  ^ilors 
on  doit  se  proposer  d’obtenir  la  limite  la  plus  petite  possible.  Or  on 
est  certain  d’avoir  une  limite  tiès  que  l’on  a obtenu  un  nombre  qui , 
substitué  à la  place  de  x , rend  le  premier  membre  positif , et  qui 
est  tel  en  meme  temps , que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait 
aussi  un  résultat  positif . 

Occupons-nous  donc  de  la  détermination  d’un  nombre  qui 
jouisse  de  cette  double  propriété. 

506.  Commençons,  avant  tout,  par  résoudre  la  question  sui- 
vante : On  demande  un  nombre  qui , substitué  h la  place  de  x dans 
une  équation  , rende  le  premier  terme  \m  plus  grand,  à lui  seul, 
que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

Supposons  , à cet  effet , que  tous  les  termes  de  l’équation  soient 
négatifs,  à partir  du  second,  en  sorte  que  l’on  ait 

rm  __  p;rm  i — Q,*"  » _ ...  — Jx  — U = O ; 
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il  s’agit  alors  de  trouver  pour  x un  nombre  qui  rende 

x”  _>  Px"-'  4-  Qx™-2  -4-  . . . -f-  Tx  + U-  (1) 

Or,  si  l’on  désigne  par  K le  plus  grand  de  tous  les  coefficients , 
et  qu’on  pose  la  nouvelle  inégalité 

.r™>Kx"-|-f-  Kx™-,-+-  . . . 4-Kx  4-  K,  (2) 

il  est  évident  que  tout  nombre  qui , mis  à la  place  de  x,  satisfera 
à celle-ci , satisfera,  à plus  forte  raison , à la  précédente. 

Mettons  d'ailleurs  le  facteur  x"  en  évidence  dans  l’inégalité  (2); 
elle  devient 


ctsous  cette  forme  on  voit  déjà  que,  quand  un  nombre  substitué 
à la  place  de  x aura  satisfait  à l’inégalité , tout  autre  nombre  plus 
grand  y satisfera  encore  , puisque  la  somme  des  quantités 
K K . . , 

1 ;+  ...  devient  u autant  plus  petite  que  x est  plus 

grand. 

Cela  posé , si  l’on  fait  d’abord  x = K dans  l’inégalité  (3), 
on  a K"  pour  le  premier  membre  , et,  pour  le  second  , 

K"  ('  + £+£+•••)’ 

quantité  plus  grande  que  K"  . Ainsi , le  nombre  K ne  satisfait  pas  à 
l’inégalité. 

Essayons  maintenant  K 4-  i ; nous  obtenons  (K  4-  1 J"  pour 
le  premier  membre. 

Quant  au  second , pour  en  calculer  plus  facilement  la  valeur , 
remontons  à l’expression 

Kx™-'  4-  Kx"  2 4-  . . • 4-  Kx  4-  K. , 

ou  K.(xm_l  4-  x™~2  4-  ...  4-  x 4-  1), 

qui,  d’après  la  propriété  du  n"  51,  ou  d’après  la  formule  du 


« 
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n°  195  , revient  à K . : 

x — i 

et  remplaçons  x par  K 4-  i . 

Il  vient,  parcelle  substitution, 

i k + i r — i 

• K . — - — — ? ou  réduisant , ( K 4-  i )"  — i, 

K 4-  • — i 

résultat  plus  petit  que  (K  4-  l)“. 

D’ailleurs,  nous  avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre 
plus  grand  satisferait,  à plus  forte  raison  , à l’inégalité  (3). 

Donc , enfin  (K  4-  i ) , ou  te  plus  grand  coefficient  de  l’équation, 
augmenté  de  l'unité , et  tout  nombre  supérieur  « (K  4-  i),  jouis- 
sent de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  xm , à lui  seul , plus 
grand  que  ta  somme  arithmétique  de  tous  tes  autres. 

507.  Limite  ordinaire  des  racines  positives.  — Le  nombre  que 
l’on  vient  d’obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première 
limite,  puisque  ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand, 
rendant  le  premier  terme  supérieur  à la  somme  de  tous  les  autres , 
les  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à la  place  de  x doi- 
vent être  constamment  positifs  ; mais  cette  limite  est  ordinairement 
beaucoup  trop  grande,  parce  qu’en  général,  l’équation  renferme 
plusieurs  termes  positifs.  Cherchons  donc  une  limite  plus  rappro- 
chée de  la  plus  grande  racine. 

Désignons  par  xm~"  la  puissance  de  x , correspondant  au  pre- 
mier terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  xm , et  considérons  le 
cas  qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile 
à traiter),  celui  où  tous  les  termes  sont  négatifs  à partir  de  x"1-", 
et  affectés  du  plus  grand  des  coefficients  négatifs  qui  entrent  dans 
l’équation. 

Soit  S ce  coefficient;  tâchons  d'abord  de  satisfaire  à la  condi- 
tion 

x™  > Sx*-"  4-  Sx"-"-'  4-  ...  4-  Sx  4-  S ; (i) 

ou  , mettant  le  facteur  x™  en  évidence  , 
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Cette  autre  forme  prouve  déjà  que,  quand  on  aura  trouvé  pour  x 
un  nombre  qui  satisfasse  à l’inégalité,  tout  autre  nombre  plus 
grand  y satisfera  encore,  puisque  la  quantité  entre  parenthèses 
devient  d’autant  plus  petite  que  x est  plus  grand. 

Or , si  l’on  pose  d’abord  x"  = S , ou  x = y^S  = S',  le 
premier  membre  de  l’inégalité  (2)  devient  S'™,  et  le  second 

(S'n  g'»  \ 

1 -+-  g'iST  ■+■  ÿïPÏ  •+■•••  j ’ 

quantité  plus  grande  que  S'". 

#1 

Donc  S'  ou  ne  satisfait  pas  à l’inégalité. 

Faisant  actuellement  x =.  S'-t-  1 (ou  y S 4- 1) , on  obtient  d’a- 
bord (S'  -4-  t)™  pour  le  premier  membre. 

Quant  au  second,  pour  en  calculer  la  valeur,  il  est  plus  simple 
de  remonter  à l’jnegalité  (1),  dont  le  second  membre  revient 
(n°  31  ou  n°  193)  à 

yJR #1—4—  I _ | 

s. 

X 1 

Kn  remplaçant  x par  S'  + 1,  on  a,  pour  cette  expression  , 

s . VL J-ü : , ou  s'--1  r (S'  -4- 1 )*-"+'  — 1 ] 

[à  cause  de  S = S'"  ] ; ou  bien  encore  , effectuant  les  calculs , 

(S'  + 1)"-  S'—'. 

Or  cette  dernière  expression  est  moindre  que  (S'-t-  1)'".  Donc 

n 

S'  -t-  1 ou  1 + y'S  , et  tout  autre  nombre  plus  grand , jouissent  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  plus  grand  , à lui  seul  , 
que  la  somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs 
dans  l’équation,  et,  par  conséquent,  de  donner  pour  le  premier 
membre,  tics  résultats  constamment  positifs. 

Donc,  enfin,  1 yS , ou  l'unité  augmentée  de  ta  racine  du 
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plus  grand  coefficient  négatif,  racine  d'un  degré  marqué  par  le 
nombre  des  termes  qui  précèdent  le  premier  terme  négatif , est 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  île  l’équation. 

Lorsque  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l’équa- 
tion , il  faut  faire  n ==  1,  et  la  limite  devient  S -+- i,  on  le  plus 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  l’unité  : c’est  la  limite  dont 
on  se  sert  le  plus  communément. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positifs,  ou  que  le  second 

terme  manque,  on  a n = 2,  et  la  limite  est  alors  1 -4-  03. 

s 

Dans  le  cas  de  n = 3,  on  a pour  limite  1 -t-  yS  ; et  ainsi  de 
suite. 

Prenons  pour  exemples  les  équations  suivantes: 
l°.  x' — 5.z3-|- 37.rI — 3x4-3t)  = o,  S-|-i  = 5 + 1 = 6; 
20.  ,rM-  qx' — 17.x' — 49-cî"+"52.r- i3=o,  1 -4-  03  = I -t-  v49— 8 ; 

• 3 _ 3 

3°.  x'-t-iix* — 7.5x — 67=0,  î-t- 03  = i -4-0)7  =6; 

4°-  3-r1 — 7x* — il#-)-  4=0,  S H— 1 = -t- 1 =5. 

N.  B.  — Dans  le  dernier  exemple,  on  a d’abord  divisé  l’équa- 
tion par  3,  avant  d’établir  la  limite,  parce  que,  dans  la  recherche 
de  la  limite  générale , le  coefficient  du  premier  terme  a été  supposé 
égal  à l’unité. 

De  plus , il  est  d’usage  d’exprimer  cette  limite  en  nombres 
entiers. 

508.  Souvent,  au  moyen  d’une  transformation  exécutée  sur 

fl 

l’équation  , on  obtient  une  limite  plus  petite  que  03  -+-  1 . 

Considérons , par  exemple,  la  première  des  équations  ci-dessus; 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


Or  il  est  visible  qu’en  y mettant  pour  x,  5 ou  tout  autre 
nombre  plus  grand  , on  obtiendrait  un  résultat  constamment 
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positif;  donc  5 est  une  limite,  tandis  que  l’on  avait  trouvé  6 
d’après  la  formule. 

On  a de  même  , pour  la  seconde  équation , 

{.r  — 4g)  ’jx'.  (x  — yj  -+-  5a  (x  — ^ j = o 

(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme,  le  second  et  le 

3 

troisième,  etc.  ) ; or  on  voit  que  x — y49>  c’est-à-dire  \ , ou 
tout  autre  nombre  plus  grand , donnerait  un  résultat  positif. 

L’artifice  de  cette  méthode , qui  ne  peut  s’appliquer  qu’à  cer- 
taines équations  , consiste  à décomposer  le  premier  membre  en  plu- 
sieurs parties  composées  chacune  de  deux  facteurs  dont  le  premier 
soit  un  monôme  affecté  du  signe  -t-,  et  Vautre  un  binôme  en  x dont 
le  second  terme  soit  numérique  et  négatif,  puis  h déterminer  x de 
manière  que  tous  les  facteurs  entre  parenthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à des  équations  renfermant  plu- 
sieurs termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l’appliquer  à une  équation  telle  que 

x'j  — 5x‘  — i3  -t-  17.C3  — 6g  = o. 

Toutefois,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

xi  — 5x‘  — 1 3 x'1  +-  17 

on  reconnaît  aisément  que  1 3 — t—  1 ou  >4  serait  une  limite 
supérieure. 

509.  Méthode  de  Newton  pour  déterminer  ta  limite  supérieure, 
la  plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X = o l'équation  proposée  ; si  l’on  fait,  dans  cette  équa- 
tion , x = x 4-  u , x1  étant  une  indéterminée,  on  obtient  ( n"2G2  ) 

U 

la  transformée  X'  -t-  Y ' u h + um  = o , dont  les  coef- 

2 

ficicnts  s’obtiennent  d’après  une  loi  connue. 

Cela  posé , concevons  que  , par  des  essais  successifs , on  soit 
parvenu  à déterminer  pour  x'  un  nombre  qui,  substitué  dans 
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X',  Y',  — >•••»  rende  tous  ces  coefficients  positifs  à la  fois;  je  dis 

que  ce  nombre  est  supérieur  à ta  plus  grande  racine  positive  de 
l'équation  X = o. 

Kn  effet,  les  coefficients  de  la  transformée  étant  tous  positifs, 
aucun  nombre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation.  Ainsi , les 
valeurs  réelles  de  u doivent  être  toutes  négatives.  Mais  de  l’équa- 
tion x — x'  -t-  u on  tire  u — x — x';  et  pour  que  les  valeurs 
de  u qui  correspondent  à chaque  valeur  de  x et  à la  valeur  de  x ' 
(déjà  déterminée)  soient  négatives,  il  faut  absolument  que  la  plus 
grande  valeur  positive  de  x soit  moindre  que  la  valeur  de  x'.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer . 

Voici  d’ailleurs  la  manière  d’appliquer  la  méthode  : 

Soit  l’équation  x1  — 5x’  — 6x’  — icjx  -t-  7 = o. 

Comme  x' est  un  caractère  indéterminé,  011  peut  conserver  la 
lettre  x dans  la  formation  des  polynômes  dérivés;  et  l’on  a 


X = x‘  — 5x>  — (>xJ  — irjx  4-  7, 
Y = 4 *'  — i5x!  — i2x  — 19, 

- = 6x’  — i5x  — 6, 

2 


v / * 

0=4*  -5. 

La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramenée  à trouver 
pour  x un  nombre  entier  (le  plus  petit  possible)  qui  rende  tous 
ces  polynômes  positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  degré;  il  est  visible 
que  2 , ou  tout  autre  nombre  )>  2 , le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un  ré- 
sultat négatif;  mais  3,  ou  tout  nombre>3,  donne  un  résultat 
positif. 

3 et  4,  substitués  dans  le  polynôme  du  troisième  degré , donnent 
un  résultat  négatif;  mais  5 donne  un  résultat  positif,  et  il  en  serait 
de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 
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Knfin  5,  substitué  dans  X,  donne  un  résultat  négatif;  et  il  en 
est  de  même  de  ti,  car  les  trois  premiers  termes  x1  — Sx1  — 6x' 
reviennent  à x3  (x — 5)  — 6x3,  expression  qui  se  réduit  à o des 
que  l’on  fait  x = 6;  mais  x=  7 donne  évidemment  un  résultat 
positif. 

Donc  7 est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  pro- 
posée ; c’est  d’ailleurs,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plus  petite, 
puisqu’on  vient  de  reconnaître  que  6 donnait  un  résultat  négatif, 
d’où  il  suit  (n°  505)  qu’il  y a au  moins  une  racine  comprise  entre 
6 et  7. 

En  général,  on  obtiendra  parcelle  méthode  la  limite  ta  plus 
petite  en  nombres  entiers,  toutes  les  fois  que  l’on  aura  reconnu 
qu’un  certain  nombre  entier  K et  tout  nombre  plus  grand , ren- 
dant positifs  tous  les  polynômes  dérivés,  mais  négatif  le  polynôme 
proposé,  K.  -t-  1 rend  celui-ci  positif  La  limite  la  plus  petite  est 
alors  K -+-  1 . 

CVst  ainsi  qu’on  trouvera  que  6 et  7 sont  les  limites  respectives 
des  équations 

x'j  — 3 x‘  — 8x-‘  — 25  x?  -f-  4 x — 39  = o , 
x1  — 5 x1  — 1 3 x -)-  1 7 x'  — 69  = o. 

2V.  B.  — On  conçoit  que  cette  méthode  (qui  n’est  d’ailleurs 
employée  que  dans  la  recherche  des  racines  incommensurables) 
peut  donner  même  une  quantité  moindre  que  l’unité  pour  limite 
supérieure;  puisque,  d’après  la  nature  de  cette  méthode,  il  suffit, 
de  trouver  pour  x un  nombre  qui  rende  positifs  le  polynôme  pro- 
pose et  ses  dérivés.  (Nous  en  verrons  un  exemple  au  n°  542.) 

510.  Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  îles  racines,  soit 
positives,  soit  négatives. 

Dorénavant , nous  désignerons  par  la  lettre  L la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  d’une  équation , de  quelque  manière 
qu’on  l’ait  obtenue. 

i°.  Si,  dans  l’équation  X = o,  on  fait  x = — y^ccqui  donne 
la  transformée  Y = o,  il  est  clair  que  les  racines  positives  de 
cette  nouvelle  équation,  étant  prises  avec  le  signe  — , donneront 
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les  racines  négatives  de  la  proposée;  donc,  en  déterminant  par 
les  moyens  connus  la  limite  supérieure  L ' des  racines  positives  de 
la  transformée,  on  aura  — L'  pour  la  limite  supérieure  (numéri- 
quement) des  racines  négatives  de  la  proposée. 

7°.  Si,  dans  l’équation  X = o,  on  fait  x = - ■>  il  en  résulte 
une  transformée  Y = o,  dont  les  coefficients  sont  ceux  de  la  pro- 
posée écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or  il  suit  de  la  relation  x = - , 

qu’aux  plus  grandes  valeurs  positives  de  y correspondent  les  plus 
petites  de  x ; donc,  en  désignant  par  / la  limite  supérieure  des 

racines  positives  de  la  transformée,  on  aura  - pour  la  limite  infé- 
rieure des  racines  positives  de  la  proposée. 

3°.  Enfin  si,  dans  la  proposée,  on  remplace  x par  — et 
qu’on  cherche  la  limite  supérieure  /'  des  racines  positives  de  la 
transformée  Y = o,  — sera  /«  limite  inférieure  (numérique- 
ment) des  racines  négatives  de  ta  proposée. 

511.  N.  B.  — Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  utiles 
dans  la  recherche  des  limites. 

Premièrement,  toute  équation  qui  na  que  des  permanences  de 
signes,  c’est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  ne  peut  avoir 
pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs ; car  tout  nombre 
positif,  mis  à la  place  de  .r,  rendrait  le  premier  membre  essen- 
tiellement positif.  Ainsi , dans  ce  cas , zéro  est  la  limite  supérieure 
des  racines  positives. 

En  second  lieu,  toute  équation  complète,  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs,  c’est-à-dire  qui  n’a  que  des 
variations  de  signe,  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des 
nombres  positifs  ; car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif,  mis 
à la  place  de  x dans  la  proposée  , rend  tous  les  termes  positifs  si 
l’équation  est  de  degré  pair,  et  tous  les  termes  négatifs  si  l’équa- 
tion est  de  degré  impair.  Ainsi , la  somme  des  termes  ne  peut 
devenir  nulle. 


Digitized  by  Google 


CONSÉQUENCES  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS.  /{y5 

Donc,  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  limites 


négatives. 

Il  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète , telle  que,  si 
l'on  change  x en  — y,  il  en  résulte  une  transformée  qui  n’a  que 
tics  permanences. 


Conséquences  déduites  des  principes  précédents. 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, et  ceux  que  nous  venons  d’établir  sur  les  limites,  ont 
conduit  les  géomètres  à des  conséquences  très-importantes. 

512.  Première  conséquence.  — Toute  équation  de  degré  im- 
pair, dont  les  coefficients  sont  réels,  a au  moins  une  racine  réelle 
de  signe  contraire  à son  dernier  terme. 

En  effet,  soit  j*  + P^-'  + . . -+-  T.r  ± U = o l’équation 
proposée;  et  considérons  d’abord  le  cas  où  le  dernier  ternie  est 
négatif. 

Si  l’on  fait  j:  — o dans  l'équation,  le  premier  membre  se  réduit 
à — U.  D'un  autre  côté,  substituons  à la  place  de  x,  (K  -+-  i), 
ou  (nn  500)  le  plus  grand  coefficient  de  l’équation  augmenté  de 
l’unité;  comme , par  cette  substitution,  le  premier  terme  x”'  est 
à lui  seul  plus  ghind  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres 
ternies,  il  s’ensuit  que  le  résultat  de  la  substitution  est  positif. 
Donc,  en  vertu  du  principe  démontré  au  n°  505,  il  y a au  moins 
une  racine  réelle  comprise  entre  o et  (K  + î),  laquelle  racine  est 
positive,  et , par  conséquent , de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  ternie  positif. 

En  faisant  toujours  x = o,  on  trouve  pour  résultat  -+-  U ; mais 
en  mettant  pour.r,  — ( K -f-  i ),  on  obtiendra  un  résultat  néces- 
sairement négatif  puisque  le  premier  terme  xm,  qui  devient  néga- 
tif par  cette  substitution,  donne  son  signe  à toute  l’expression. 
Donc  l’équation  a au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  o et 
— (K  -f-  i ),  c’est-à-dire  négative  ou  de  signe  contraire  au  der- 
nier terme. 

Seconde  conséquence.  — Toute  équation  de  degré  pair,  il  coeffi- 
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cients  réels , dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a an  moins  deux 
racines  réelles,  l’une  positive  et  l’autre  négative. 

En  effet,  soit  — U son  dernier  terme;  en  faisant  x — o , on 
trouve  pour  résultat  — TJ.  Substituons  successivement  (K  -t-  i ) 
et  — (K  -+-  i),  K étant  toujours  (n°  506)  le  plus  grand  coeffi- 
cient de  l’équation;  comme  m est  pair,  le  premier  terme  ■r™  reste 
positif.  D’ailleurs,  il  devient  plus  grand,  par  ces  substitutions, 
que  la  somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultats  des  deux  sub- 
stitutions sont  l’un  et  l’autre  positifs,  ou  de  signe  contraire  à celui 
que  donne  l’hypothèse  x = o.  Ainsi,  l’équation  a an  moins  deux 
racines  réelles,  l’une  comprise  entre  o et  (K  -t-  i),  ou  positive, 
et  l’autre  comprise  entre  o et  — (K  -1-  i),  ou  négative. 

N.  B.  — On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de  degre 
pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est  aisé  de  former 
des  équations  qui  n’aient  que  des  racines  imaginaires  : il  suffit, 
pour  cela,  de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second 
degré  qui,  égalés  séparément  à o,  ne  donneraient  que  des  racines 
imaginaires;  il  est  clair  que  l'équation  ainsi  formée  n’aurait  elle- 
même  r/ne  des  racines  imaginaires. 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  pro- 
position (n°  256),  que  toute  équation  a au  moins  une  racine, 
on  voit  que  cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maintenant 
démontrée  pour  la  plupart  des  équations  numériques;  d’ailleurs, 
les  démonstrations  des  conséquences  ci-dessus  sont  fondées  sur  le 
principe  du  n°  505  et  sur  celui  du  n°  506,  qui  sont  tout  à fait 
indépendants  de  la  théorie  établie  dans  le  septième  chapitre. 

515.  Troisième  conséquence.  — Si  une  équation,  dont  les 
coefficients  sont  réels , a des  racines  imaginaires,  ces  racines  ne 
peuvent  être  qu’en  nombre  pair. 

En  effet,  concevons  que  l’on  ait  divisé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles:  le  polynôme  quotient  que  l’on  obtiendra  aura  ses 
coefficients  réels  (d’après  la  loi  de  formation  n°  250);  de  plus,  il 
doit  être  de  degré  pair.  Car  autrement , en  l’égalant  à zéro,  on  for- 
merait une  équation  de  degré  impair  qui  (n”  512  ) admettrait  une 
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racine  réfille  an  moins  ; ce  «jui  serait  contraire  à la  nature  de  cette 
••quation  qui  ne  doit  plus  renfermer  que  des  racines  imagi- 
naires (*). 

Remarque.  — Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  de  par- 
ler, jouit  d’ailleurs  d’une  propriété  caractéristique,  c’est-à-dire 
appartenant  exclusivement  aux  équations  qui  n’ont  que  des  racines 
imaginaires  : c’est  île  rester  constamment  positif,  quelque  valeur 
réelle  que  l'on  y mette  à la  place  de  x. 

En  effet,  s’il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait 
aussi  un  résultat  positif  en  substituant  pour  x , (K-t-  i)  [ou  le 
plus  grand  coefficient  augmenté  de  l’unité],  il  s’ensuivrait  que  ce 
polynôme  égalé  à zéro  aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise 
entre  ( K -I-  i)  et  le  nombre  qui  aurait  donné  un  résultat  négatif. 

Il  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme  doit 
être  positif,  puisque,  autrement,  x = o donnerait  un  résultat 
négatif,  ce  qui  ne  doit  pas  être. 

344.  Quatrième  conséquence.  — Toutes  les  fois  que  le  dernier 
terme  d’uoe  équation  est  positif  , le  nombre  des  racines  réelles 
positives  de  l’équation  est  pair  ; et  toutes  les  fois  qu’il  est  nécatif, 
le  nombre  des  racines  réelles  positives  est  impair. 

En  effet,  supposons  d’abord  que  le  dernier  terme  soit  4-  U, 
ou  positif.  Comme,  en  faisant  x = 0,  on  a pour  résultat  4-  U,  et 
qu’en  faisant  x = K 4-  1,  on  a aussi  un  résultat  positif,  il  s’en- 


(*)  On  (>eul  encore  considérer  celte  proposition  comme  une  conséquence 
do  théorème  de  M.  Cauchy;  puisque , dans  le  cours  de  la  démonstration 
que  l’on  en  donne  ordinairement,  on  est  conduit  à prouver  que  toute  équa- 
tion qui  a une  racine  de  la  forme  a --  !>  y' — i,  en  a nécessairement  une 
seconde  de  la  forme  a — b \J — 1 ; ce  qui  entraîne  la  conséquence,  que  les 
racines  imaginaires  vont  par  cou/des.  C’est  ainsi,  eu  effet,  que  raisonnent 
tous  les  auteurs  qui  ont  développé  la  démonstration  du  théorème  précité. 
Mais  nous  persistons  à penser  quo  ce  théorème,  tant  par  la  nature  de  sa 
démonstration  que  par  les  dilïicultés  d’analyse  qu’elle  présente,  ne  sau- 
rait servir  de  point  de  départ  à la  théorie  des  équations . Au  surplus,  le 
fait  analytique,  que  les  racines  imaginaires  des  équations  s'y  trouvent  par 
couples  et  sont  de  la  forme  a -4-  b ^ — i,  sera  établi  au  commencement  fin 
neuvième  chapitre. 

A! K-  B.,  10'  éd.  32 
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suit  que  o et  (K  4-  i)  donnent  deux  résultats  de  même  signe  , et, 
par  conséquent  ( n°  304),  que  le  nombre  des  racines  réelles  qu’ils 
comprennent  est  nul , ou  généralement  qu’il  est  un  nombre  pair 
quelconque. 

Si,  au  contraire,  le  dernier  terme  est  — U , alors  o et  (K  4-  i) 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  et  comprennent,  par 
conséquent,  une  racine  ou  un  nombre  impair  quelconque  de  racines 
réelles. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

RÈGLE  nF.S  SIGNES  DE  OFSC.ARTF.S. 

SIS  La  règle  suivante  fait  connaître  le  plus  grand  nombre  de 
racines  positives  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  négatives 
qu’une  équation  numérique  puisse  renfermer. 

Une  équation  tl'un  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  positives  que  de  variations  de  signe , ni  un  nombre  de 
racines  négatives  plus  grand  que  celui  des  permanences  , si  tou- 
tefois (restriction  nécessaire  pour  la  seconde  partie)  Y équation  est 
complète. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition,  nous 
ferons  voir  d’abord  que  la  multiplication  du  premier  membre 
d’une  équation  par  un  facteur  x — a correspondant  à une  racine 
positive,  introduit  au  moins  une  variation  de  plus. 

Soit , en  effet , l’équation 

Mé"  4-...  — Nx”  — ...4-  Pxf... ...4-  4- . . . ± IV ± . . . = o, 

dont  nous  supposerons,  pour  la  plus  grande  généralité  possible, 
le  premier  membre  composé  d'une  première  série  de  ternies  posi- 
tifs commençant  par  Mx",  puis  d’une  série  de  termes  négatifs 
commençant  par  — Nx",  puis  encore  d’une  série  de  termes  positifs 
commençant  par  4- Pxf,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  une  dernière 
série  de  termes  de  même  signe  commençant  par  ±Tx',  et  qui 
seront  tous  positifs,  ou  tous  négatifs,  suivant  que  ces  séries  alter- 
natives de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  seront  en  nombre 
impair  ou  en  nombre  pair,  chacune  d’elles  pouvant  se  réduire  à 
un  seul  terme.  » 
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Cela  posé,  multiplions  le  premier  membre  de  l’cquation  par 
x — a ; nous  obtiendrons  deux  produits  partiels  dont  le  premier 
aura  ses  termes  affectes  des  mêmes  signes  que  le  multiplicande,  et 
dont  le  second  aura  ses  termes  affectés  de  signes  contraires  à ceux 
du  multiplicande,  et  avancés  d’un  rang  vers  la  droite.  On  pourra 
donc,  en  ne  tenant  compte  que  des  signes  qu’il  est  utile  de  consi- 
dérer, écrire  les  deux  produits  partiels  et  le  produit  total , de  la 
manière  suivante  : 

-+-  Mm  — Nx" — Px?  -K .. ...  H — K ••  zfc T.r'zfc . .. 

x — a 

-+-  Mr"T'  — Nx"+I  — ...-H  P.rP+'  + ...  — ...+...iTj,+l  . . . 


-4- — -+• — ..--f-  -.i 

Or  on  voit  tout  de  suite,  à l’inspection  de  ce  produit  total,  que 
son  premier  terme  est  positif  comme  celui  du  multiplicande  ; qu’au 
premier  terme  négatif  — Nx"  du  multiplicande  correspond  un 
terme  négatif  du  produit  total,  quels  que  soient  d’ailleurs  les 
signes  intermédiaires;  que  de  même,  au  terme  -+-  P.rr  du  multi- 
plicande correspond  un  terme  positif  du  produit  total  ; et  ainsi 
de  suite,  jusqu’au  terme  ±Tx*  du  multiplicande,  qui  est  le  pre- 
mier de  la  dernière  série,  et  auquel  correspond  également  un  terme 
du  produit  total , affecté  du  même  signe  que  lui. 

D’où  il  résulte  qu’à  chaque  variation  de  signe  du  multiplicande 
correspond  nu  moins  une  variation  du  produit  total.  Mais  celui-ci 
est  terminé  par  un  terme  affecté  du  signe  zp,  qui  amène  nécessai- 
rement nu  moins  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  mul  - 
tiplicande.  Donc  l’introduction  <C une  racine  positive  dans  une 
équation  J ait  naître  au  moins  une  variation  de  plus.  C.  Q.  F.  D. 

Maintenant,  si  l’on  conçoit  qu’une  équation  à coefficients  icels 
ait  été  d’abord  débarrassée  de  tous  les  facteurs  x — a , x — ü , 
x — c,...  correspondant  à ses  racines  positives,  et  qu’ensuite  on 
les  introduise  successivement  dans  le  polynôme-quotient , comme 
chaque  nouvelle  racine  introduite  produit  au  moins  une  variation 
déplus,  il  s’ensuit  que  l’équation  résultante,  ou  l’équation  pro- 

3a. 
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posée  ne  saurait  avoir  plus  Je  racines  positives  que  Je  variations  ; 
ce  qui  constitue  la  première  partie  de  la  [imposition  énoncée  au 
commencement  de  ce  numéro. 

Quant  à la  seconde  partie,  il  suffit  d'observer  que,  si  l’on 
change  i en  — x dans  une  équation , ce  qui  revient  f n"  510)  à 
changer  les  racines  positives  en  racines  négatives,  et  réciproque- 
ment, les  variations  de  signes  de  l’équation  deviendront  des 
permanences,  et  réciproquement,  si  l’équation  est  complète.  Or, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  la  transformée  ne  peut  pas 
avoir  plus  Je  racines  positives  que  de  variations  de  signe  ; donc  la 
proposée  elle-même  ne  peut  pas  avoir  plus  Je  racines  négatives 
([ue  de  permanences. 

N.  B.  — Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d’ex- 
poser est  dû  à M.  Gauss,  qui  a , en  outre,  fait  plusieurs  remarques 
relatives  au  cas  où  l’équation  est  incomplète  (*). 

Nous  nous  bornerons  à faire  observer,  d’après  lui  (et  nous  in- 
sistons sur  ce  point),  que  la  première  partie  de  la  proposition  est 
toujours  vraie , quelle  que  soit  l’équation , complète  on  incomplète; 
mais  que  la  seconde  partie  peut  être  en  défaut  si  l'équation  est 
incomplète. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  l’équation  du  quatrième  degré 
x*  — 5.r5  -+-  8.r  — 6=o. 

Cette  équation,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a au  rrtëins 
(n“  512)  deux  racines  réelles,  l’une  positive,  l’autre  négative;  et 
cependant,  comme  elle  n’a  que  des  variations  de  signe,  il  sem- 
blerait qu’elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  négative.  Mais  si  l’on 
complète  l’équation  en  rétablissant  le  terme  en  x3,  il  vient 

x'io.  — 5x‘  4-  8x  — 6 = o, 

équation  qui  présente  une  permanence  , soit  qu’on  prenne  le  coef- 
ficient o avec  le  signe  soit  qu’on  le  prenne  avec  le  signe  — ; et 
le  paradoxe  disparaît. 


(*)  Voyez  le  Journal  de  Crrlle,  tome  III,  page  i , et  le  Rullelin  des 
Sciences  de  Fêrussac , tome  IX,  page  353,' 
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Voici , au  reste,  un  énonce  qui  comprend  évidemment  tous 
les  cas  : Dans  toute  équation,  complète  ou  incomplète,  le  nombre 
i les  racines  positives  est  nu  plus  égal  au  nombre  des  variations  de 
signe  qu’elle  présente  ; et  te  nombre  des  racines  négatives  estau 
plus  égal  au  nombre  des  variations  de  signe  que  présente  la  trans- 
formée qui  résulte  de  ta  substitution  de  — x à la  place  de  x dans 
/ 'équation  proposée. 

510.  Conséquence.  — Toutes  les  fois  qu’une  équation  n’a  que 
des  racines  réelles  et  qu’elle  est  complète,  te  nombre  des  racines 
positives  est  égal  au  nombre  total  des  variations,  et  te  nombre  des 
racines  négatives,  au  nombre  total  des  permanences 

En  effet , soient  m le  degré  de  l’équation , n le  nombre  des  va 
nations  de  signe  qu’elle  présente , et  p le  nombre  des  permanences  ; 
on  a nécessairement  m — n 4-  p.  Soient  d'ailleurs  n'  le  nombre 
des  racines  positives,  et  p'  le  nombre  des  racines  négatives  : on  a 
encore  m — n'  4- p' , d’où  l’on  déduit 

n j>  = n'  4 p' . 

Or  on  vient  de  voir  que  n'  ne  peut  être  n , et  que  p'  ne  peut 
pas  être  ~f> p ~,  donc  il  faut  que  l’on  ait  a'  — n , et  p'  — p. 

547.  Remarque.  — Lorsqu'une  équation  manque  de  quelques 
termes,  on  peut  souvent,  au  moyen  de  la  règle  précédente  , re- 
connaître la  présence  déracinés  imaginaires. 

Soit,  par  exemple  , l’équation 

x1  4-  px  4-  7 — o , 

p et  q étant  essentiellement  positifs.  Rétablissons  le  terme  qui 
manque  , en  l’affectant  du  coefficient  zfco;  il  vient 

x'  zfc  o . x1  4-  px  4-  q — o. 

En  n’ayant  égard  qu’au  signe  supérieur,  on  ne  voit  que  des 
permanences,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations. 
Cela  prouve  que  l’équation  a des  racines  imaginaires;  car  si  ses 
racines  étaient  toutes  trois  réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe 
supérieur,  qu’dles  fussent  toutes  trois  négatives,  et,  en  vertu  du 
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signe  inférieur,  qu’il  y en  eût  deux  positives  et  une  négative, 
résultats  contradictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l’équation  est  de  la  forme 
.r3  — px  -4-  <7  = o ; 

car,  opérant  comme  au  n°  513,  rétablissons  le  terme  ifc  o . x1  ; 
il  vient 

X*  zfc  O . x‘  px  -+-</  = O , 

équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations,  soit  que 
l’on  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  l’on  prenne  le  signe  infé- 
rieur. Ainsi , cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles , 
savoir , deux  positives  et  une  négative  ; ou  bien  elle  a deux  racines 
imaginaires  et  une  négative,  puisque  son  dernier  terme  est  po- 
sitif (n°  5lA). 

Passons  actuellement  à l’exposition  des  diverses  méthodes  de 
résolution  des  équations  numériques. 

§ U.  — Recherche  des  Racines  commensurables  des 
équations  numériques. 

510.  Les  racines  réelles  commensurables  doivent  être  l’objet  des 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entières  ou  frac- 
tionnaires. 

Observons  d’abord  cjue  toute  équation  dont  le  premier  terme  a 
pour  coefficient  l’ unité,  et  dont  tous  les  autres  coefficients  sont 
des  nombres  entiers,  ne  peut  avoir  pour  racines  commensurables 
</ue  des  nombres  entiers. 

En  effet , soit  l’cquation 

x"  -+-  Px«  ' -+•  QX-"  •+-..  . -t-  Tx  -H  U — u , 

dans  laquelle  P,  O, ...  , T,  U sont  des  nombres  entiers  ; et  sup- 
posons qu’elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire 

commensurable  tel  que  ^ ; nous  obtiendrons,  par  la  substitution, 


a'“  am 

u |>  — - 

b"‘  b”-' 


-H  1 


a 

b 


*+•  U — o ; 
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d’où,  multipliant,  toute  l'équation  par  bm  \ et  transposant, 

Pa'""'  — Q <rm'b  — . . . — Taé»-1  — 
b 

Or  le  second  membre  de  cette  égalité  se  compose  d’une  suite  de 
nombres  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  est  essentiellement 
fractionnaire  : car  a et  b pouvant  toujours  être  supposés  premiers 
entre  eux,  il  en  est  de  même  ( Arith n”  130)  de  a"  et  b-,  donc 
cette  égalité  ne  saurait  exister.  Donc  il  est  impossible  qu’aucun 
nombre  fractionnaire  commensurable  satisfasse'»  l'équation. 

Cela  posé,  on  a vu  (n"  268)  comment , étant  donnée  une  équa- 
tion dont  les  coefficients  sont  rationnels,  mais  fractionnaires,  on 
peut  la  transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  en- 
tiers , son  premier  terme  conservant  d'ailleurs  l’unité  pour  coeffi- 
cient. Ainsi,  dès  que  l’on  aura  établi  une  méthode  pour  trouver 
les  racines  entières  d’une  équation  à coefficients  entiers,  le  pre- 
mier terme  ayant  d'ailleurs  l’unité  pour  coefficient , il  sera  ensuite 
facile  d’obtenir  les  racines  coinmensurables  (entières  ou  frac- 
tionnaires) de  toute  équation  à coefficients  quelconques,  mais 
rationnels. 

319.  A cet  effet,  reprenons  l'équation  générale 

j-ni  f Vjc*  -t~  . . -t-  Rj:'  t-  S a *-  Ta?  -t~  U = o ; 

P,  Q,..  . , U,  S,  T,  U étant  des  nombres  entiers.  (Pour  l’ex- 
position de  la  méthode  , il  faut  nécessairement  écrire  les  quatre  ou 
cinq  derniers  termes.) 

Désignons  par  a un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  doit 
vérifier  l’équation  ; et  cherchons  à quelles  conditions  il  doit  satis- 
faire pour  en  être  racine. 

Si  « est  racine , on  doit  avoir  l’égalité 

a"  -t-  P a"'—'  -+•  lUr  +-  S a1  -t-  T«  -f-  L)  = o ; (t) 

donc,  si  l'on  remplaçait  a par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et 
négatifs  compris  entre  les  limites  -t-  L et  — L'  ( n"  310)  des  racines 
positives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  l’égalité  ci-dessus 
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seraient  reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  combien  ces  essais 
seraient  longs  et  pénibles  ; on  a donc  cherché  à déduire  de  l’éga- 
lité (i),  qui  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante , d’autres 
conditions  plus  simples  à vérifier. 

Transposons  tous  les  termes , excepté  le  dernier  , et  divisons 
par  a;  l’égalité  (i)  se  trouvera  mise  sous  la  forme 


U 

a 


P a"—2  — ...  — 1W  — Sa  — T. 


(*) 


Or  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  nombre 

entier;  donc  il  faut  que  — soit  un  nombre  entier.  Ainsi,  déjà 

les  racines  entières  de  l’équation  sont  comprises  parmi  les  diviseurs 
du  dernier  terme , pris  tant  avec  le  signe  qu'avec  le  signe  — . 

Transposons  actuellement,  dans  l’égalité  (2),  le  terme  — T,  et 
divisons  par  a , en  posant , pour  plus  de  simplicité  , 


U 


-f-  T = T'  ; il  vient 


T' 

a 


P a”-3 


— R«  — S. 


(3) 


Le  second  membre  de  l’égalité  (3)  est  lin  nombre  entier;  donc  il  faut 

T'  U 

que  — , ou  le  quotient  de  la  division  de h T par  a , soit  un 

a a 

nombre  entier. 

Transposons  de  nouveau  le  terme  — S,  et  divisons  par  a,  en 
T' 

posant 1-  S = S'  ; il  vient 


S' 

a 


: — fl”-1  — P «"-• 


...  —R. 


(4) 


Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 

S'  'j y 

faut  que  — , ou  le  quotient  de  la  division  de h S par  a , soit 


un  nombre  entier. 
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En  continuant  ainsi  tic  transposer  dans  le  premier  membre  tous 
les  termes  du  second  , on  parviendra,  après  la  (m  — 1 trans- 
. , 0' 

formation , à une  égalité  de  la  forme  — = — a — I’. 

a 

Transposant  enfin  le  terme  — P,  divisant  par  a,  et  posant 

0' 

— -4- P = P',  on  trouve 
a 

P'  P' 

— — 1 ) ou  — — f-  I — O. 

a a 

Cette  égalité,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’une  transformée  de  l’éga- 
lité (i),  est  la  dernière  condition  à laquelle  il  faut  et  il  suffit  que 
le  nombre  entier  a satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédentes,  on  peut  conclure 
que,  pour  qu’un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine 
de  l’équation  proposée,  il  faut: 

Que  le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a soit  entier  ; 

Que  si  l’on  ajoute  à ce  quotient  le  coefficient  de  .r1  (pris 
avec  son  signe),  le  quotient  de  cette  somme  divisé  par  a soit 
entier; 

Que  si  l’on  ajoute  à ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x’ , 
le  quotient  de  celte  nouvelle  somme,  divisée  par  a soit  entier;  et 
ainsi  de  suite;  * 

Qu’enfin , si  l’on  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l’c- 
quation,  ou  de  .r”-1,  au  quotient  précédent,  le  quotient  de  là 
nouvelle  somme  divisée  par  a soit  entier  et  égal  à — i ; ou  bien 
encore , que  le  résultat  de  l'addition  de  l'unité  ou  du  coefficient 
de  xm  au  quotient  précédent  soit  égal  h o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à ces  épreuves  réunies  sera  ra- 
cine , et  ceux  qui  manqueront  à quelqu’une  d’elles  devront  être 
rejetés. 

520.  Afin  de  déterminer  à la  fois  toutes  les  racines  entières 
d’une  équation , voici  la  marche  qu’il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  ( Arith., 
n°  I A4),  on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale , et  tant  avec  le 
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signe  - f-  qu'avec  le  signe — •,  les  diviseurs  compris  entre  les  limites 
-t-  L et  — L',  puis , au-dessous  de  ces  diviseurs,  les  quotients  du 
dernier  terme  divisé  par  chacun  d’eux. 

On  ajoute  ensuite  à chacun  des  quotients  le  coefficient  de  x' , oc 
qui  donne  des  sommes  que  l'on  place  au-dessous  des  quotients  qui 
leur  correspondent  ; puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  cha- 
cun des  diviseurs , ce  qui  donne  des  quotients  que  l’on  écrit  au- 
dessous  des  sommes  correspondantes  (on  a le  soin  de  rejeter  les 
quotients  fractionnaires  et  les  diviseurs  qui  ont  donne  ces  quo- 
tients); et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que  , si  quelques  termes  manquent  dans  l’é- 
quation particulière  proposée,  il  faut  en  tenir  compte,  en  regar- 
dant chacun  de  leurs  coefficients  comme  égal  à o. 

Enfin,  il  est  inutile  d’appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  -+-  i 
et  — i,  parce  que  leur  substitution  dans  l’équation  réduit  le  pre- 
mier membre  à la  série  des  coefficients;  et  il  est  facile  de  s’assurer 
directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à 
l’équation. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation 

.r1  — x*  — i3ar’  -t-  «6  x — 48  = o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 
i3  -f-  i ou  14.  [On  ne  considère  pas  ici  le  coefficient  48,  parce 
que,  les  deux  derniers  termes  revenant  à 16  (x  — 3),  dès  que  l’on 
fait  x^>  3,  cette  partie  est  essentiellement  positive.  ] 

On  trouvc'rait  d’ailleurs  (n°  310) , pour  la  limite  supérieure  des 
racines  négatives,  — ( i -f-  y/4§)  j ou  — B. 

Cela  posé  , les  diviseurs  de  48  moindres  que  i4  sont  i,  2,  3, 
4,  6,  8,  12:  d’ailleurs  aucun  des  deux  nombres  + i,  — i ne 
satisfait  A l’équation  ; car  le  coefficient  — 48  est  à lui  seul  numé- 
riquement plus  grand  que  tous  les  autres  réunis.  Ainsi , l’on  ne 
doit  soumettre  aux  épreuves  que  les  diviseurs  positifs  compris 
depuis  2 jusqu’à  ta,  et  les  diviseurs  négatifs  compris  depuis 
— a jusqu’à  — 6. 
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Voici  le  tableau  des  calculs , d’après  la  marche  indiquée  : 


12, 

B, 

6, 

4. 

3, 

2,—  2, 

tO 

1 

1 

fT 

1 

-~4Ï 

— 6, 

— 8,  — 

12,— 

16,  — 

24,-1-24, 

-H  16,  4-  12,  4-  8 

■+■  «2» 

-f-  io, 

-+-  8,  -+■ 

4. 

O,  — 

8,  -t-  4o, 

4-  32,  4-  28,  4~  2^ 

» , 

»,  -+- 

i. 

O,  — 

4,-20, 

•*>—  7»—  4 

— 12. 

»» . 

* 1 

12,  — 

1 3,  — 

17,  — 33, 

»,  — 20,— 17 

" * J 

”, 

u . — — 

3, 

u # 

“y  “y 

»,  -t-  5,  » 

— 2, 

U • 

h . — 

4. 

» . 

»,  ». 

4»  u 

— 

* 9 

» < 

", 

», — •, 

La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  seconde  , celle  des 
quotients  de  la  division  du  dernier  terme,  — 4$,  par  chacun  des 
diviseurs. 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotients  que  l’on  vient  d’obtenir, 
augmentés  du  coefficient  -+-  16  de  la  proposée,  et  la  quatrième , 
celle  des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  divi- 
seurs; cette  seconde  condition  exclut  d’abord  les  diviseurs  -+-  8, 
-t-  6,  et  — 3. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient  — i3  de  la  proposée,  et  la  sixième  celle  des  quotients 
des  nouvelles  sommes  par  chacun  des  diviseurs;  cette  troisième- 
condition  exclut  les  nouveaux  diviseurs  3 , 2 , — 2 , et  — 6. 

Enfin,  la  septième  est  la  ligne  des  troisièmes  quotients  augmentés 
du  coefficient  — i île  la  proposée,  et  la  huitième  celle  des  quotients 
des  dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs.  11  n'y  a que  les 
diviseurs  -+-  4 et  — 4 1u'  donnent  — i ; donc  -t-  4 et  — 4 sont  les 
seules  racines  entières  de  la  proposée. 

En  effet,  si  l’on  divise  x* — x3 — t3x’ i6x — 4B  !>ai'  le 
produit  (x  — 4)  (x  -4-  4),  ou  x’ — 16,  il  vient  pour  quotient 
x’  — x + 3 , polynôme  qui  , égalé  à zéro,  donne 

x = - ± - y/  — 1 1 • 

2 2 

Ainsi,  les  quatre  racines  sont  4,  — 4*  et  ~ — - y/  •—  t ï . 

3ÏI.  Remarque.  — Comme,  dans  les  applications  de  la  mé- 
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tliode,  on  peut  commettre  quelques  erreurs  d’addition  ou  de  divi- 
sion , et  laisser  ainsi  échapper  quelques  racines,  il  est  convenable, 
après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun 
«les  facteurs  du  premier  degré,  correspondant  aux  racines  déjà 
obtenues;  il  est  convenable,  dis- je,  d 'appliquer  de  nouveau  la 
méthode  a l’équation  résultante , qui  est  d’un  degré  plus  simple  , et 
dont  les  coefficients  sont  aussi  généralement  plus  simples  que  ceux 
de  la  proposée. 

Il  y a même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut 
encore  admettre  des  racines  commensurables , sans  que  l’on  ait 
commis  aucune  erreur  : c’est  lorsque  la  proposée  renferme  des 
racines  égales  commensurables.  Comme  la  méthode  des  racines 
égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines  commensurables , 
il  faut  toujours,  une  équation  numérique  étant  donnée,  commencer 
par  la  soumettre  à la  méthode  des  racines  commensurables.  Or  celle- 
ci  suffit  bien  pour  obtenir  les  racines  différentes,  mais  elle  n’in- 
dique pas  si  une  même  racine  n’entre  qu’une  fois  ou  se  trouve 
plusieurs  fois  dans  la  proposée.  On  peut  s’en  assurer  de  deux  ma- 
nières : ou  bien  en  soumettant  de  nouveau  à la  méthode  l’équation 
qui  résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence  ; 
ou  bien  en  essayant  la  division  du  premier  membre  de  cette 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  trouvées. 

Soit,  par  exemple  , l’équation 

aé  — 1 3 x1  67  i'1  — 1 7 1 x1  -+■  2 l 6 x — 108  = o . 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 
est  i3  , d’après  la  décomposition  (n°  308);  d'ailleurs,  elle  n’a  pas 
de  racines  négatives,  puisque  l’équation  ne  présente  que  des  va- 
riations de  signe  (n"  511). 

Les  diviseurs  de  108,  au-dessous  de  i3,  sont 

1,2,  3,4»  b,  <),  12. 

D’ailleurs,  -+-  1 ne  satisfait  pas  à l’équation,  car  on  trouve  — 8 
pour  résultat  de  la  substitution  de  -f-  1 ; ainsi,  2,  3,  .j  , (>,  12 

sont  les  seuls  nombres  à soumettre  aux  épreuves. 
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On  reconnaît,  par  l’application  de  la  méthode,  ipie  3 et' 2 sont 
racines  «le  la  proposée. 

Effectuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équation 
par  :x  — 3)  (.r  — 2),  ou  x1  — 5x  4-  (i , on  trouve  pour  quotient, 

x3  — 8 x3  4-  ■}.  1 x — 18  = 0, 

qui , soumise  elle- même  à la  méthode,  se  trouve  avoir  encore  4-  3 
et  -f-  2 pour  racines. 

Divisant  cette  dernière  équation  par  x3  — 5x-f-  6 , on  obtient 
x — 3 = o,  d’où  x = 3;  ainsi , la  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (x  — 3}3  (x  — 2)’  — o. 

N.  Ii.  — Nous  ajouterons  que  si,  après  avoir  reconnu  qu’un 
nombre  entier  a , positif  ou  négatif,  satisfait  à l’équation,  et  après 
avoir  divisé  le  dernier  terme  U par  a,  on  obtient  un  quotient  qui 
- ne  soit  plus  divisible  par  «,  c’est  que  cette  racine  n’entre  qu’une 
fois  dans  l’équation  proposée. 


522.  Règle  d’exclusion.  — Lorsque  le  nombre  des  diviseurs 
du  dernier  terme,  qui  sc  trouvent  compris  entre  les  deux  limites 
4-  L et  — 1/ , est  très-grand  , on  peut  restreindre  le  nombre  des 
essais  par  une  règle  d’un  usage  facile. 

Soit  l’équation  x™  -4-  Px3"-1  -t-  Qx"‘  3 -H  . . . 4-  Tx  -4-  U = o , 
dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coefficients  soient 
entiers. 

On  sait  que , n étant  racine  de  cette  équation , son  premier 
membre  est  divisible  par  x — a ; ainsi , l’on  a l’identité 

•r"  -4-  Px'"-‘  4-  ...  4-  Tx  4-  U = (x  — a)  (x"-1  4-  P'x'"-3  4-  ...  4-  T'x  4-  U'}, 

P',  Q',...,  T',  0'  étant,  d’après  la  loi  de  formation  du  n"  238,  des 
nombres  entiers  aussi  bien  que  a,  P,  Q,...  , T,  U.  Cela  posé, 
comme  l’équation  précédente  doit  se  vérifier,  quel  que  soitx,  fai- 
sons x = 1 ; il  vient 


P4-Q  + ...  + T + U = (i-«)(i  4-  P'  4-  ...  4-  T'  4-  lî'). 


d’où 


t 4-P4-Q4--..4-T  4-  U 


= 1 4-  P'  4 4-  T 4-  U'. 
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Le  second  membre  de  celte  égalité  est  nn  nombre  entier;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  premier  membre.  Ainsi  a,  étant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu’autant 
que(t  — a)  ou  plutôt  (a  — i)  divise  le  résultat  de  la  substitution 
de  -+-  i dans  la  proposée. 

On  prouverait  de  même,  en  faisant  x — — i,  que  — (i  -f -a) 
ou  [n  -f-  i)  doit  diviser  le  résultat  de  la  substitution  de  — i ; d’où 
la  règle  suivante  : 

Substituez  successivement  -f-  i et  — i dans  la  proposée , et  dési- 
gnez par  M et  M'  les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette 
double  substitution. 

(Si  l’un  des  résultats  était  o,  auquel  cas  -f-  i ou  — i serait 
racine,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans  la 
proposée  avant  d’appliquer  la  règle.) 

i°.  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme,  qui,  diminué  de  I , 
ne  divise  pas  SI , et  qui,  augmenté  de  i , ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté. 

2°.  Tout  diviseur  négatif  dont  la  valeur  numérique,  augmentée, 
de  i,  ne  divise  pas  M,  et  diminuée  de  i,  ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères 
d’exclusion  , il  convient  de  décomposer  d’abord  les  deux  résultats 
M et  M'  dans  leurs  diviseurs  (Arilh.,  n"  144). 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 
mcnsurables  de  l’équation 

x'  — Sx3  — 37 xJ  -1-  257 x — 36o  = o. 


La  limite  supérieure  îles  racines  positives  de  cette  équation  est 


37  -4-  1 ou  38,  parce  que  267  x — 3Go  revient  à 257 


la  limite  supérieure  des  négatives  est  — (1  + y^ëo)  ou  — 20. 
Les  diviseurs  de  36o,  que  l’on  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la 
méthode  du  n°  320,  sont  donc 


1 , 2 , 3 . 4 , 5 , 6 , 8 , 9 , i o , 12,  1 5 , 18,20,  24 , 3o , 36 , 


et 

*—  1,—  2.,—  3, — 4 > — 2,  — G,— 8, — 9,—  10,—  12,  — i5, — 18; 
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le  résultat  de  la  substitution  de  -f-  i dans  la  proposée  est,  en 
faisant  abstraction  «lu  signe,  «44  0,1  »'  -3*;  le  résultat  «le  la  substi- 
tution «le  — î est  648  ou  a3 . 3‘. 

Cela  posé,  passons  «l'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  à 
partir  de  36,  «jui  est  le  plus  grand. 

36  — 1,  ou  35  = 7 X 5,  ne  divise  pas  i44  qui  est  égal  à 2'.3‘; 
ainsi',  36  doit  être  rejeté. 

On  rejettera,  par  la  même  raison,  3o,  24 > 20 > '8,  1 5 , 12. 

10 — 1,  ou  9,  divise  1 44  î niais  10  -f  1 , ou  11,  ne  divise  pas 
648  qui  est  égal  à 2J,  3‘  ; ainsi , 10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9 , 8,  6,  4 doivent  être  rejetés; 
c’est-à-dire  que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à la  règle 
sont  5,  3 et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  : 18+1,  ou  19,  ne  divise  pas 
«44>  ainsi,  — 18  doit  être  rejeté. 

i5  4-  1,  ou  16,  divise  i44>  mais  >5 — 1,  ou  '4>  ne  divise  pas 
648;  donc  — i5  doit  être  rejeté. 

On  verrait  pareillement  que  — 12,  — 10,  — 9,  — 8,  — 6,  — 4 
doivent  être  rejeles.  Ainsi,  l’on  ne  «loit  soumettre  aux  épreuves 
de  la  métlio«le  du  n°  520  que  les  diviseurs  — 5,  — 3,  et  — a. 
En  appliquant  la  méthode  aux  diviseurs 

~t—  5,  -f-  3,  4-2,  — 2,  — 3,  — 5, 

on  reconnaîtra  que  5 est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  conditions, 
et  qui  soit,  par  conséquent,  racine  de  la  proposée. 

Effectuons  la  division  par  x — 5;  il  vient  pour  résultat 

x'  — 37  x 4-  7a  i=  o, 

«•quation  qui  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5 pour  racine,  puistjue  5 
ne  divise  pas  72.  Ainsi , cette  équation  n’a  plus  que  des  racines 
incommensurables  et  des  racines  imaginaires. 

325.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

1”.  x'  — 5 X3  4-  25  x — 21=0, 

(x  — l)(.r  — 3)(x2  — x — 7)=o; 
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2°.  l 5x‘  — igx'  ■+■  6 a"1  •+■  I5X1  — |«}X  4-  6 = o, 

(3  a;  — 2)  (5  x — 3)  (x  -+-  1 )(x3 — x -t-  1 ) = o ; 

3°.  Ç)Xe  -j-  3oxs  -1-  22X*  -+-  IOX1+  I7X’  — 20  X + 4 = °» 

(x  H-  1)-  (3x  — i)'J  (x3  -+-  i j = o. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d’abord 
faire  disparaître  le  coefficient  du  premier  ternie,  d’après  la  règle 
du  n"  SCS  ; appliquer  ensuite  la  méthode  du  n°  320  aux  deux 
transformées;  et,  après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces 

y s 

transformées,  substituer  dans  l’équation  x = "y  j qui  a servi  à la 

fi 

transformation  , les  valeurs  des  racines  obtenues.] 


524.  Ce  qui  précède  suffit  pour  la  détermination  des  racines 
comnicnsurables  de  toute  équation  numérique  dont  les  coeffi- 
cients sont  rationnels,  entiers  ou  fractionnaires.  Cependant  nous 
observerons  qu’il  y a des  questions  dont  les  énoncés  conduisent 
à des  équations  de  degré  supérieur,  et  qui , par  leur  nature , n’ad- 
mettent que  des  nombres  entiers  pour  solutions ; c’est-à-dire 
que  toute  solution  fractionnaire  commensurable  ou  incom- 
mensurable doit  être  regardée  comme  tout  à fait  étrangère  à la 
question. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  déterminer  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  le  nombre  2147  (système  décimal) 
serait  représenté  par  l’ensemble  des  chiffres  32042  (système 
cherché). 

Soit  x la  base  inconnue;  les  termes  2,  4x,  0.x3,  2x5,  3x' 
exprimeront  les  valeurs  relatives  des  chiffres  2,  4,  o,  2,  3 

du  nombre  320(2.  Ainsi,  l’on  a l’équation 

3x,-4-2x,-+-o.x3-+-4x-f-2  = 2l47>  ‘ 

ou  bien,  3.r‘  -+-  2x3  -4-  4x  — 2t45  = o. 


à résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs;  carx  doit  être,  par  sa 
nature,  un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n°  520 
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pour  trouver  les  racines  entières  d’une  équation  dont  le  coefficient 
du  premier  ternie  est  l’unité,  on  verra  quelle  est  également 
applicable  au  cas  où  le  coefficient  du  premier  terme  est  un 
nombre  entier  quelconque;  la  seule  différence,  si  l’équation  est, 
par  exemple  , de  la  forme 

Ax"  -+-  Par»-'  + Qx"-1  -f-  . . . -+-  Sx*  + Tx  -+-  U = o, 

A. 

consiste  en  ce  que , quand  ori  est  parvenu  à ta  dernière  des  condi- 
tions que  comporte  la  méthode,  le  résultat,  au  lieu  d'étre  égala 
— i,  doit  être  égal  à — A. 

On  peut  d’ailleurs  démontrer  directement  la  méthode  en  repre- 
nant sur  l’équation  précédente  les  transformations  et  les  raisonne- 
ments qui  ont  été  faits  au  n"  519. 

Ainsi , pour  trouver  les  racines  commensurablcs  entières  d’une 
équation  dont  le  premier  terme  a un  coefficient  différent  de 
l’unité,  il  est  inutile  d’avoir  recours  à la  disparition  de  ce  coeffi- 
cient, transformation  qui  (n"  268}  a l’inconvénient  de  conduire  à 
une  équation  dont  les  coefficients  sont,  en  général , très-grands. 

D’après  cela  , recherchons  les  racines  entières  de  l’équation 

3 X ' 2 X1  4 •r  — 2.45  — 0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (n°  507) 


Le  nombre  2.45  est  décomposable  (Arithmétique , n"  144)  en 
3 X 5 X 11  X i3;  ainsi,  il  n’y  a lieu  à essayer  que  les  nombres 
3 et  5: 

5,  3, 

— 429>  — 7*5, 

— 42-5,  — 711, 

— 85,-237, 

— >7.  — 79» 

— *5,—  77, 

# 3 , ». 

Al  g.  il,  10'  éd.  33 
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Le  seul  nombre  5 donne,  pour  dernier  résultat,  — 3,  ou  le 
coefficient  du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire;  donc  cinq 
est  la  base  du  système  cherché. 

En  effet,  32042,  écrit  dans  le  système  quinaire,  équivaut, 
dans  le  système  décimal,  à 

3 X 5'  -t-  2 x 5*  4-  o x 5'  + 4 X 5 ■+■  2 , 

ou  , en  effectuant , 3 X £-25  -f  - 2 x 1 25  -+-4x5  + 2 = 2 ■ 47  - 

On  peut  s’exercer  sur  les  exemples  suivants.  Déterminer  : 

i°.  La  base  du  système  de  numération  dans  lequel  7329  (système 
décimal  ) est  représenté  par  5563  (système  cherché),  [x  = onze.] 

2°.  La  base  du  'système  dans  lequel  81479  (système  décimal  ) 
est  représenté  par  456356  (système  cherché),  [x  = sept.] 

Recherche  îles  diviseurs  commensurables  du  second  degré. 

."2  tî . Observations  préliminaires.  — La  méthode  des  racines 
commensurables,  exposée  n"  .Vit) , est  aussi  appelée  méthode  des 
diviseurs  commensurables  du  premier  degré,  parce  que,  connais- 
sant une  racine  coinmensurable , entière  ou  fractionnaire,  d’une 
équation  , on  peut  (n°  238)  diviser  le  premier  membre  par  le  fac- 
teur du  premier  degré  en  x,  correspondant  à cette  racine;  et  les 
coefficients  de  ce  facteur  sont  nécessairement  commensurables 
eux-mèmes. 

Lorsqu’une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré,  l'équation  résultante  n’a  plus 
que  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imagi- 
naires; mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  premier 
degré  qui  correspondent  à ccs  racines,  quoique  ayant  des  coeffi- 
cients incommensurables,  peuvent  fort  bien,  par  leur  combi- 
naison deux  à deux,  donner  naissance  à des  produits  dont  les 
coefficients  soient  rationnels:  c’est  ainsi  que 

(x  — ^3  ) (x  4-  y^3)  — x-  — 3 , 

(x  — 1 •+■  V/ — 5)  (x  — 1 — \j — 5)  = x2  — 2x  -f-  6. 

Or,  si  l’on  avait  quelque  moyen  de  découvrir,  dans  une  équa- 
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lion,  les  diviseurs  commensurables  du  second  degré,  en  les  égalant 
à zéro,  on  en  déduirait  des  racines  de  l'équation  proposée;  et,  de 
plus,  on  les  obtiendrait  sous  leur  véritable  forme. 

Nous  allons  voir  comment  les  principes  de  l'élimination  et  la 
méthode  du  n"  520  conduisent  à ce  but. 

526.  Soit  X = o une  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré. 

Désignons  par  x’  -+-  px  q un  quelconque  des  diviseurs  du 
second  degré  de  X;/<  et  q sont  deux  indéterminées  dont  il  faut 
tâcher  d’obtenir  les  valeurs  en  nombres  commensurables,  s’il  est 
possible. 

Pour  cela  , divisons  X par  x7  -f-  px  -+■  q ; et  concevons  que  l’on 
ait  poussé  l’opération  jusqu’à  ce  qu’on  soit  parvenu  à un  reste  du 
premier  degré  en  x , de  la  forme  Mx  -f-  N , M et  N étant  des  indé- 
terminées fonctions  de  p et  de  q.  En  égalant  ce  reste  à zéro,  on 
établira  la  condition  que  x‘  -h  px  q devienne  diviseur  exact 
de  X.  D’ailleurs,  cette  division  doit  être  possible  indépendamment 
de  toute  valeur  particulière  attribuée  à x ; donc,  en  vertu  du  prin- 
cipe du  n"  18(>  sur  les  équations  identiques,  l’équation  Mx -H  N 
se  partagera  nécessairement  en  deux  autres, 

M=o,  N = o,  nubien  F (p,q)  = o,  F'(p,  q)  — o. 

Cela  posé,  la  question  se  réduira  à trouver  (en  nombres  commen- 
surables) tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q propres  à véri- 
fier ces  deux  équatjons. 

On  commencera  par  former,  d’après  la  méthode  exposée  au 
n°  260,  l’équation  finale  en  q,  à laquelle  on  appliquera  la 
méthode  des  racines  commensurables  (n°  520).  Après  avoir  obtenu 
toutes  les  valeurs  rationnelles  de  p,  on  les  substituera  (n‘’270) 
dans  le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à q , lequel  reste,  égalé 
ensuite  à zéro,  donnera  les  valeurs  rationnelles  de  q , correspon- 
dant aux  valeurs  de  p déjà  trouvées.  Enfin,  l’on  substituera 
chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q dans  te  trinôme 
x3  px  -t-  q ; ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  commensurables 
du  second  degré. 

11  est  évident  que  l’équation  finale  en  p doit  être  d'un  degré 

33. 
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mar(|iic  par  m 


m étant  le  degré  de  l’équation,  puisque 


c’est  l’expression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensurables 
ou  incommensurables  du  second  degré.  D’après  cela , on  peut 
juger  combien  cette  méthode,  facile  en  théorie,  est  compliquée 
dans  la  pratique.  Aussi  l'usage  en  est-il  peu  fréquent. 

On  voit  assez  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseurs 
commensurables  du  troisième,  quatrième,. . . degré;  mais  ces  der- 
nières questions  ne  sont  d’aucune  utilité  (*). 


§ III.  — Recherche  des  Racines  réelles  incommen- 
surables. 

Lorsqu’on  a débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à ses  racines  commensurables, 
l’équation  résultante  n’admet  plus  que  des  racines  réelles  incom- 
mensurables et  des  racines  imaginaires. 

La  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables  d’une 
équation  d’un  degré  quelconque  restera  inconnue  tant  qu’on 
n’aura  pas  de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  algé- 
briques de  degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur 
forme  est  encore  un  problème  à résoudre,  il  n’en  est  pas  ainsi  de  % 
la  valeur  numérique  de  chacune  de  ces  racines;  et  il  existe  des 
méthodes  pour  les  obtenir  avec  tout  le  degré  d’approximation 
qu’on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité , nous  diviserons  cette  théorie  en  deux 
parties  : dans  la  première , nous  supposerons  que  la  proposée  soit 
telle  qu’üNE  seule  racine  réelle  puisse  être  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs;  et,  dans  la  seconde , que  deux  nom- 
bres entiers  consécutifs  puissent  comprendre  plus  d’une  racine. 

Première  partie.  — Cas  où  une  seule  racine  réelle  peut  être 
comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 


( *)  Dans  une  des  Notes  placées  à la  fin  de  ce  chapitre,  nous  nous  propo- 
sons de  dire  quelques  mots  sur  la  décomposition  d'un  polynôme  rationnel 
et  entier  quelconque  en  ses  facteurs  premiers. 
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[Nous  admettrons  encore,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  l’on 
ait  déterminé  les  limites  + L et  — L',  les  plus  resserrées  pos- 
sible, en  employant,  s'il  y a lieu,  la  méthode  des  décompositions 
(n°  508),  soit,  si  cela  est  nécessaire,  la  méthode  de  Newton 
( n°  S09  ).] 

327.  Recherche  de  la  partie  entière.  — Chacune  des  racines 
incommensurables  étant  nécessairement  composée  à' une  partie 
entière  (qui  peut  quelquefois  etre  o)  et  A' une  partie  plus  petite 
que  l’unité,  le  premier  objet  dont  nous  avons  à nous  occuper 
consiste  à déterminer  la  partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela , on  substitue  à ta  pince  de  x , dans  l’équation , ta  suite 
naturelle  des  nombres  o , ■ , a , 3 , . . . , et  — i , — ?. , — 3, . . . , 
compris  entre  -f-  L et  — L'.  Comme,  entre  deux  nombres  substi- 
tués qui  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  il  tombe  au 
moins  une  racine  (n°  303),  il  s’ensuit  que  chaque  couple  de 
nombres  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  comprend 
une  racine  réelle,  et  n’en  comprend  qu’une  seule,  d’après  l’hypo- 
thèse établie.  D’ailleurs,  la  partie  entière  de  la  racine  est  le  plus 
petit  des  deux  nombres  qui  la  comprennent. 

Or  il  peut  arriver  deux  cas:  — Ou  l’on  obtient,  par  toutes 
ces  substitutions , autant  de  changements  de  signes  [ou  de  couples 
de  résultats  de  signes  contraires]  qu’il  y a d’unités  dans  te  degré 
de  l'équation;  et  alors  on  en  conclut  que  toutes  tes  racines  sont 
léelles.  — Ou  bien,  le  nombre  des  changements  de  signe  est 
moindre  que  le  degré  de  l'équation  ; auquel  cas  il  y a autant  de 
racines  réelles  que  de  changements  de  signe  ; et  les  autres  racines 
sont  imaginaires. 

Dans  les  deux  cas,  cette  méthode  de  substitution  fait  connaître 
la  partie  entière  de  chaque  racine,  réelle  ; et  il  reste  à déterminer 
la  partie  plus  petite  que  l’unité. 

MÉTHODE  d’approximation  I)E  LAGRANGE. 

328.  Soit  X = o une  équation  dont  les  racines  réelles  ont 
respectivement  une  partie  entière  différente  que  l’on  suppose  avoir 
été  déjà  déterminée. 

Désignons  par  « et  « + i deux  nombres  entiers  qui  compren- 
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nent  l’une  d’elles  : a exprime  alors  la  partie  entière  de  cette  ra- 
cine, dont  il  reste  à chercher  la  partie  plus  petite  f|ue  l’unitc. 
Pour  cela  , dans  l’équation 

X = o , ou  xm  -f-  Px"‘_l  . . 4 Tx  -+-  V = o , 
posons  x — a -| — ; il  en  résulte  la  transformée 

V'  A'" 

Ay"  4-  A 'ym~'  -| y™-2  -|-  — ^ ym~s  -h  ...  -h  I = o. 


[Pour  obtenir  cette  transformée,  on  commence  par  remplacer 
x par  a -t-  « , ce  qui  donne  (n°  202) 

, A" 

A 4*  A tt  4 — h5  4“  • ■ *4  um  — o , 

1 


A désignant  ce  que  devient  X quand  on  y met  a pour  a ; et  A', 
A".  . . . étant  des  polynômes  dérivés  de  A d’après  la  loi  établie 


n“  202;  puis  on  remet  - pour  u,  et  l’on  chasse  les  dénominateurs 
en  y.  ] 

Désignons,  pour  abréger,  par  Y — o cette  transformée,  qui 
est  de  même  degré  que  la  proposée,  et  a par  conséquent  m racines. 

Or,  puisque  la  relation  x =;  a - 1 — doit  donner  toutes  les  va- 


leurs de  x dès  que  l’on  connaît  les  valeurs  de  /,  et  que  , par  hypo- 
thèse, n et  fl  4 i comprennent  une  valeur  de  x et  n’en  compren- 
nent qu’une  seule,  il  faut  nécessairement  que , parmi  les  valeurs 
réelles  de  y,  il  y en  ait  une  plus  grande  que  i , et  qu’il  n’y  en  ait 
qu’une  seule ; autrement,  ce  serait  supposer  que  a et  a 4 i com- 
prennent plus  d’une  valeur  de  x. 

Si  donc,  dans  l’équation  Y = o , on  met  successivement  poury, 
les  nombres  entiers  i,  2,  3, ...  à partir  de  l’unité,  on  est  certain 
d’obtenir  tôt  ou  tard  un  changement  de  signe ; et  les  deux  nombres 
qui  auront  produit  ce  changement  de  signe  comprendront  la  valeur 
cherchée  de  y. 

Soient  b et  b 4 i ces  deux  nombres;  posons  dans  Y = o, 
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y ~ b -t-  — ; il  en  résulte  une  transformée  Y' = o [<jue  l'on 

obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ei-dessus];  et  eette  équation, 
parmi  ses  racines  réelles,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande 
que  i,  que  l’on  mettra  en  évidence  par  la  substitution  des  nom- 
bres entiers  i,  2,  3,  • . . dans  Y'  = o. 

Soient  c et  c + 1 les  deux  nombres  entiers  qui,  ayant  dû  pro- 
duire un  changement  de  signe,  comprennent  la  valeur  de  y,. 

On  posera  , dans  l’équation  Y,  = o,  y'  = cH - , ce  qui 

donnera  la  nouvelle  transformée  Y*--o,  ayant  une  seule 
racine  plus  grande  que  1 . 

Soient  d et  d - (-  1 les  deux  nombres  qui  la  comprennent  ; on 

posera  de  nouveau  dans  Y"  = o,  y'  — d -) — — ; et  l’on 

continuera  cette  suite  de  transformations  aussi  loin  que  l’on 
voudra. 

Rapprochons  maintenant  les  relations 

x — a y-  -,  y = b H , , y'  — c y -,  y"  z=  d -f 

il  en  résulte  x — a H 

h- 1 — 

1 

r ■+■  - 

d -f-  .... 

Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  de 
fractions  intégrantes  , plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
qu’elle  représente  ; et  le  degré  d’approximation  est  exprimé 

( Arith n°  174)  par  — , N étant  le  dénominateur  de  la  der- 
nière réduite. 

Ainsi  la  méthode  (pii  vient  d’ètre  exposée  donnera  la  valeur 
de  x avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  voudra. 

529.  Appliquons  la  théorie  précédente  à l’équation 

x* — 5x  — 3 = 0.  (1) 
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D’abortl , les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  des  racines 
négatives  sont,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  , 4-  3 et  — 2. 

Soient  mis  successivement  à la  place  de  a: , dans  l’équation , les 
nombres 

— a,  — 1,  o,  4-  1 , 4-2,  4-  3 ; 

on  obtiendra  les  résultats 

— 1,  -4—  1 , — 3,  — 7,  5,  -t-  9 > 

et  comme  il  y a trois  changements  de  signe  , il  s’ensuit  que  l’équa- 
tion a ses  trois  racines  réelles  , savoir:  une  positive  comprise  entre 
2 et  3,  et  deux  négatives  comprises  respectivement  entre  o et  — 1 , 
puis  entre  — i et  — 2. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

Posons  dans  l’équation  (1),  x — 2 4 — ; 

il  en  résulte  (n“  528)  une  équation  de  la  forme 

A" 

A73  4-  y'  -+-  — 74-1  = 0, 
dans  laquelle  on  a 

A =(2^  —5(2)'  — 3=  — 5, 


A'  = 3 (2)’  - 5 = 4-  7 , 

- =3(2)' =4-6, 

2 


d’où , substituant  et  changeant  les  signes  , 

5y3 — 77’  — 67 — 1=0.  (2) 

Faisons  dans  cette  équation  ,7=1,  2,  3,...; 
il  vient  pour  7=1 — 9» 

7 = 2 — 1 » 

7 = 3 4-  53  ; 

donc  la  valeur  cherchée  de  7 est  comprise  entre  2 et  3. 
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Posons  dans  l’équation  (2),  / = 2H , ; 

• y 

il  en  résulte  la  transformée 

Bj'*  -h  B>'>+  -j' -(--?!  = 0, 
2 2.0 

dans  laquelle  B = 5(2 )J — 7(2)’  — 6(2)'- 

— I = 1 , 

R'  = i5(2)’  — 14 (2)1 — 6.  . . 

. = -+-  26, 

® = 15(2)' — 7 

. = -f-  2.3  , 

11 

t |PO 

“U 

II 

+ 

d’où,  substituant  et  changeant  les  signes  , 

„> ,J  — 26  y'-  — 23 y'  — 5 = o. 

(3) 

Comme  cette  équation  revient  à 

y'*  [y'  — 26)  — 23^'  — 5 = 0, 

il  est  visible  que  toute  valeur  plus  petite  que  26,  su 
r',  donnerait  un  résultat  négatif. 

bstituée  pour 

Mais  si  l’on  pose  y'  =26,  il  en  résulte.  . . . - 

- 6o3 , 

et  y'  = 27 H 

h io3  ; 

donc  y ' est  compris  entre  26  et  27. 

Posant  dans  l’équation  (3)  y’  = 26  H -„■> 

on  obtient  la  nouvelle  transformée 

Cy  "J  4-  C + — y"  + = 0 , 

2 2.0 

dans  laquelle  C = (2 6)5 — 26(26)’  — 23(26)  — 

5 = — 60  3 , 

C'  =3(26)’  — 52(26)'  — 2.3.  . . 

. =-(-653, 

~ = 3(26)'  — 26 

. =+  52, 

Il 

ï 

«Iti 

= -t-  1 ; 
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d’où  , substituant  et  changeant  les  signes, 

6o3  y"7  - 653 y"'  - Sa/"  -i=o,  (4) 

équation  qui  revient  à celle-ci  : 

y"7  (6o3 y"  — 653)  - 5?.  y " - i = o. 


Comme  y"  = i donne  pour  résultat,  — to3, 
et  y"  — -t-  2107, 


il  s’ensuit  que  y"  est  compris  entre  1 et  2. 

En  posant  de  nouveau  y"  = 1 + — 

on  obtiendrait , tout  calcul  fait,  pour  la  transformée, 

,o3 y*i _ 45,  y"->  — 1 i56jr"'  — 6o3  = o,  (5) 

ou  bien  , y1"7  (io3j'"'  — 1 ) — 1 *®6j''  = °' 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y'"  est  comprise 
entre  6 et  7 ; en  sorte  que  si  l’on  voulait  continuer  l’opération  , il 

faudrait  poser  y'"  = 6 -f-  y;, • 

Mais  arrêtons-nous  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  de  *,  y,  /,  y",  y"'  donnent  lieu  à la  fraction 

1 

continue  x = 2 -j } 

2 -f-  — 

_ 1 

20  H 


et  les  réduites  consécutives  étant 

,4-6 

2 5 1 32 

1 37  954 

7’  7’  53’ 

~55  ’ 383  ’ 

il  s’ensuit  que  la  dernière  exprime 

la  valeur  de  x 

1 

fraction  près,  marquée  par 

°U  74668<) 

Digitized  by  Google 


DE  LAGRANGE.  • 5ci3 

En  réduisant  • en  décimales  et  poussant  l’operation  jusqu’aux 
100000''""  inclusivement,  on  trouve  2,49086,  résultat  qui  est 
censé  exprimer  la  valeur  de  x,  à moins  de  0,00001  près. 

Cependant , comme  cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  rai- 
sons , i°  parce  que  la  réduite  ~4est  de  rang  impair  ; 2°  parce  que 
2,49086  est  une  fraction  moindre  que  cette  réduite  , il  serait 
possible  que  le  dernier  chiffre,  6,  dût  être  augmenté  d’une  unité. 

.Mais  si  l’on  substitue  successivement  2,4qo86  et  2,49087  dans 
la  proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi, 
2,49086  représente  en  moins , à 0,00001  près,  la  racine  positive 
de  l’équation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives , observons  que  , si  l’on 
change  x en  — x dans  l’équation  (1),  elle  devient 

x3  — 5x  + 3 = o; 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation , prises  avec  le 
signe  — , donnent  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi  la 
question  est  ramenée  à la  recherche  des  racines  positives  de  la 
transformée  qu’on  vient  d’obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  analogues  aux 
précédents,  on  trouve: 

i°.  Pour  la  racine  comprise  entre  o et  1,  . . . 0,65662  ; 

2°.  Pour  la  racine  comprise  entre  1 et  2,  . . . 1,8342.4- 

Donc  enfin  , les  trois  racines  de  l’équation 
.r3  — 5x  — 3 = o, 

sont  x — 2,49086,  x — — o,65fi62,  x = — 1 ,83424- 

(On  reconnaît’,  en  effet,  que  la  somme  algébrique  des  trois  racines 
est  nulle  ; ce  qui  doit  être-,  puisque  le  coefficient  du  second  terme 
manque  dans  l’équation.  ) 

350.  Remarque.  — En  réfléchissant  sur  la  méthode  précédente, 
on  voit  qu’elle  suppose  essentiellement  qu’entre  les  deux  nombres 
entiers  a et  a -+-  1 , il  ne  tombe  qu’n/tc  seule  racine  de  la  proposée, 
puisque  sans  cette  condition  l’on  ne  pourrait  affirmer  que  chacune 
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des  transformées  a une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité , et 
que,  par  conséquent,  la  substitution  des  nombres  i,  2,  3, . . . à la 
place  des  .y,  y',  y",  dans  ces  transformées,  doit  produire  tôt  ou 
tard  un  changement  de  signe. 

Cependant,  lorsque  l’on  connaît  d’avance  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  a et  a -+-  1 , il  est  possible  que  la  méthode  réus- 
sisse. { Voyez  le  3e  exemple  du  n°5i>5.) 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a et  a 1 comprennent 
/leux  racines  et  n'en  comprennent  que  deux.  F.n  substituant 

a -+-  --  pour  x,  on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  ra- 

‘cines  plus  grandes  que  l’unité,  et  n’en  aura  que  deux.  Or,  quand 
on  mettra  pour/  la  suite  des  nombres  1,  2,  3,...,  il  pourra  se 
présenter  deux  circonstances  : 

Ou  bien  l’on  n’obtiendra  aucun  changement  de  signe;  et  dans 
ce  cas,  on  ne  pourra  rien  conclure,  c’est-à-dire  que  la  méthode 
sera  alors  en  defaut,  en  ce  sens  qu’il  faudra  de  nouvelles  transfor- 
mations pour  opérer  la  séparation  complète  des  racines; 

Ou  bien  celte  substitution  produira  deux  changements  de  signe; 
admettons,  pour  le  moment,  que  les  nombres  n et  n -+-  1 , p et 
p H-  1,  produisent  respectivement  ces  changements  de  signe. 

On  posera  d’abord  dans  la  transformée,  y=n- 1 — ? ce  qui 

donnera  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
grande  que  l’unité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  pré- 
cédemment ; alors  une  première  valeur  de  x sera  exprimée  par  une 
fraction  continue  de  la  forme 


x = a -+- 


l’osant  ensuite  dans  la  même  transformée  en  y,  y — p -4-  — , 

*1 

on  obtiendra  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
grande  que  l’unité , et  sur  laquelle  on  opérera  encore  comme  pré- 
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cédemment;  la  seconde  valeur  de  .v  se  présentera  donc  sous  la 
forme  d’une  nouvelle  fraction  continue  , 


I 


ayant  la  même  partie  entière  que  la  précédente,  mais  dont  les 
fractions  intégrantes  seront  différentes. 

11  serait  aisé  d’étendre  ces  raisonnements  au  cas  où  l’on  saurait 


d’avance  que  a et  a -t-  i comprennent  trois  racines  réelles....  Mais 
ce  que  nous  venons  de  dire  suffit  pour  prouver  qu’il  n’y  a 
d’avantage  bien  réel  dans  l’emploi  de  la  méthode  de  Lagrange, 
qu’ autant  que  a et  a i ne  comprennent  qu’une  seule  racine. 
Cependant  nous  exposerons  plus  loin  (n“  504  J un  moyen  général 
d’opérer  la  séparation  des  racines  , dans  la  pratique  de  cette  mé- 
thode. 


Conversion  en  fraction  continue  d'un  nombre  irrationnel 
quelconque. 


551.  La  méthode  d'approximation  par  les  fractions  continues 
peut  servir  ù évaluer  les  racines  de  degrc  quelconque  des 
nombres. 

Soit  P un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  rnlime. 


Si  l’on  pose  y' P = .v,  il  en  résulte 

x™  — P = o.  . 

Comme  x ~ o et  * = P -+-  i ( n"  500),  substitués  à la  place  de  x 
dans  cette  équation  , donnent  deux  résultats  de  signes  contraires , 
il  s’ensuit  qu’elle  a au  moins  une  racine  réelle  positive.  D’ailleurs, 
elle  ne  présente  qu’««e  variation  de  signe;  donc,  d’après  la  règle 
des  signes  de  Descartes  ( n"  318  ) , elle  a une  seule  racine  réelle  po- 
sitive, que  l’on  peut  obtenir  approximativement  par  la  méthode 

de  Lagrange;  et  l’on  aura  ainsi  y/P  sous  la  forme  de  fraction 
continue. 

s 

Soit,  pour  exemple,  y'i  1 à évaluer  en  fraction  continue. 
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Il  suffit  d’appliquer  la  méthode  du  n°  328  ù l’équation 
x3  — 11=0. 

On  trouvera  successivement  les  relations 

i,i  i c 1 

x = 2 h — » y = 4^ — v y'  — y » — b + 

y y j y 


et,  par  suite,  les  réduites 


? 9 

• 4 


20  12g 

1 "PoT  1 

9 


58 


dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  donne  2,224  à 0,001 
près,  'puisque  l’on  a évidemment  <Co,ooi  ; 

(cette  valeur  est  un  peu  trop  forte). 

332.  Nous  indiquerons  à cette  occasion  le  moyen  de  développer 
toute  espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Ce  moyen 
suppose  seulement  qu’on  sache  extraire  d’un  nombre  donné  la 
partie  entière  qui  s’y  trouve  contenue. 

Soient  A le  nombre  proposé,  a sa  partie  entière  (qu’on  est 
censé  savoir  trouver). 

1 

On  a d’abord  l’égalité A = a -t-  - 

( B étant  O 1); 

d’où  l’on  déduit  ^ = A — a , et  B = « 

B A — a 


Soit  b la  partie  entière  de  B ou  de  - — — , obtenue  par  un 

A — a 

moyen  quelconque; 

on  a la  nouvelle  égalité B = b ■+■  — 

Va 

(C  étant  >1); 


d’où 


-=B— Ù,C  = — T 


ou  C = c -+- 


D ’ 


- = C-r,  D = -- 


ou  D 


t 

Ë’ 


et  ainsi  de  suite. 
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527 


B 


+ C — c + — i • • • î 


on  obtient  finalement  A sous  la  forme  d’une  fraction  continue, 

I 


A ~ ci  H 

b 


N.  B.  — Le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n"  1C4  ) n’est 
qu’un  cas  particulier  de  cette  méthode  générale. 

Soit  à développer  1 en  fraction  continue. 

On  a d’abord,  en  effectuant  la  division , 


Â 

II 

. 80  . , 

3 + — ; ce  qui  donne 

°9 

i 8o 

B 891 

„ 8n  q 

B — 8ÎI  — ' +8o: 

donc 

B - « -+- 

1 9 

C ~ 80’ 

C=  — =8  -f-  - j 

9 9 

donc 

t 8 

D”  9? 

D=  1 = 1 + ë’ 

donc  enfin 

n=,+r- 

d’où  résulte  la  fraction  continue  demandée. 

335.  Lorsqu’on  veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré  par 
la  méthode  précédente,  il  faut  faire  usage  des  transformations 
exposées  n"  91. 

Soit , par  exemple,  à évaluer  y'6  en  fraction  continue. 

Il  est  d’abord  évident  que  y/6  est  compris  entre  2 et  3. 


Ainsi  l’on  a y 6 ou  A = 2 -t- 

B 


d’où  - = v^6  — a ; B = & 

B Vo  — 2 

Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B,  multiplions 
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(n°  9 IJ  les  deux  termes  de  son  expression  par  ^6-+-  2;  il  vient 

B=ÜLti. 

2 

Mais  le  numérateur  de  celle-ci  est  évidemment  compris  entre 
4 et  5;  donc  B est  lui-mcme  compris  entre  2 et  3. 


Ainsi , il  faut  poser 


6 4-  2 


ou 


d’où 


1 ^6  + 2 

C-"  ’ 


2 ( y/6  4-  2) 
2 


= v'6  •+•  2. 


Comme  cette  dernière  expression  est  évidemment  comprise  entre 


4 et  5 , on  pose 


yb  4-  2 ou 


c = 4 4- 


D’ 


d’où 


» 


= V6 


I)  = 


\/6  — 2 


Sans  aller  plus  loin , observons  que  cette  expression  est  iden- 
tique avec  celle  de  B;  donc,  puisque  l’on  a trouvé 


B = 2 4- 


on  obtiendra  de  même 

9-2  + ^ E = 4 4-  p ; 

et  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin 


n 1 

y' b = î-i 

. 2 + ' 


A partir  de  la  troisième  fraction  intégrante , les  dénominateurs  se 
répètent  périodiquement  de  deux  en  deux. 
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On  trouverait , par  le  même  procédé, 

i i 

Vî=H y'5  = a H 

a H ' — 4 H 

a H — -4“  • * • 4 ~1~  7 “I”  ' * ' 

a 4 

Tous  les  nombres  irrationnels  du  second  degré  jouissent  de 
cette  propriété  curieuse,  de  donner  naissance  à des  fractions  conti- 
nues périodiques.  Mais,  pour  cet  objet,  nous  renverrons,  soit  à la 
Théorie  des  nombres  de  Legendre,  soit  au  tome  I*r  des  Annales 
de  Mathématiques  de  M.  Lion  ville,  où  M.  Gérono  en  a donné  une 
démonstration  élémentaire. 

La  réciproque  est  vraie  aussi,  c’est-à-dire  que  toute  fraction 
continue  périodique  appartient  à un  nombre  irrationnel  du  second 
degré.  Quant  à cette  seconde  proposition,  qui  se  démontre  d’ail- 
leurs fort  simplement,  elle  n’est  pas  assez,  importante  pour  nous 
engager  à prolonger  »lavantage  cette  digression. 

MKTUODF.  d'approximation  1)F.  NF.WTON. 

554.  La  méthode  suivante,  duc  à Newton,  a l’avantage  de 
fournil;,  en  général  , des  approximations  plus  rapides  que  celle  de 
Lagrange. 

Pour  en  donner  une  première  idée,  reprenons  l’équation 
x3  — 5 x — 3 = o, 

et  proposons-nous  de  déterminer  la  racine  comprise  entre  a et  3. 
Afin  de  resserrer  davantage  les  limites  de  cette  racine,  posons 

dans  l’équation  , x = 2 -+-  ~ = a,  5;' 

nous  aurons  pour  résultat -f-  o,  125; 

d’ailleurs  2,  misa  la  place  de.r,  donne.  ....  — 5. 

Ainsi  , la  racine  est  comprise  entre  2 et  2,5. 

Actuellement,  si  l’on  fait  attention  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  2 , 5 diffère  beaucoup  moins  de  o que  celui  de  la  substi- 
tution de  2,  on  doit  présumer  que  la  racine  est  plus  près  de  2 , 5 
que  de  2. 

Alg.  B.,  10e  éd.  34 
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On  pose,  en  conséquence,  dans  l’équation,  x — 2,4; 

et  il  vient  pour  résultat — i , 176. 

Or  2,5  avait  déjà  donné  pour  résultat.  ....  + 0,12.5; 

donc  la  racine  est  comprise  entre  2,4  et  2,5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens  termes,  on  par- 
viendrait à resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu’une  fois  on  a obtenu , comme  dans  ce  cas-ci,  la  valeur 
de  x à moins  de  o,t  près,  on  peut  en  approcher  davantage  par 
un  autre  moyen  ; et  c’est  en  cela  que  consiste  principalement  la 

MÉTHODE  DE  Nf.WTON. 

Faisons,  dans  l’équation  x 1 — 5.r  — 3 = o, 

x = 2,4  H-  «; 
nous  obtenons  (n”  202)  la  transformée 

7' 

X'  -t-  Y'  u -) «’  + «5  = o , 

dans  laquelle  X'  = (2,4)3 — 5(2,4)  — 3 = — 1,176, 

Y'  — 3 (2,4)’  — 5 = 12,28, 

U 

— = 3 (2,4)  = ;»2. 

L’équation  en  u , étant  du  troisième  degré , ne  peut  être  immé- 
diatement résolue;  mais  en  transposant  tous  les  termes,  à l’ex- 
ception du  terme  Y et  divisant  les  deux  membres  par  Y',  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 


Cela  posé,  puisque  l’une  des  trois  racines  de  cette  équation 
doit  être  moindre  que  o,  1 d’après  la  relation  x — 2,4  -t-  «,  les 
valeurs  correspondantes  de  u1  et  de  «J  sont  moindres  que  0,01  et 
0,001.  D’ailleurs,  l’inspection  des  valeurs  de  Y'  et  de  Z'  prouve 
ïl 

que  — — ; est  <(  1 . Ainsi,  la  valeur  de/t,  ne  différant  numérique- 

X'  Z'  1 

ment  de  — -^7  que  par  la  quantité  ^ y;  «’  -+-  —,  qui,  le  plus 
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souvent,  est  au-dessous  de  0,01;  cette  valeur  de  u,  dis-je,  est 
X'  . 

exprimée  par  — — 5 a u,oi  près. 

Comme  , dans  cet  exemple , 

X'  -t- 1,1 76  1176 

~ r ~ 12,28  ~ T2280  ~ 0,°9'  ' • ’ 

il  en  resuite  u = 0,09,  à près;  et,  par  conséquent, 

x = 2,4  4-  0,09=  2,4g,  à 0,01  près. 

En  effet,  2,4g,  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée, donne  pour  résultat  — 0,011751, 
tandis  que  2,5o  avait  donné  4-  0,1 25. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation  , faisons  dans  la  pro- 
posée , x — 2 , 4g  4-  u'  ; nous  avons  l’équation 

X"  4-  Y" a'  -h  — u"  4-  «,3  = o , 

2 

dans  laquelle  X."  = (2,49)’  — 5(2,49) — 3=  — 0,011751, 

Y"=  3(2,49)’  — 5 = i3,6oo3, 

TJ' 

— = 3 (2,49)  = 7,47. 


Mais  l’équation  en  u'  peut  s’écrire  ainsi  : 


u'  — 


Z" 

2 . Y" 


« 


f7 


et  puisque  l’une  des  valeurs  de  u'  doit  être  moindre  que  0,01,  les 
valeurs  correspondantes  de  u'1,  h'3  sont  moindres  que  0,0001  et 
X" 

1 ,000001  ; donc  — peut  représenter  la  valeur  de  «'à  0,0001 


près. 

Comme  on  a 


X"  0,011751  11751  _ _ 

Y"  i3,6oo3  1 36oo3oo  0,000 

34. 
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il  s’ensuit  <|iie  «'  est  égal  à 0,0008,  à o,ooor  près;  ainsi, 

x = 2 ,4q  -+-  o ,0008  = ?.,4qo8,  à — — près. 

• u 10000 


11  serait,  en  effet,  facile  de  reconnaître  que  2,4908  et  2,490g, 
substitues  dans  la  proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouveau  ^ = 2,4908  + 1/",  on  obtiendrait 
une  valeur  approchée  de  a;  à 0,00000001  près. 

(Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la 
racine  un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  l’opé- 
ration précédente  ; cela  résulte  évidemment  des  raisonnements 
ci-dessus.) 

558.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 

Soient  p et p 4-  1 deux  nombres  qui  comprennent  l’une  des 
racines  de  l’équation  X = o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  cette  racine  à o , t 
près,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre  p elp  -t-  1 , 
et  continuant  jusqu’à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  dif- 
fèrent entre  eux  que  de  — • 

10 

Cela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x obtenue  h o,  1 près , on 
pose , dans  l’équation  X =;  o , x ~ x'  a ; 

ce  qui  donne  la  transformée 

Zr  y ; 

X'  -f-  \ u H-  — u1  -f-  — ■ a*  u*  um  = o, 

?.  2.3 


qu’on  pont  écrire  ainsi  : 

X'  Z' 
« — — Y' 


2.3.  Y'  ” 


Y' 


Comme,  daus  le  second  membre  de  cette  équation,  l'ensemble 
X' 

des  termes  qui  suivent  — est  ordinairement  au-dessous  de 

X' 

0,01  , on  les  négligé,  en  calculant  — — , à 0,01  près,  et  l’on 
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ajoute  le  résultat  à ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  .r ", 
approchée  de  x à o ,oi  près. 

Pour  obtenir  une  troisième  approximation,  l'on  pose,  dans 
l’équation, 

x = x"  -J- 


ce  qui  donne  la  trausformee 


X"  + Y"«'+  —u'<  + 
?, 


. . . + «'*  = o, 


d’où 


Z" 

?. . Y" 


Y" 


u 


Négligeant  tous  tes  termes  — 


Z" 

7 . Y" 


Y" 


(dont 

X" 


l’ensemble  est  suppose  moindre  que  o,oooi  ),  on  calcule  — cn 


poussant  l’opération  jusqu’aux  ioooo"”",  et  l’on  ajoute  le  résultat 
à x";  ce  qui  donne  une  troisième  valeur  x”  approchée  à o,ooot 
près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation , on  remplace,  x par 
x'"  u"'  dans  la  proposée. 


On  calcule  l'expression 


X"’ 


qui  residtc  de  celte  transforma  - 


tion, et  Von  pousse  l’opération  jusqu'au  huitième  chiffre  décimal 
inclusivement,  puis  l’on  ajoute  ce  résultat  à x ; et  ainsi  de  suite. 

On  répète  celte  série  d’opérations  pour  chacune  des  racines 
positives.  Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène  (n°  529)  leur 
recherche  à celle  de  racines  positives , en  changeant  x en  — x dans 
la  proposée. 


550.  Première  remarque.  — La  méthode  précédente  est  fondée 
sur  ce  que,  dans  la  transformée  ■ 


X'  -¥  Y'  « -f-  - ié  H-  . . 
2 


qui  revient  à 


//  — 


X' 

V 


7J 

7.  Y’ 


té  — 
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on  peut  négliger  tous  les  termes  affectés  de  sans 

erreur  sensible  sur  les  iooirm,!  à la  première  opération,  sur  les 
1 oooo"""'J  à la  seconde,  etc.;  hypothèse  qui  s'appuie  elle-même  sur 
ce  que,  d’après  la  nature  des  polynômes  dérivés  Y',  Z',  V', ... , les 
Z'  V' 

coefficients : ■> _ sont  ordinairement  des  frac- 

2 . Y'  2 . 3 . Y 

tions;  mais  cette  méthode  est  quelquefois  en  défaut,  ainsi  que 
Lagrange  le  prouve  dans  son  Traité  de  la  résolution  des  Équations 
numériques  (*) . 

On  a toutefois  un  moyen  de  s’assurer,  à la  lin  de  chaque  opé- 
ration , si  la  méthode  a donné  le  degré  d’approximation  que  l’on 
croyait  devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine 
positive  de  x’  — 5 x — 3 = oà  0,000 1 prés , on  substitue , dans 
cette  équation,  2,4908,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au 
résultat  de  la  substitution  de  3 011  à celui  de  la  substitution  de  2; 
et  si  les  deux  nombres  2,4908  et  2,4909,  ou  bien  2,4908  et 
2,4907,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  nul  doute 
que  2 ,4908  ne  soit  une  valeur  exacte  à 0,000 1 près,  soit  en  moins, 
soit  en  plus.  S’il  n’en  est  pas  ainsi , l’on  augmente  ou  l’on  diminue 
le  dernier  chiffre  d’une  ou  de  plusieurs  unités  (de  l’ordre  des  dix- 
millièmes),  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  deux  nombres  qui,  par  leur 
substitution,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires. 

557.  Seconde  remarque.  — 11  y a aussi  des  cas  où,  dès  la  pre- 

X' 

mière  opération , il  est  nécessaire  de  calculer  la  quantité  — — 

jusqu’aux  iooo1""'',  et  même  jusqu’aux  iogoo''""'. 

Soit  l’équation 

x ■'  — 6 x — 7=0, 

dont,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  assurer,  l’une  des  racines  est  cnm- 


(*)  l.’osl  surtout  pour  les  racines  comprises  entre  o et  1 , ou  entre  o 
•H  1 , cpic  la  méthode  peut  être  en  défaut,  ainsi  (pi’on  peut  s’en  assurer 
en  réfléchissant  sur  la  composition  dits  quantités  Y',  Z . 
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prise  entre  2 et  3;  quant  aux  deux  autres,  elles  sont  imaginaires 
( comme  nous  le  verrons  au  n°  "42 , ae  exemple). 

On  reeonnaîtra  d'abord  facilement , par  la  substitution  des 
moyens  termes,  que  la  racine  reelle  est  comprise  entre  2, g et  3. 

Maintenant  faisons,  dans  l’équation,  x = a,<)  —J—  « ; il  en  résulte 
la  transformée 

X'  -f-  Y'  « -t-  — «’  -4-  «s  = o, 

2 

dans  laquelle  X' = (a, g)’  — 6(2, g)  — 7 = — 0,011, 

Y'  = 3(2, g)'  — 6=  19,23, 

\ =3(2,9)  =8,7. 

Négligeant  les  termes  en  u'  et  «■’,  on  a 

X'  0,011  11 

Y'  19,23  ig23o 

Or,  si  l’on  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale,  on 
trouve  des  zéros  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux,  et  5 
pour  le  quatrième  chiffre  ; c’est-à-dire  que  l’on  a u =;  o ,ooo5  (en 
tenant  compte  des  quatre  premiers  chiffres  décimaux):  ce  qui 
donne,  pour  la  valeur  de  x,  x = 2,goo5. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  2,goo5  dans  la 
proposée:  on  trouve  — 0,001 38,  résultat  de  signe  contraire  à 
celui  que  donne  x = 3 ; mais  en  substituant  x=  2,9006,  on 
obtient  -+-o,ooo54,  qui  est  de  signe  contraire  à — o,oot38. 
Donc  2,goo5  exprime  la  valeur  de  x à 0,0001  près. 

558.  Rapprochement  des  deux  méthodes.  — La  méthode  d’ap- 
proximation de  Lagrange,  quoique  en  général  moins  expéditive 
que  celle  de  Newton , a sur  celle-ci  l’avantage  de  donner  à chaque 
opération  une  approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  même,  à la  rigueur,  trouver,  par  la  méthode  de 
Lagrange,  les  racines  comme nsurahles.  La  fraction  continue  que 
l’on  obtiendrait  serait  alors  composée  d’un  nombre  limité  de  frac- 
tions intégrantes;  c’est-à-dire  qu’en  continuant  convenablement 


Digitized  by  Google 


536  C0MPI.ÉMEÏ1T  DE  LA  THÉORIE 

les  opérations,  on  parviendrait  à une  équation  Yin)  = o,  dont  la 
racine  positive  plus  grande  que  i serait  égale  à un  nombre  entier  ; 
et  toutes  les  réduites  consécutives  étant  formées,  la  dernière  re- 
présenterait la  vraie  valeur  de  la  racine  commensurahlc. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode 
exposée  au  n°  320;  mais  c’est  le  seul  que  l’on  pût  employer  si 
l’on  supposait  que  quelques-uns  des  coefficients  fussent  irration- 
nels; car  la  méthode  ordinaire  n’est  applicable  qu’aux  équations 
dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  commcnsurables. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 
racines  exactement , puisque,  d’après  sa  nature,  on  n’obtient  les 
valeurs  numériques  des  racines  que  sous  la  forme  de  fractions 
décimales. 

Nous  observerons  toutefois  que  l'application  simultanée  des 
deux  méthodes  à une  même  équation  peut  abréger  beaucoup 
les  calculs.  Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d’abord  employé  la 
méthode  des  fractions  continues  pour  obtenir  chacune  des  racines 
à o,  i et  même  à o,oi  près,  rien  ii’empcche  d’avoir  recours  à 
la  méthode  de  Newton  pour  obtenir  un  plus  grand  degré  d’ap- 
proximation. 

La  méthode  de  Newton  suppose,  en  général,  comme  celle  de 
Lagrange  ( n°  350),  que  p et  />  4-  i ne  comprennent  qu’une  seule 
racine  de  l’équation. 

Seconde  partie.  — Cas  où  deux  nombres  entiers  consecutifs 
peuvent  comprendre  plus  d’une  racine  réelle 

539.  Lorsque,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consé- 
cutifs compris  entre  les  limites  4-  L et  — L',  on  obtient  autant 
de  changements  de  signe  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  l’équa- 
tion , il  .est  clair  que  toutes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles,  et 
que  chacune  d’elles  a une  partie  entière  différente. 

Mais  si  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le 
degre  de  la  proposée,  cela  peut  provenir,  ou  de  ce  que  l’équation 
a des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires,  ou  bien  de  ce  que 
plusieurs  racines  incommensurables  sont  comprises  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs.  En  effet,  on  a vu  (n"  30^1  que  deux 
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nombres  qui,  substitues  dans  le  premier  membre  d’une  équation, 
donnent  des  résultats  de  signes  r on  Ira  ires,  peuvent  comprendre 
un  nombre  impair  quelconque  de  racines  réelles,  et  que  deux 
nombres  qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  peuvent  en 
comprendre  un  nombre  pair  quelconque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  deux  racines,  y 2 
et  y^3  par  exemple,  lesquelles  sont  comprises  entre  1 et  2,  il  arri- 
verait que  i et  2,  substitués  dans  la  proposée,  donneraient  des 
résultats  de  même  signe. 

Pareillement,  qu’une  équation  ait  trois  racines,  y«i,y'i3, 
v/T5  , comprises  entre  3 et  4,  ces  deux  derniers  nombres  substi- 
tués donneraient  des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insuflisante  pour  mettre 
en  évidence  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée,  et  qu’elle 
aurait  l’inconvénient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

540.  Cet  inconvénient  disparaîtrait  si  l’on  pouvait  déterminer 
a priori  une  quantité  3,  numériquement  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des 
racines  réelles  d’une  équation  proposée.  Car,  soit  mise  la  quan- 
tité 3 pour  intervalle  entre  deux  nombres  successivement  substi- 
tues; il  est  évident  que  si  deux  pareils  nombres  donnaient  des 
résultats  de  signes  contraires,  ils  comprendraient  une  racine  et 
n’en  comprendraient  qu’une;  et  que  s’ils  donnaient  des  résultats 
de  même  signe,  ils  ne  comprendraient  aucune  racine.  Ainsi,  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l’équation  serait  égal  au  nombre  des 
changements  de  signes  obtenus  par  tes  substitutions. 

Voyons  donc  s’il  n’y  aurait  pas  quelque  moyen  de  déterminer 
la  quantité  3.  Or  cela  est  facile  au  moyen  de  l’équation  aux  carrés 
de  différences . 

En  effet,  désignons  par  \—o  l’équation  proposée,  et  par 
Z = o l’équation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  nous 
avons  (»"s  275  et  297  ) appris  à former. 

Remarquons  d’abord  que,  le  carré  de  la  différence  entre  deux 
racines  réelles  quelconques  de  la  proposée  étant  positif , on  ne 
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doit  chercher  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles 
que  parmi  les  racines  positives  de  l’équation  Z = o.  (Ses  racines 
négatives  correspondent  aux  différences  qui  existent  dans  la  pro- 
posée, soit  entre  deux  racines  imaginaires,  soit  entre  une  racine 
réelle  et  une  racine  imaginaire.  ) Donc  , si  l’on  cherche  la  limite  in- 
férieure des  racines  positives  de  l'équation  Z = o,  et  qu’on  en 
extraye  la  racine  carrée,  on  sera  certain  d’avoir  une  quantité  nu- 
mériquement moindre  que  la  plus  petite  des  différences  qui  exis- 
tent entre  deux  racines  réelles  de  la  proposée , c’est-à-dire  la 
quantité  cherchée  S. 

Pour  obtenir  cette  limite  , il  faut  ( n°  510)  poser  z = - dans 

v 

Z = o,  ce  qui  donne  la  transformée  V = o.  Soit  l la  limite 


supérieure  des  racines  positives  de  V = o ; 


I 

7 


sera  la  limite  infé- 


rieure de  Z = o.  Ainsi,  — est  la  quantité  S qu’il  s’agissait  de 

vi 

déterminer. 

Lorsqu'un  recherchant  la  limite  / la  plus  resserrée  possible  , soit 
par  la  méthode  de  Newton  ( n"  509) , soit  par  celle  des  décomposi- 
tions ( n°  303),  on  trouve  / <^  i,  il  en  résulte  ou  S )>  i ; et  cela 

VI 

indique  que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques 
est  plus  grande  que  l'unité.  Dès  lors,  on  est  certain  que  le  nombre 
des  racines  réelles  de  la  proposée  est  égal  au  nombre  de  change- 
ments de  signe  qu’on  avait  d’abord  obtenu  par  la  substitution  des 
nombres  entiers  consécutifs. 


Mais  ordinairement  on  trouve  / )>  i , d’où  ou  3<^  i.  Dans 

ce  cas,  comme  y 1 est,  en  général,  incommensurable,  il  convient 
de  remplacer  y7 par  le  nombre  entier  k immédiatement  supérieur} 

ce  qui  donne  ~ < -î-,  et,  à plus  forte  raison , i moindre  que  la 
k k 

plus  petite  des  différences  entre  les  racines  réelles.  On  pourrait 
donc  mettre  - pour  intervalle  entre  deux  substitutions  consécu- 


Digitized  by  Google 


\ 


DES  RACINES  INCOMMENSURABLES.  53() 

tives;  c’est-à-ilirô  qu'en  substituant  dans  X = o la  suite  des 
nombres 


o. 


k'  X’ 


i 


2 


I 

2,  î + r"  jusqu  à L, 


et  o,  - i, 


2 

J’ 


jusqu’à  — L', 


on  obtiendrait  autant  de  changements  de  signe  que  l’équation  doit 
avoir  de  racines  réelles. 

Mais  on  peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  fraction- 
naires par  la  transformation  suivante  : 


il  en  résulte  ( n°  2GS } une  équation  dont  les  racines  sont  k fois 
plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  conséquent , les  diffé- 
rences entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles-mêmes  k fois  plus 
grandes  que  les  différences  correspondantes  entre  les  racines  de  la 
proposée;  en  sorte  que,  si  ( a — b)  désigne  la  plus  petite  des  diffé- 
rences relatives  à X = o,  comme  on  avait  (a  — Z>)  O - , il  en 

resuite  ka  — t . Ainsi , la  nouvelle  équation  Y = o est  telle, 

que  les  différences  entre  toutes  ses  racines  réelles,  considérées 
deux  à deux , sont  plus  grandes  que  l’unité. 

Donc , enfin , si  l’on  substitue  dans  cette  équation  la  suite  natu- 
relle des  nombres  o , i , 2 , 3 , . . . et  — i,  — 2,  — 3,...,  compris 
entre  les  deux  limites,  on  obtiendra  autant  de  changements  de 
signe  que  l’équation  Y = o aura  de  racines  réelles. 

(Les  deux  limites  de  Y = o sont  d’ailleurs  -4-  XL  et  — XL', 
-t-  L et  — L'  désignant  celles  de  X = o.  ) 


341.  Résumons  ce  qui  vient  d’être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  incopimen- 
surables  d’une  équation  X = o,  il  faut  : 

l°.  Former  l'équation  aux  carrés  ries  différences  , Z = o; 


2°.  Déterminer • la  limite  inférieure  - ries  racines  / msitives  de 
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cette  dernière  équation.  (Si  l’on  trouve  - O i , c’est  une  preuve 

(|ue  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  de  la  pro- 
posée est  aussi  plus  grande  que  l’unité  ; dès  lors  , la  substitution 
des  nombres  entiers  consécutifs  dans  la  proposée  suffit  pour  mettre 
toutes  les  racines  réelles  en  évidence.) 

i i 


3°.  Dans  le  cas  général  de  - <C  i , remplacer  ——  par  — 

' l 

( k étant  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à fl\  et  poser 
y 

x = - dans  la  proposée , ce  qui  donne  une  équation  Y = o , dont 

an  recherche  toutes  les  racines  réelles , d’après  la  méthode  exposée 
dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

4°.  Enfin  , substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  rela- 
tion x = On  obtient  ainsi  toutes  les  racines  réelles  de  la 
k 


proposée. 


N.  B.  — Observons  que  si , pour  mettre  toutes  les  racines 
réelles  de  X = o en  évidence , on  a été  obligé  de  la  transformer  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  h fois  plus  grandes  que  celles  de 
la  proposée,  ces  dernières  sont  déjà  obtenues  à une  fraction  près 

-•  Cela  résulte  évidemment  de  la  relation  x = -• 
k k 


342.  Appliquons  cette  méthode  à l'equation 

8ar*  — 6x — i=o.  (i) 

Les  limites  supérieures  des  racines  tant  positives  que  négatives 
sont  évidemment  -+-  t et  — i . 

Faisant , dans  cette  équation ...  x — -t-  i , o , — i, 

on  trouve  pour  résultats -t-  i , — i , — 3. 


La  sulistitution  ne  donne  lieu  qu’à  un  seul  changement  île  signe  ; 
ainsi,  nous  devons  avoir  recours  à l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. 

Si  l’on  forme  celte  équation  , soit  par  la  méthode  d’élimination 
(n"  275),  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n"297),  on  trouve 
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polir  résultat  , 

64 1'  — 288 z‘  -t-  3?4 1 — 81  = o. 

Posons  î = - ; il  en  résulte 

v 


54  1 


81e1—  324  *”  H-  288  v — 64  = o , (2) 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

8 1 (e  — 4)  -h  32  (9  e — 2)  = o ; 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  3 est , en  nombre  entier,  la 
limite  supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positives.  Ainsi,  l’on  a 

- ,,  . t 1 1 1 

/ = 3 ; d ou  - = ;,  et  — = — • 

/ 3 V7  V3 

Remplaçant  y 3 par  le  nombre  entier  2,  immédiatement  supé- 
rieur , on  obtient  -j  pour  la  quantité  moindre  que  la  plus  petite 
différence  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la  pro- 
posée. 

Faisant  donc  dans  la  proposée , conformément  à la  règle  du 

Y 

n"  54 1 , x — , on  a la  transformée 

2 

y1  — 3jr  — 1 = 0,  (3) 


équation  dont  toutes  les  racines  icelles  ont  entre  elles  une  dif- 
férence plus  grande  que  l’unité. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  des  racines  néga- 
tives étant  d’ailleurs  -t-  2 et  — 2,  il  suffit  de  faire  , dans  l’équa- 
tion (3),  y = -I-  2,  -t-  1 , o,  — 1,  — 2, 

ce  qui  donne  les  résultats  -t-  1 , — 3,  — 1,4-1,  — 3. 

On  obtient  évidemment,  par  ces  substitutions,  trois  changements 
de  signe:  ainsi,  l'cquation  (3)  a ses  trois  racines  réelles,  l’une 
comprise  entre  1 et  2 , une  autre  entre  o et  — 1,  et  la  troisième 
entre  — 1 et  — 2. 

Donc,  enfin,  l’équation  (1)  a elle-même  ses  trois  racines  réelles, 
l’une  comprise  entre  J-  et  1 , la  seconde  entre  o et  — 7,  et  la  troi- 
sième entre  — | et  — 1 . 

Pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  appliquera  d’abord 
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à l’équation  (3)  l’une  des  deux  méthodes  d’approximation  ; après 

quoi  l’on  substituera , dans  la  relation  x — , les  valeurs  de  y 

obtenues;  ce  qui  donnera  les  valeurs  de  x correspondantes. 

On  trouvera  par  ce  moyen  , 

t X = >>8794, 

pour  l’équation  j3  — 3 / — 1=0,  J 7 = — 0,3474  (*)> 

( y = — « ,5320  ; 

Ix  = o ,9397  , 

X = — O,  1737  , 

x = — 0,7660. 

Ces  valeurs  sont  exactes  à 0,0001  près. 

Prenons  pour  autre  exemple  l’équation 
x3  — 6x  — 7 =6, 

pour  laquelle  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs , 
compris  entre  les  limites  — 3 et  -4-  3 , ne  donne  lieu  qu’à  un  seul 
changement  de  signe. 

On  a obtenu  (n°  299 , deuxième  exemple)  pour  l’équation  aux 
carrés  des  différences, 

z 3 — 36  z1  -t-  324  a + 4^9  = o. 

Soit  pose  z =r  - ; il  en  résulte  la  transformée 
X 

459/’  -+-  3?4  X — 36 y -1-  1 =0. 

Or  il  est  évident,  d’après  son  inspection,  que  la  limite  supé- 
rieure / des  racines  positives  est  1 , d’où  l’on  déduit  1 . 

v/ 

Ainsi , les  différences  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée  sont 
(n°  340)  toutes  plus  grandes  que  l’unité.  Donc,  puisqu’elle  ne  donne 
lieu  qu’à  un  seul  changement  de  signe , on  est  en  droit  de  conclure 
que  la  racine  positive  est  la  seule  racine  réelle  qu’elle  renferme. 

(*)  i£n  appliquant  la  méthode  de  Newton  au  calcul  de  la  seconde  valeur 
de/,  on  reconnaît  qu'elle  est  en  défaut  : et  le  chiffre  des  centièmes  obtenu 
par  la  règle  du  n°  555  doit  être  corrigé  do  deux  unités  par  le  moyen  indiqué 
au  n°  550. 
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315.  Première  remarque.  — I,a  méthode  exposée  au  n"  34 1 pour 
mettre  en  évidence  les  racines  incommensurables,  lorsque  plu- 
sieurs racines  peuvent  être  comprises  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs , ne  saurait  être  appliquée  aux  équations  qui  ont  des 
racines  égales. 

En  effet,  supposons  qu’une  équation  ait  deux  racines  réelles 
égales  a a ; comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu’un  seul  et 
meme  nombre,  elles  sont  nécessairement  comprises  entre  deux 
des  nombres  substitués,  quelque  petite  que  soit  leur  différence. 
Ainsi,  ces  nombres,  qui  comprennent  deux  racines,  devront 
(n°  -04  donner  deux  résultats  de  même  signe,  aussi  bien  que 
deux  nombres  qui  n’en  comprendraient  pas.  Si  l’équation  pouvait 
avoir  trois  racines  égales  à «,  les  deux  nombres  qui  les  compren- 
draient donneraient  deux  résultats  de  signes  contraires , aussi  bien 
que  deux  nombres  qui  comprendraient  une  seule  fois  cette  racine. 

Observons  d'ailleurs  que,  l’équation  X =r  o ayant  des  racines 
égales  , l’équation  aux  carrés  des  différences,  Z = o , aurait  néces- 
sairement des  racines  égales  à o ; et  alors  la  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  cette  dernière  équation  serait  o:  c’est-à-dire 
qu  il  faudrait  mettre  y n intervalle  nul  entre  deux  substitutions, 
ce  qui  est  absurde. 

Concluons  de  là  qu’avant  d’appliquer  la  méthode  du  n"  341 , il 
est  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu’elle 
peut  avoir.  ( Voyez  n°  281 . ) 

344.  Seconde  remarque. — Quand  l’equation  proposée  est  du 
troisième,  quatrième  ou  cinquième  degré,  et  qu’elle  a ses  coeffi- 
cients commensurables,  il  est  inutile  de  lui  appliquer  la  méthode 
des  racines  égales. 

En  effet,  il  résulte  d’abord  de  la  nature  de  cette  méthode,  la- 
quelle consiste  essentiellement  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  la  proposée  et  son 
dérivé,  qu’elle  ne  peut  conduire  qu’à  un  polynôme  diviseur  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  comme  ceux  de  l’équation  elle- 
même. 

Cela  posé , dans  le  cas  où  l’équation  est  du  troisième  degré , le 
commun  diviseur  (s’il  en  existe)  est  du  premier  ou  du  deuxième 
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degré  ail  plus.  S’il  est  du  premier  degré,  en  l'égalant  a o,  on  ne 
peut  tirer  de  l’équation  résultante  qu’une  racine  commensurable. 
S’il  est  du  deuxième  degré , le  quotient  du  polynôme  proposé,  par 
ce  diviseur , est  du  premier  degré,  et  ne  saurait  encore  donner 
qu’une  racine  commensurable.  On  voit  donc  qu 'une  ci/ nation  du 
troisième  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels,  et  qui  n'a  pas 
de  racines  commcnsurables , ne  saurait  avoir  de  racines  égales. 

Si  l’équation  est  du  quatrième  degré,  le  plus  grand  commun 
diviseur  (s’il  en  existe)  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme 
dérivé , ne  peut  être  ni  du  premier  ni  du  troisième  degré  ; car,  dans 
un  cas  comme  dans  l’autre , on  en  déduirait  que  l’équation  a des 
racines  commensurables , ce  qui  serait  contre  l’hypothèse  ; et  s’il  est 
du  deuxième  degré,  les  facteurs  de  ce  polynôme  diviseur  ne  sau- 
raient être  égaux  , puisqu’il  en  résulterait  encore  que  l’équation 
aurait  des  racines  commensurables.  Mais  si  les  deux  facteurs  sont 
inégaux,  il  en  résulte  nécessairement  (n°  277)  que  chacun  d’eux 
entre  au  carré  dans  le  polynôme  proposé,  qui  est  alors  un  carré 
parfait. 

Ainsi,  dans  ce  ras,  au  lieu  de  soumettre  l’équation  à la  mé- 
thode des  racines  égales , on  peut  se  borner  à extraire  la  racine 
carrée  de  son  premier  membre  ; et  si  la  racine  n’est  pas  exacte  , on 
en  conclut  que  l’équation  n’a  pas  de  racines  égales. 

Enfin,  toute  équation  du  cinquième  degré  qui  n’a  pas  de  racines 
commensurables  ne  peut  avoir  de  racines  égales:  car,  i°  elle  ne 
saurait  admettre  une  seule  espèce  de  racines  égales;  si  elle  en 
avait  de  deux  espèces  différentes,  il  faudrait  nécessairement  que  la 
proposée  admit  une  racine  commensurable. 

Donc  enfin  il  est  inutile  d’appliquer  la  méthode  ordinaire  des 
racines  égales  aux  équations  des  3e,  4”  et  5r  degrés. 

548.  Troisième  remarque.  — Ce  qui  précède  suffît  pour  faire 
sentir  combien  l’application  de  la  méthode  du  n°  541  est  labo- 
rieuse, puisqu’elle  suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égales , 
la  formation  de  l’équation  aux  carrés  des  différences.  Or,  dès  que 
la  proposée  est  d’un  degré  supérieur  au  quatrième,  les  calculs 
relatifs  à la  détermination  de  cette  dernière  équation  sont  impra- 
ticables par  leur  longueur.  11  est  donc  à propos  de  faire  connaître 
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quelques  circonstances  dans  lesquelles  on  peut  éviter  tous  ces 
calculs. 

i".  Si,  en  substituant  les  nombres  o,  i,  2,  . . , t)  -, 

— 3, ...  , compris  entre  + L et  - L',  on  obtient  autant  de 
changements  de  signe  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  la  pro- 
posée, on  est  certain  que  toutes  les  racines  de  / équation  sont 
reelles , et  que  chacune  d elles  a une  partie  entière  différente. 

2°.  Il  peut  se  faire  que  , sans  connaître  les  racines  d’une  équa- 
tion, l’on  sache  à priori  combien  elle  doit  avoir  de  racines 
reelles  (la  Trigonométrie  en  offre  des  exemples)  (*).  Cela  posé,  il 
se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  0,1,2,.  . , 1 , — 2 

donne  lieu  à autant  de  changements  de  signe  que  l'équation  a de 

racines  réelles;  dans  ce  cas,  toutes  les  racines  réelles  sont  encore 
mises  en  évidence,  et  chacune  d’elles  a une  partie  entière  différente. 

Ou  bien  , le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que 
celui  des  racines  réelles.  Comme , dans  ce  cas , on  est  assuré  d’avoir 
laissé  échapper  quelques  racines  dont  les  différences  sont  moindres 
que  I unité , il  faut  tâcher  de  rendre  ces  différences  plus  grandes. 

Pour  cela  , on  lait  dans  la  proposée  , .r  — .<  étant  une  indéter- 
minée, ce  qui  donne  la  transformée  V — o,  dont  les  racines  sont 
h fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  ( il  en  est,  par  consé- 
quent , de  même  des  dilférences ).  On  donne  ensuite  à / diverses 
valeurs.  Soit,  en  premier  lieu,  / 3;  substituant  dans  Y — o 

la  sérié  naturelle  des  nombres  , on  voit  si  le  nombre  des  change- 
. ments  dc  si6ne  ‘levient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  l’on 
sait  devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l’hypothèse  h — 3 ne 
réussit  pas,  on  fait  /=4,  5,  ..,  jusqu’à  ce  qu’enfin  on 
obtienne  pour  la  transformée  correspondante  le  nombre  de  chan- 
gements de  signe  exigé. 

^ • R'  H k,ut  l*'en  observer  ici  qu’on  suppose  l'équation 
dépourvue  de  racines  égalés. 

(*)  Votez  mon  traité  ,te  Géométrie  analytique,  pour  la  détermination, 
par  des  intersections  de  courbe»,  du  nombre  des  racines  réelles  qu’uno 
équation  peut  renfermer. 

d/g.  H , IOr  éd.  je 
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Son  application  à la  recherche  des  racines  incommensurables . 

C’est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  un  fort  beau  théorème  à 
l’aide  duquel  toutes  les  racines  incommensurables  d’une  équation 
peuvent  être  mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qu’avec  le 
secours  de  l’équation  aux  différences. 

Nous  venons  de  voir  (n"  548 , 2")  que,  si  l’on  connaissait  à 
priori  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  , l’on  parvien- 
drait aisément  à leur  détermination  , puisqu’il  suffirait  alors  de 
subdiviser  convenablement  l’intervalle  des  substitutions  succes- 
sives. Or  le  théorème  de  M.  Sturm  atteint  complètement  ce  but, 
ainsi  qu’on  va  le  voir. 

546.  Soit  X=  o une  équation  a coefficients  réels , que  nous 
supposerons  n’avoir  pas  de  racines  égales.  Appelons  X,  son  pre- 
mier polynôme  dérive,  et  appliquons  à X , X,  le  procédé  du 
p.  g.  c.  diviseur  relatif  (n”s  246,  289),  avec  cette  condition 
toutefois,  de  changer  le  signe  du  reste  de  chaque  opération  , et  de 
prendre  ce  reste  ainsi  modifie  pour  diviseur  de  l'opération  sui- 
vante. (Ce  changement  de  signe  est  une  condition  essentielle  dans 
l’énoncé  et  la  démonstration  du  théorème.) 

Désignons  d’ailleurs  par  X, , X, , X, , . . , X„  les  restes  succes- 
sifs, pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrons  exprimer  la  série  complète  des  opérations  par  le 
tableau  suivant  : 

X = X,  17,  — XJ, 

X,  = X,  «y,  — X:, , 

X,  = X(f/,  — X,, 


Xr...7  Xr_,  qr—\  Xrj 

Xr  est  nécessairement  indépendant  de  x et  différent  de  zéro , 
puisque,  par  hypothèse,  l’éq  lation  n’a  pas  de  racines  égales. 
Considérons  maintenant  les  fonctions  X,  X,.  X,,.  . .,  Xr;  et 
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supposons  que  l'on  y substitue  pour  x deux  nombres  / > et  q,  de 
signes  quelconques  (p  (-tant  q\.  D'abord,  la  substitution  de  p 
donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généralement  positif 
ou  négatif 'niais  qui  pourra  quelquefois  être  nul)-,  et  en  ne  tenant 
compte  que  des  signes  de  ces  résultats,  on  obtiendra  une  suite  de 
signes  qui,  écrits  sur  une  nu'-nic  ligne,  présenteront  une  certaine 
succession  de  variations  et  de  permanences.  , 

Pareillement , la  substitution  de  7 à la  place  de  donnera  une 
seconde  suifê  de  signes  présentant  de  meme  une  certaine  succes- 
sion de  variations  et  de  permanences. 

Or  le  théorème  en  question  consiste  en  çe  que  : 

La  différence  entre  te  nombre  tirs  variations  qu'offre  tu  pre- 
mière  suite  rtc  signes,  et  le  nombre  îles  variations  île  Ut  sceo/ule , 
exprime  exactement  le  nombre  îles  nui  nés  réelles  île  ta  proposée , 
qui  sr  trouvent  comprises  entre  p et  q. 

I 

5/i7.  De  là  resuite  la  règle  suivante  pour  obtenir  le  nourri, 
totai  des  racines  réelles  d'une  équation. 

Après  avoir  déterminé  1 11“  510  ) les  limites  — L ' et  -4-  L des 
racines  négatives  et  positives  : 1 0 On  applique  aux  rieu  r pol  > nomes, 
X,  X,,  le  procédé  du  p.  g.  r.  diviseur  avec  ht  modification  indiquée 
dans  le  numéro  précédent . I !ela  donne  une  série  de  fonctions  \ , 
X,,  X., . . .,  Xr,  qui  sont  généralement  au  nombre  de  ni  1 1, 
m étant  le  degre  de  l’équation. 

a".  On  écrit  sur  une  première  ligne  les  signes  des  résultats  de 
la  substitution  de  — 1 dans  chacune  des  Jonctions,  et,  sur  une 
seconde  ligne,  les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  -+-  I 
(Le  signe  de  Xr  doit  rester  le  même,  puisque  X,  est  indépen- 
dant de  x.) 

3".  On  compte  le  nombre  de  variations  qu'offre  la  première 
ligne,  et  le  nombre  de  variations  de  la  seconde.  La  différence 
entre  ces  deux  nombres  est  l’expression  du  nombre,  totai  des 
racines  réelles  de  la  proposée. 

Cette  règle  est  d’un  usage  facile  dès  que  l’on  connaît  les  fonc- 
tions X , X, , X, , ; et  si  les  opérations  nécessaires  ;à  leur  déter 
■ni nation  sont  un  peu  laborieuses,  011  n’en  doit  rien  conclure 
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contre  la  simplicité  de  la  règle;  car  il  y a (sauf  les  changements 
de  signes  indiqués)  identité  entre  ces  opérations  et  celles  que  com- 
porte la  méthode  des  racines  égales,  méthode  à laquelle  il  faut 
soumettre  préalablement  toute  équation  dont  on  recherche  les 
racines  incommensurables. 

">•48.  La  démonstration  du  théorème  ci-dessus  repose  sur  plu- 
sieurs principes  que  nous  allons  d’abord  établir. 

Premièrement.  — Considérons  la  fonction  X en  particulier,  et 
soit  a une  racine  réelle  de  X = o.  Si  l’on  met  a -+.  « à ia  place 
de  .r,  dans  X,  on  obtient  (n"  5‘28)  un  résultat  de  la  forme 

, A"  A'" 

A H-  A ii  H n H -5  n + . . -h  it" 

■}.  2 . A 


[A  étant  le  résultat  de  la  substitution  de  « pour  .r  dans  X,  et 
A',  A",  A’",. . . , les  polynômes  dérivés  de  A d’après  la  loi  connue). 

Comme,  par  hypothèse,  « est  racine  de  X = o,  on  a A = o; 
et  l’expression  précédente  se  réduit  à 


A"  A"  \ 

-+-  — « 4 5 »'  4-  . . . 4-  nm-‘  ■ 

? ?..  3 / 


Or  je  dis  qu’on  peut  toujours  trouver  pour  ii  un  nombre  assez 
petit  pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même  signe 
que  son  premier  terme  A'  (qui  d’ailleurs  est  different  de  zéro  tant 
que  X = o n’a  pas  de  racines  égales). 

Il  suffit  en  effet,  pour  cela,  d’obtenir  pour  u une  valeur  qui 


numériquement  moindre  que  A'. 


. r.  * m 

i A A 

rende  — u 4-  — = « 4- 
?.  2.3 

Or  nous  avons  vu  (n°505  ) comment  on  remplit  cette  dernière 
condition  ;. ainsi , il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à la  précé- 
dente. 

Il  est  en  outre  évident  que,  dés  qu’on  a obtenu  pour  l’indé- 
terminée u une  valeur  remplissant  cette  condition , toute  valeur 
plus  petite  y satisfait  à plus  forte  raison. 


,Vi!t  Secondement.  — Si  l’on  conçoit  que,  dans  les  fonctions 
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X,  Xi,  X..,  ...  on  remplace  x par  un  nombre  quelconque  a , il 
ne  peut  jamais  arriver  que  deux  fondions  consecutives  s’éva- 
nouissent à la  fois. 

En  effet,  considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  rang 
quelconque,  X„_,,  X„,  X,14,. 

On  a (n°  346;  l’égalité  X„_,  — X„^,. 

Or,  si  l’on  pouvait  avoir  à la  fois  X„_,  = o.  X„  = o,  on  en 
déduirait  X„+.,—o-, 

mais  comme  on  a aussi  X„  — XB+,<y„+i  — X„+J, 

il  en  résulterait  encore  X„,.,  = o;  et  ainsi  de  suite.  On  parvieu 
drait  alors  finalement  à l’égalité  Xr  = o;  ce  qui  est  absurde, 
puisque  la  proposée  n’ayant  pas  de  racines  égales,  Xr  ne  saurait 
être  mil. 

Troisikneurxt.  — La  même  relation  = X„  </„  — X„ , , 
nous  apprend  que,  si  une  fonction  X„  devient  mille  par  la  sub- 
stitution de  x — a,  les  deux  fonctions  X„_, , X„+1,  entre  les- 
quelles elle  est  placée,  sont  nécessairement  de  signes  contraires 
pour  la  même  valeur  x — a. 

3i>0.  Ces  principes  admis,  désignons  par  h une  quantité  posi- 
tive ou  négative,  mais  moindre  (c’est-à-dire  plus  rapprochée  de 
X infini  négatif  ) que  toutes  les  racines  réelles  des  équations  X — - o , 
X,  = o,  X,  = o,.  .,  Xr_,  = o;  et  concevons  qu’en  faisant 
croître  x d’une  manière  continue  (n"  303)  à partir  de  l , on  sub- 
stitue toutes  ces  valeurs  successives  dans  les  fonctions  X , Xt, 
X„.  . , X,. 

Il  est  d’abord  facile  de  voir  que  les  variations  et  les  perma- 
nences fournies  par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  X,  (que 
nous  savons  déjà  être  constant  , se  reproduiront  toutes  et  dans  le 
même  ordre,  tant  que  x n’aura  pas  atteint  une  des  valeurs  qui 
rendent  nulle  quelqu’une  de  ces  fonctions  ; car,  pour  que  le  nombre 
ou  l’ordre  de  ces  variations  et  permanences  vienne  à se  modifier, 
il  faudra  évidemment  que  l’une  des  fonctions,  X„  par  exemple, 
change  de  signe,  et,  par  conséquent  ( n"  503) , que  X„  soit  d'abord 
devenu  mil. 
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Supposons  actuellement  qu’une  valeur  •»:  = « rende  nulle  une 
«tu  plusieurs  des  fonctions  a étant  d’ailleurs  le  plus  petit  des 
nombres  qui  jouissent  de  celte  propriété);  cl  vovons  ce  qui  doit 
arriver. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  : ou  x = a anéantira 
une  (ou  plusieurs  des  fonctions  intermédiaires  X, , Xs,  X3, . . . , 
X,_,,suns  faire  évanouir  X;oti  bien  x — a anéantira  X,  pou- 
vant d’ailleurs  rendre  aussi  nulle  une  ou  plusieurs  des  fonctions 
intermédiaires.  Or,  je  dis  que,  dons  le  premier  cas,  aucune  varia- 
tion ne  disparaîtra  dans  le  passage  de  .r  par  les  trois  états  conse- 
cutifs a — il,  a , a -+-  u u étant  l’intervalle  des  substitutions  suc- 
cessives;; que,  dans  te  second,  une  variation  disparaîtra,  et  qu’il 
n’eu  disparaîtra  qu’une  seule  si  u est  suffisamment  petit. 

Considérons  le  premier  cas,  celui  où  la  fonction  X„,  par 
exemple,  devient  nulle  pour  x — a,  sans  que  X le  soit  en  même 
temps. 

Comme  , pour  la  même  valeur  x a , X„  . et  X„+,  ne  peuvent 
devenir  milles,  et  qu  elles  sont  de  signes  contraires  ( n*1  549),  il 
s’ensuit  que  les  trois  fonctions  consécutives 

x_,,  x„,  X„_n , 

formeront,  quant  aux  signes,  l'une  des  deux  combinaisons 
-4-,  o,  — , ou  —,  o, 

et  soit  qu’on  prenne  o avec  le  signe  +-  ou  avec  le  signe  — , on 
voit  qu’il  en  résulte  une  variation  et  une  permanence. 

D’un  autre  côté,  chacune  des  fonctions  X„_,,  X„^i  a dû 
conserver  le  même  signe  pour  les  valeurs  de  x comprises  depuis 
r / jusqu’à  x -a-,  et  les  signes  ne  doivent  pas  changer  dans 
le  passage  de  x — a h x—  a «,  puisqu’on  peut  toujours  sup- 
poser « assez  petit  pour  qu’aucune  racine  de  X„ = o,  X„^,  = o, 
ne  soit  comprise  entre  a et  a -t-  u. 

On  peut  donc  affirmer  que  les  trois  fonctions  ci-dessus,  qui, 
pour  a;  — a,  présentent  une  variation  et  une  permanence,  donnent 
egalement  une  variation  et  une  permanence  pour  toutes  les  valeurs 
comprises  depuis  x = a jusqu'à  < — a u.  Ainsi,  l’hypothèse 
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x zr-  n , introduite  dans  ia  série'  des  fonctions  X,  X,,  X, ,.  ..  , 
n’a  fait  perdre  ni  gagner  aucune  variation. 

331.  Passons  au  cas  où  X devient  nul  quand  on  y met  a 
pour  x. 

Soit  fait  x — a -+-  u dans  X et  X,  ; puis  désignons  par  U,  U, 
ce  que  deviennent  respectivement  X,  X, , par  cette  substitution. 
Appelons  i n"  348)  A , A',  A",.  . . les  résultats  de  la  substitution 
de  n pour  x dans  X et  ses  polynômes  dérivés,  puis,  par  analogie, 
A,,  A',,  A',...  ce  que  deviennent  X,  et  ses  polynômes  dérivés, 
par  la  même  substitution;  nous  aurons  les  deux  égalités 

A" 

U = A -H  A'  « H u*  -+- . . . , 

•x 

, A” 

Il , — A , -f  A , « H u*  -h  ...  . 

2 

Connue,  par  hypothèse,  a est  racine  de  X = o,  on  a néces- 
sairement A — o.  De  plus,  les  deux  quantités  A'  et  A,,  expri- 
mant l’une  et  l’autre  le  résultat  de  la  substitution  de  a pour  x 
dans  Xi,  n’en  forment  qu’une  seule  qui  est  différente  deo,  puisque 
X = o n’a  pas  de  racines  égales.  Ainsi,  les  deux  égalités  précédentes 
se  changent  en  celles-ci  : 

A" 

U = A'  « -I >0  -+- . . . , 

a 

1 1 , — A ' -4-  A .u  — — - u * -f- . . . , 

2 

dont  les  seconds  membres  sont  nécessairement  de  même  signe  que 
leurs  premiers  termes  A '«  et  A',  lorsqu’on  prend  ( n°  348}  pour 
l’indéterminée  u une  valeur  suffisamment  petite.  On  voit  donc- 
que  U et  U,  sont  de  même  signe  quand  u est  positif,  et  de  signes 
contraires  quand  u est  négatif. 

D’où  il  résulte  que  les  signes  des  deux  fonctions  X,  X,,  qui 
présentaient  d’abord  une  variation  pour  x = u — «, 

forment  ensuite  une  permanence  pour/  x = «-)-«. 
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Ainsi , dans  le  passage  de  x =r  a — u à x = « + « , une  varia- 
tion s’est  changée  en  une  permanence 

La  même  conséquence  aurait  lieu  lors  même  que  .r  — a,  qui 
satisfait  àX  = o,  anéantirait  en  même  temps  une  ou  plusieurs 
autres  fonctions,  puisque,  connue  on  l’a  vu  précédemment,  quand 
une  de  ces  autres  fonctions  vient  à s’évanouir,  le  nombre  des 
variations  ne  change  pas  pour  cela. 

Maintenant  si,  à partir  de.  r -z  a ~t~  « , on  continue  de  faire 
croître  x pardegrés  insensibles,  le  nombre  actuel  des  variations  de 
la  suite  des  signes  demeurera  le  même  jusqu’à  ce  que  x vienne  à 
dépasser  une  nouvelle  racine  de  X ~ o;  auquel  cas  une  seconde 
variation  disparaîtra,  et  se  trouvera  remplacée  par  une  perma- 
nence. Et  ainsi  de  suite. 

Donc,  enfin,  le  nombre  des  variations  perdues  lorsque  x croît 
depuis  une  valeur  quelconque  k jusqu’à  une  autre  valeur  k 
est  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  X — o,  comprises  entre 
k et  / 

Ce  qui  démontre  évidemment  le  théorème  énoncé  n°  54(>. 

Ôü2.  Avant  de  passer  aux  applications,  nous  ferons  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

i°.  Dans  la  recherche  des  fonctions  X,  X,,  . , on  peut 
introduire  on  supprimer  des  facteurs  numériques  (n°  259  , pourvu 
que  ces  facteurs  soient  positifs  ; mais  il  faut  bien  prendre  garde, 
quant  aux  signes,  à ne  faire  que  les  changements  indiqués  au 
n°  546 , puisque  c’est  de  la  considération  des  signes  dont  les 
fonctions  X,  X",  X.,.  . . sont  affectées,  que  dépend  principa- 
lement la  démonstration  du  théorème  de  M.  Sturm. 

Quand  on  veut  simplement  connaître  le  nombre  total  des 
racines  réelles  de  l’équation  proposée , il  n’est  pas  nécessaire 
d’opérer  la  substitution  des  limites  — fj  et  -t- 1,  dans  les  fonctions 
X,  X,,.  . : il  suffit  de  substituer  — 50  et  -t- ao  dans  le  pre- 
mier terme  de  chacune  d’elles,  puisque  l’on  sait  (n"  ”>05)  que  le 
signe  de  la  fonction  est  alors  le  même  que  le  signe  de  ce  premier 
terme. 

La  substitution  de  — oc  et  de  t-  oc  dispense  de  déterminer 
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d’abord  les  deux  limites  — L'  et  4-  L , qu’il  faudrait  d’ailleurs 
calculer  de  manière  qu’elles  convinssent  à toutes  les  fonctions, 
si  l’on  ne  voulait  opérer  la  substitution  que  dans  leur  premier 
terme. 

Nous  ajouterons  même  qu’en  faisant  usage  de  la  méthode  de 
M.  Sturm  , on  n’a  besoin,  dans  aucun  cas  , de  connaître  à priori 
les  deux  limites  — M et  4- L.  En  effet,  après  avoir  reconnu 
d’abord  combien  il  y a de  racines  réelles  dans  la  proposée,  si  l’on 
veut  ensuite  déterminer  d’une  manière  plus  précise  ie  lieu  des 
racines,  il  n’y  a qu’à  substituer  successivement  les  nombres 
o,  i , 2 , 3, . . . , et  o , — i , — 2, . . ; et  dès  que,  par  la  substitu- 
tion de  o,  i , 2,  . , on  est  parvenu  à une  suite  de  signes  qui 
présente  m/tnnt  de  variations  qu’en  avait  donné  la  substitution 
de  zo  , on  peut  affirmer  qu’il  n’v  a plus  tle  racines  au  delà  du 
dernier  nombre  substitué.  Même  raisonnement  par  rapport  aux 
nombres  o,  — i,  — 2,  ... 

On  obtient  ainsi  les  deux  limites  supérieures  les  plus  resser- 
rées (en  nombres  entiers  );  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d’nne 
manière  bien  certaine  (n"  309 ) la  méthode  de  Newton,  mal 
appliquée.  • 

3°.  Si  l’on  cherche  ensuite  combien  il  y a de  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  particuliers^  et  7,  il  peut  se  faire 
que  p ou  7 rende  nulle  quelqu’une  des  fonctions.  Dans  ce  cas, 
quand  c’est  une  fonction  intermédiaire,  X„,  qui  s’évanouit,  on 
n’a  pas  besoin  de  tenir  compte  du  résultat  o dans  la  suite  des 
signes,  car  on  a vu(n°  .149)  que  X„_,,  X„+l  offrent  une  varia- 
tion pour  cette  même  valeur  de  x ; or  l.i  combinaison  du  double 

signe  zfc  dont  o est  censé  affecté,  avec  les  signes  4 , ou h, 

ne  donne  encore  qu’une  variation.  Ainsi , le  nombre  des  variations 
n’est  nullement  altéré  par  l’omission  du  résultat  o. 

Lorsque  c’est  X qui  s’évanouit  pour  x — p , par  exemple,  on 
conclut  d’abord  que/?  est  racine  «le  X =:  o ; puis  on  compte  les 
variations  (pii  existent  à partir  de  X,. 

4°.  Enfin  , si,  après  avoir  obtenu  les  fonctions  X , X, , X,,..., 
X, , on  vient  à reconnaître  que  l une  des  fonctions  intermédiaires, 
X„,  est  de  nature  à conserver  constamment  le  même  signe  pont 
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toutes  les  valeurs  comprises  entre  p et  q (p  étant  <y  ) , il  est  inu- 
lile  de  substituer  ces  nombres  dans  les  fonctions  suivantes;  car 
mitant  la  suite  des  fonctions  justju’à  X„  inclusivement  présentera 
île  variations  de  plus  pour  x = p que  pour  x = q , autant  il  y aura 
de  racines  réelles  comprises  entre  p et  q. 

Il  suffit,  pour  s’en  convaincre,  d’appliquer  aux  fonctions 
X,  Xi,  X,,...,  X„,  ce  qui  a été  dit  ( n°*  3iî0,  3i>i)  par  rap- 
port à toutes  les  fonctions.  La  suite  des  signes  jusqu’à  celui  de  X„ 
inclusivement,  perdant  une  variation  pour  chaque  racine  de  X=rO, 
et  le  nombre  des  variations  n’étant  nullement  altéré  par  l’éva- 
nouissement de  quelqu’une  des  fonctions  intermédiaires  X,, 
X,,...,  X„_,,  puisque  d’ailleurs  X„  conserve  toujours  le  même 
signe  par  hypothèse,  il  faut  nécessairement  qu’autant  il  y a de 
variations  perdues  dans  la  suite  des  signes  de  X,  X, , . . . , X„, 
lorsqu’on  passe  de  x — p à x — q,  autant  il  y ait  de  racines  de 
X =:  o comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  déduit  de  là  le  cas  particulier  suivant  : si , dans  le  cours  des 
divisions  nécessaires  à la  détermination  des  fonctions  X , X,,.  . ., 
Xr,  on  reconnaît  qu’une  certaine  fonction,  X„,  ne  peut  avoir  que 
des  racines  imaginaires,  comme  alors  elle  ne  saurait  changer  de 
signe  (n°  315),  quelque  valeur  qu’on  y substituât  poura:,  on  n’a 
pas  besoin  de  pousser  plus  loin  les  divisions;  c’est-à-dire  qu’il  est 
inutile  de  déterminer  X„+.,,  . .,  Xf. 

Cette  circonstance  est  très-importante  à retenir  : car,  eu  raison 
de  la  grandeur  des  coefficients  numériques,  on  ne  peut  se  dissi- 
muler que  les  calculs  relatifs  à la  détermination  des  fonctions  suc- 
cessives ne  soient  très-pénibles,  surtout  lorsqu’on  arrive  aux 
dernières. 

( Fuyez  le  troisième  et  le  quatrième  des  exemples  du  numéro 
suivant,  i 


3it 3.  Faisons  maintenant  quelques  applications,  en  ne  consi- 
dérant toutefois  que  des  équations  qui,  par  la  substitution  des 
nombres  entiers  consecutifs  compris  entre  les  limites,  donnent 
moins  de  changements  de  signe  qu’il  n’v  a d’unités  dans  la  pro- 
poséc. 
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i"  Exemple.  8 x1  — 6x  — i zx  o. 

Cette  «'quation  a déjà  été  traitée  nu  542.) 

On  a d’abord  X,  = 2^x'  — 0,  on  plutôt  X(  = 4-c’ — i 
(d’après  la  première  remarque  du  n°  582). 

Divisant  X par  X,,  on  obtient  pour  reste, 

— 4*  — i ; d’où X,  = -+-  4 x H-  t • 

La  division  de  X,  par  X„  après  les  prépa- 
rations convenables  (n"  289  ),  et  en  vertu  de 
la  première  remarque  du  n°  582 , donne 

pour  reste  — 3;  d’où X = + 3. 

Ainsi , l'on  a pour  les  fonctions  cherchées  , 

X = 8.r3  — 6x — i,  X,  = 4-r’ — i,  Xi  = 4■^^-,^  X j — -f-  3 . 

Cela  posé , la  substitution  de  — x et  de  + ao  dans  les  premiers 
termes  rie  res  fonctions  donne  les  deux  suites 

1 h 3 variations, 

-f~  -f-  H-  -f- ...  . o ; 

ce  qui  prouve  que  l’equation  a ses  trois  racines  réelles,  puisqu’il 
disparait  trois  variations  dans  le  passage  do  — x,  à -)-  ao  • 

Soit  fait  maintenant  dans  les  mêmes  fonctions,  r = — i , o,  -t- 1 ; 


un  trouve  : 

Pour  .t  — — i , --4 t-....  3 variations, 

x = O,  -f-  -+- t , 

r=+l,  -b  -h  -I-  -I- O. 


Comme  — t donne  trois  variations,  et  que  o n’en  donne 
qu  * une  seule,  il  s’ensuit  que  o et  — i comprennent  deux  racines. 

Pareillement , o donnant  une  variation  , et  -f-  i n’en  donnant 
aucune,  il  y a une  racine  comprise  entre  o et  i . 

Pour  séparer  les  deux  racines  négatives,  il  faut  (n"  548,  res- 
serrer l’intervalle  des  substitutions;  mais,  auparavant,  il  convient 
de  changer  x en  — x,  ce  «pii  ramène  l’équation  (î  à 

8.r‘  — ti x 4-  i = o ; (a) 
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et  les  racines  positives  île  cette  nouvelle  équation  , étant  prises 
avec  le  signe  — , donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée. 

Actuellement,  posons  (n°  348)  dans  l’équation  (a),  x = : il  en 


résulte  la  transformée 

y — 3r  -h  1=0.  (3) 

Or,  en  faisant  successivement. .. . y — o,  i,  a, 
on  trouve  pour  résultats -+-  i,  — i,  +3; 


donc  les  deux  racines  positives  de  l’équation  (3)  sont  comprises, 
l’une  entre  o et  i,  et  l’autre  entre  i et  a. 

Appliquant  à l’équation  (3)  l’une  des  deux  méthodes  d'ap- 
proximation, et  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  v , dans  la 

y y 

relation  x = — » ou  plutôt  x = (à  cause  du  changement  de 

x en  — x),  on  aura,  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  vou- 
dra , chacune  des  trois  racines  de  l'équation  proposée. 

N.  H.  — Pour  le  calcul  de  la  racine  positive  de  l’équation  ( i , , 
on  peut  opérer  directement  sur  cette  équation. 

2e  Exemple.  x'  — 2 x-'  — 7 x!  -f  i o x -t-  i o = o . (.1  ) 

Kn  appliquant  à cette  équation  la  règle  du  n"  840,  011  trouve 

* 

successivement  X = x'  — 2x3 — 7 x-  4-  1 o x 4-10, 

X,  = 2æ!  — 3 x‘  — 7 x 5, 

X,  = I 7 x’  2.3  X 45, 

X,  = i52x  — 3o5, 

x,  = 4-  524785. 

Si  l’on  substitue  — 00  et  -+-  «0  dans  les  premiers  ternies  de  ces 
fonctions,  on  obtient  les  deux  suites 

H 1 -4-  ...  4 variations , 

H —h  -j—  -f-  . . . o ; 

donc  les  quatre  racines  de  l’équation  sont  réelles. 
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Actuellement , soif  f;iit  su  cross  i veinent,  dans  les  fonctions, 
r = o,  i , 2,3, . . .,  et  x = o,  — i,—  2,, 

il  vient,  pour  x = o,  -t-H h 

4 h 


pins  , pour 


x — 
x — 
x ~- 
x — 


' i 

3, 

*>. 

X — — i, 

•r  — — 3, 


4-  4-  4-  4-  -|- 


4-  — 4-  — 


2 vnnot. , 

2, 

». 

O» 

2 variât.  , 

3, 

3, 

4-  • 


D’où  l’on  voit  que  l'équation  a deux  racines  positives,  comprises 
entre  2 et  3 , une  racine  négative  comprise  entre  o et  — i ; enfin, 
une  racine  négative  comprise  entre  — 2 et  — 3. 

Pour  séparer  les  deux  racines  positives,  on  pourrait  (n°34i5) 

faire  dans  l'équation , x — -,  ou  ^....  i 


mais  on  va  voir 


que 


la  méthode  d’approximation  de  Lagrange  suffit  pour  opérer  cette 
séparation. 

Soit,  en  effet,  pose  dans  l’équation  i),  x = 2 -t-  — ; il  vient, 
tout  calcul  fait  (nor>2ft>,  la  transformée 


2>' — ioj  1 4- 5_>7  4- 6/ 4-  1 = o,  (1) 

qui  a nécessairement  deiix  racines  plus  grandes  que  l’unité. 

Or,  en  faisant  successivement  y = 1 , 2 , 3 , 4 > 5 » 

on  trouve  pour  résultats. 4,  — t5, — 44- — 33, 4-1 56; 

d'où  l’on  voit  que  les  «leux  valeurs  de  y sont  comprises  , l 'une 
entre  1 et  2,  Vautre  entre  4 et  5. 

C’est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x seront  exprimées  par 
deux  fractions  continues  de  la.  forme 


x — 2 4- — et  x — 

1 

1 4 


I 


Digitized  by  Google 


\ppï  îcvrioxs 


558 

et  l'on  pourra  déterminer  chacune  de  ces  fractions  continues  sépa- 
rément. ( Voyei  les  n"*  350  et  354. } 

JY.  B.  — Dans  cet  exemple,  après  avoir  obtenu  les  fonction» 
X,  = l'jx1  — 23  x — 45,  Xj  = i52x  — 3o5,  il  n’était  pas 
nécessaire  d’effectuer  la  division  de  X,  par  X., , operation  assez 
longue  sous  le  rapport  des  calculs  numériques. 

En  effet,  ce  qu'il  importe  de  connaître  dans  l’application  de  la 
méthode  de  RI.  Sturm  , ce  n’est  pas  la  valeur  numérique  du  dernier 
reste,  mais  bien  le  signe  de  ce  reste,  afin  d’en  déduire  ensuite 
celui  de  la  quantité  X,,  laquelle  est  constante,  ainsi  qu’on  l’a  vu. 

Or  on  sait  ( nu  257  ) que  quand  on  divise  une  fonction  entière 
de  x par  un  facteur  de  la  forme  x — n , le  reste  n’est  autre  chose 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  a au  lieu  de  x dans  la  fonction. 
Ainsi , le  signe  du  reste  de  la  division  de  X,  par  X.,  doit  être  le 
même  que  celui  qui  résulterait  delà  substitution,  dans  l’équation 
X,  =■  o (ou  17  jc2  — 2.3  x — 45  ~ o),  de  la  racine  donnée  par 
l’équation  Xj  = o ou  1 52  x — 3o5  = o). 

Mais  l’équation  X,  = o,  dont  les  racines  sont  de  signes 
contraires,  donne  pour  la  positive , 2,4  à 0,1  près,  tandis  que 

la  racine  de  X,  = o est  x 2 4 — On  voit  donc  nue  cette 

1 52  1 

racine  est  comprise  entre  les  deux  racines  de  l’équation  X,  = o , 
et  que,  par  conséquent , si  on  la  substituait  dans  le  polynôme  X,, 
on  obtiendrait  ( n°  Ht  , i°)  un  résultat  de  signe  contraire  au  pre- 
mier terme  de  X2,  c’est-à-dire  un  résultat  négatif. 

Donc,  puisque  le  reste  de  la  division  de  X,  par  X,  est  négatif, 
il  s’ensuit  que  la  fonction  X,  est  positive. 

(Cette  remarque  fait  suite  à la  quatrième  du  n°  332. 

3”  Exemple.  1 x'  — i3x''  -+-  îo.r  — 10  = 0.  (1) 

la’s  fonctions  X,  X„  X,,.  . . étant  calculées  d’après  la  règle 
du  n1'  347  , on  trouve  d’abord  , pour  les  trois  premières. 


X = 

7.  x''  — 

1 3x’ 

-+-  IOX  — 

- 19 

X,  = 

— 

1 3 x 

4-  5. 

X,  — 

1 3 a:'  — 

J 5 JT 

4-  38. 
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Or  je  dis  qu’il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  et  de  ralculer  X, 
et  X,.  En  effet,  il  est  aise  de  voir  que  les  racines  de  l'équation 
X,  = o sont  imaginaires,  puisque  l'on  a ( 1 5)*  — 4,i3i38<[o 
(n°  Hl  , 3°);  d’où  il  résulte  que  X,  ne  peut  changer  de  signe, 
quelque  valeur  qu’on  donne  à x.  Ainsi,  la  quatrième  remarque  du 
n"  382  est  applicable  à cet  exemple  ; et  il  suffira  de  considérer  les 
trois  fonctions  X,  X,,  X.. 

Or,  en  substituant  successivement  — as  et  x dans  leur 
premier  terme,  on  obtient  les  deux  suites 

-t- 2 variations , 

-t-  -t — |-  ...  o ; 

ce  qui  démontré  que  l’equatiori  a deux  racines  reelles  et  deux 
racines  imaginaires.  I^es  racines  réelles  sont  d'ailleurs,  l'une  posi- 
tive, et  l'autre  négative  f n°  312  , puisque  le  dernier  terme  de 


l’équation  est  négatif. 

4"  Exemple 

. . . xs 

— 36 x.'-  -f-  72X1 

— 37  X -f-  72  =:  O 

(Nous  nous 

bornerons  ici  à présenter  le 

tableau  du  ealctd.) 

X = 

x'J  — 

36  xJ  4-  7 2 x’1 

— 37x4-72, 

X,  =0 

5 x'  — 

ioSx*  -f- 144  x 

— 37> 

X,  = 

i8x'  - 

54  x;  4-  37  .r 

— f>°, 

x,= 

i 3 1 p x-  — 

244  3 x — 684, 

X,  = 

— •j«<So34l>q  T -4-  3?-4o8?.54 

» 

X,  = 

— 

Le  signe  de  X,  se  détermine,  comme  dans  le  second  exemple  , 
en  observant  que  la  racine  de  X,  = o est  évidemment  plus  grande 
que  la  racine  positive  de  X,  = o.) 

Or  x = — oc  donne  — -H \ — | • • 4 variai., 

.r  — -t-  x H — | — | — |-  ■ — — ...  i seule; 

donc  l'équation  proposée  n’a  que  trois  racines  réelles  Mais  si  , 
avant  d’appliquer  la  méthode  actuelle,  on  eut  d’abord  substitué 
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les  nombres  cniiers  consécutifs,  on  aurait  reconnu  facilement  que 
chacun  des  couples  de  nombres,  4et5,  5 et  6,  — 6 et  — 7, 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires.  Donc  les  trois  racines 
réelles  ont  respectivement  pour  partie  entière,  4»  5,  et  — 6;  les 
deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  donner  une  idée 
de  toute  l’importance  du  théorème  de  M.  Sturm,  et  du  parti 
qu’on  peut  en  tirer  dans  la  résolution  des  équations  numériques. 

334.  .Nous  ajouterons  cependant  encore,  que  quand  on  a re- 
connu , par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans  m 
les  fonctions  X , X,,  X,, . . . , combien  il  y a de  racines  réelles 
entre  deux  nombres  a et  a -+-  1,  la  combinaison  du  théorème 
avec  la  méthode  de  Lagrange  donne  le  moyen  de  séparer  ces 
racines  sans  qu'on  soit  obligé  de  recourir  à la  transformation 
du  n°  343,  laquelle  devient  très-laborieuse  quand  les  racines 
sont  très-peu  différentes  les  unes  des  autres.  Voici  en  quoi  consiste 
ce  moyen  : 

On  substitue  a -+-  - à la  place  de  x , non-seulement  dans  X , mais 

encore  dans  toutes  les  fonctions  de  X,,  X, , . puis  on  y fait 
successivement  y = 1,  î,  3,....  La  différf.ncf.  entre  les  deux 
nombres  de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces 
nombres,  b et  b 1,  est  égale  au  nombre,  des  valeurs  de  x com- 

. 1 1 

prises  entre  a -y  y et  a - • 

Si  cette  différence  est  égale  à 1 , on  en  conclut  que  la  transformée 

qui  résulte  île  la  substitution  de  a ■+»  à la  place  de  ./■  dans  X = o, 

n’a  qu'une  seule  racine  comprise  entre  b et  b 1 ; et  l’on  peut 
facilement  (n"  350)  obtenir  la  fraction  continue  correspondante. 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à ? , 3 , . . . , on  en  déduit 
que  la  transformée  en  y a deux , trois, . . . racines  comprises  entre 

b et  b -+-  1 . Alors  on  remplace  y par  b +-  - dans  les  fonctions  X , 

X, , X, , . . (qui  sont  déjà  exprimées  en  _>•);  puis  on  y fait  suc - 


Digitized  by  Google 


énoncé  d’un  autre  théorème.  56t 

eessivement  z — i , 2, 3,....  La  différence  entre  les  deux  nombres 
de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres , 
c et  c -+-  i,  est  égale  au  nombre  de  valeurs  de  x comprises  entre 

I i 

(l  —f—  — (*t  (l  — f— • 

I 1 . I 

l>  -f-  - b 4-  — — 

C I 

e+J 

On  voit  aisément  que,  par  ce  moyen,  toutes  les  valeurs  de  x , 
comprises  entre  a et  a -f-  i,  pourront  se  développer  en  autant  de 
fractions  continues  ayant,  à partir  de  a,  une  ou  plusieurs  frac- 
tions intégrantes  communes. 

5iî{}.  Enfin,  le  théorème  de  M.  Sturm  conduit  très-simplement 
aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  l’équation 
du  3'  degré  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles. 

Soit  l’équation  .r3  px  ■+■  q = o,  que,  pour  plus  de  sim- 
plicité, nous  supposerons  privée  du  terme  en  x1,  ce  qui  est  tou- 
jours permis  ( n"  260 ). 

On  obtient,  pour  les  fonctions  successives  X,  X,,  X,,  X;l, 
X = x'  -+-  p x -H  q , X,  = + 

Xj  = — 2 px  — 3y , x.  = — 4 />*  — 27  <r- 

Cela  posé , pour  que  l'équation  ait  ses  trois  racines  réelles , il 
faut  et  il  suffit  qu'en  substituant  successivement  — cc  et  -f-  ao 
dans  les  premiers  termes  de  ces  fonctions,  on  obtienne  3 varia- 
tions par  la  première  substitution , et  3 permanences  par  la 
seconde;  c’est-à-dire  que  l’on  doit  avoir  l’une  des  deux  combi- 
naisons : 

-I 1 et 

ou  bien  , — -f-  — -t-  et  -f—  -f-  H-  -f-  , 

dont  la  dernière  est  la  seule  admissible,  puisque  l’équation  est  de 
degré  impair. 

Or  il  est  évident  que  les  deux  premières  fonctions  X,  X, 
donnent  respectivement  — -h  et  H — 1~,  par  la  substitution  de 
Âlg.  B.,  10'  étl.  36 
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co  et  de  -4-  ao  , sans  qu’il  en  résulte  aucune  condition  pour 

P et  «/. 

Mais  pour  que  X,,  X3  donnent  également 1-  et  + -t- , on 

voit  qu’il  faut:  i“  que/>  soit  négatif;  2°  que  l'on  ait  — 4 Pz  — <f 
positif,  ou  4^  4-  27  négatif,  condition  qui  renferme  implici- 
tement la  première. 

Ainsi , la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des 
trois  racines  est 


4^+25?’ <°,  «« 

t 

Dans  le  cas  particulier  de  4 P3  ■+"  27  Y2  = ° > comme  on  a alors 
X9  = o,  il  faut  nécessairement  (n°  347)  que  la  proposée  ait 
deux  racines  égales  qu'on  obtiendra  en  annulant  X?,  ou  posant 

* 


j t q* 

Mais  la  relation  supposée  donne  p = — 3 W -7- ; d’où,  en  sub- 
stituant dans  la  valeur  de  x et  réduisant. 


Ainsi , ileux  des 
La  troisième  est 


v4 


3 / Y 

trois  racines  sont  égales  à 1/  -• 


nécessairement 


1 puistjne 


l’équation 


est  privée  de  second  terme. 

Lorsque  l’on  a 4 P*  -4-  27  q1  )>  o , «ne  .«e«/e  racine  est  réelle , et 
les  deux  autres  sont  imaginaires. 


586.  M.  Sturm  a étendu  son  théorème  au  cas  où  l’équation 
proposée  admet  des  racines  égales  ; mais  nous  n’entrerons  dans 
aucun  détail  à ce  sujet,  puisqu’on  peut  toujours  (n°  281)  faire  dé- 
pendre la  résolution  de  l’équation  de  celles  d’autres  équations  qui 
n’ont  que  des  racines  simples,  fl  en  a également  déduit  d'autres 
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conséquences  fort  curieuses , mais  qui  ne  sont  pas  indispensables 
pour  la  résolution  des  équations. 

Nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  details  sur  la  résolution 
des  équations  numériques,  aux  ouvrages  suivants  : Traité  de  ta 
résolution  tics  équations  numériques , par  Lagrange;  Supplément 
à la  théorie  des  nombres,  par  Legendre;  Nouvelle  méthode  pour 
résoudre  tes  équations  numériques , par  M.  Budan;  Analyse  des 
équations , ouvrage  posthume  de  Fourier. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  qui 
a quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Sturm , et  qui  parait  avoir  été 
découvert  à peu  près  dans  le  même  temps  par  MM.  Fourier  et 
Budan.  En  voici  l’cnoncé  : 

Soient  f(x)  un  polynôme  entier  du  degré  m , f'{x) , f" (,r) , 
. . ses  dérivés.  Appelons  p et  <7  deux  nombres  u-els  de 
signes  quelconques  (p  étant  <^7);  et  concevons  qu’on  ait  substi- 
tué alternativement  p et  q dans  la  série  de  ces  fonctions,  ce  qui 
donne  les  deux  suites  de  résultats: 

t°.  Pour  p,  /(p),  f(p),  f" (p),.  . . , 

2n.  Pour  q,  f(q),  /'{q),  /“(q), 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  tes  signes  de  la  première  suite  ne 
peuvent  jamais  présenter  moins  île  variations  que  ceu.c  de  la  seconde  ; 
et  si  p et  q comprennent  un  nombre  k de  racines  réelles , la  pre- 
mière suite  a au  moins  k variations  de  plus  que  la  seconde. 

Ce  théorème,  beaucoup  moins  explicite  que  celui  de  M.  Sturm  , 
qui,  dans  aucun  cas,  ne  laisse  d’incertitude  sur  l'existence  des  ra- 
cines réelles  entre  des  nombres  déterminés,  fournit  cependant  une 
méthode  assez  complète  de  résolution  (*). 


{*  ) Voyez  aussi,  pour  le  développement  de  ce  théorème  et  pour  les  consé- 
quences qu’on  en  déduit,  une  Note  placée  à la  lin  de  la  6e édition  de  mon 
Algèbre , cl  due  à M.  Vincent,  ainsi  que  les  Mémoires  de  la  Société  royale 
de  Lille  (année  t8J4)j  f’t  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liocvii.LE, 
tome  Ier,  pafiu  üji. 
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3*7.  Après  avoir  fait  connaître  les  différents  moyens  de  ré- 
soudre, du  moins  en  nombres  réels,  les  équations  numériques 
d'un  degré  quelconque  à une  seule  inconnue,  il  convient  de  s’oc- 
cuper de  la  résolution  des  équations  à plusieurs  inconnues.  Mais 
nous  traiterons  plus  particulièrement,  dans  ce  paragraphe,  le  cas 
de  deux  équations  à deux  inconnues  en  .r  et  y. 

Pour  abréger  le  discours,  nous  conviendrons  de  donner  le  nom 
de  couple  ou  de  solution  à tout  système  de  valeurs  de  x et  de  y 
qui,  substitué  à la  fois  dans  les  deux  équations,  y satisfait. 

En  outre,  désignant  par  A = o,  B = o,  les  équations  propo- 
sées, nous  supposerons  que  les  polynômes  A et  B soient  premiers 
entre  eux,  et  qu’il  en  soit  de  même  des  coefficients  de  chacun  de 
ces  polynômes  ordonnés  par  rapport  à l’inconnue  qu’on  veut  éli- 
miner. Nous  nous  reservons  d’examiner  plus  loin  (nos  563,  504) 
les  circonstances  particulières  où  ces  conditions  ne  sont  pas 
remplies. 

368.  Ceci  bien  entendu,  concevons  que  l’on  ait  appliqué  aux 
deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à y,  par  exemple,  le  pro- 
cédé du  p.  g.  c.  d.  avec  ses  différentes  modifications,  lesquelles 
consistent,  (Y  une  part , h introduire,  à chaque  division  partielle, 
tin  facteur,  soit  numérique , soit  fonction  de  y,  propre  à rendre 
possible  ia  division  du  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur;  d'autre  part,  ü supprimer  dans  les  différents 
restes  les  facteurs  purement  numériques,  mais  en  y laissant  toute- 
fois subsister  les  facteurs  fonctions  de  y que  chacun  de  ces  restes 
pourrait  contenir  (cette  dernière  condition  est  indispensable  pour 
l’explication  qui  va  suivre).  Nous  pourrons  alors  présenter  la  série 


«les  operations  de  la  manière  suivante  : 

a . A = Ü17  -+-  R , ( 1 ) 

b B = R q’  ■+■  R',  ' (2) 

c . R = R ’q"  + R",  (3) 

d ■ R'  = R'V/"  + R";  (4) 
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a étant  le  facteur  le  plus  simple  possible  que  l’on  a dû  intro- 
duire dans  A pour  que  le  quotient  q soit  entier,  et  que  le  reste  R 
soit  d’un  degré  moindre  en  .rque  celui  de  R ; b étant  un  facteur 
aualogue  introduit  dans  B,  et  ainsi  de  suite;  d étant  d’ailleurs  le 
dernier  facteur  introduit , et  R"  le  reste  que,  pour  fixer  les  idées , 
nous  supposerons  indépendant  de  x. 

Voyons  maintenant  les  conséquences  auxquelles  conduit  celle 
série  d’équations. 

D’abord,  il  résulte  de  l’idcntite  (i)  que  toute  solution  des 
équations  simultanées  A = o,  B =o,  doit  annuler  a . A et  B q 
(puisque  a et  q,  ne  renfermant  pas  de  dénominateur,  ne  sauraient 
devenir  infinis ),  et,  par  conséquent,  aussi  R;  d'où  l’on  doit 
nécessairement  conclure  que  toutes  les  solutions  communes  aux 
équations  A = O,  B = o,  conviennent  également  aux  équations 

B = o,  R = o. 

Passant  à l’identité  (2),  nous  voyons  que  toute  solution  com- 
mune à B — o , R = o doit  annuler  b . B,  R7'  et  R',  et,  par 

conséquent,  que  toutes  les  solutions  de  B = o,  R = o con- 

viennent egalement  aux  équations  R = o,  R'  = o. 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  verrait  que  toute  solution 
de  R = o,  R'  = o,  convient  à R'  = 0,  R"  = o,  et  enfin  à 
a”=o,  R"  = o. 

Donc,  enfin , toutes  les  solutions  des  équations  proposées  sont 
renfermées  dans  l’un  quelconque  des  systèmes  d’équations 

B = o . R = o R'  = o I R"  = o ; 

R = o I ’ R'  = o ’ R"  = o I ’ ITssoi’ 

et  dans  le  dernier  système  en  particulier. 

Ainsi , l’équation  R”'  = o,  qui,  par  hypothèse,  ne  renferme 
plus  que  l’inconnue  r,  comprend  toutes  les  valeurs  de  y,  conve- 
nables aux  deux  équations  X — o,  B = o. 

En  second  lieu,  reprenons  les  identités  (1),  (2),  3),  4)  dans 
un  ordre  inverse. 

Il  résulte  de  l’identité  (4)  que  toute  solution  des  équations 
R"  = o , R"’  = o,  doit  annuler  d . R'.  Or  ce  produit  peut  être  nul 
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de  deux  manières,  soit  parre  que  l’on  a d — o,  soit  parce  que 
l’on  aR'=o;ce  qui  prouve  que  les  solutions  de  R"  = o , R'"  = o 
sont  des  solutions  ou  de  ri  — o , R"  = o,  ou  bien  , du  système 
R' = o,  R"  = o. 

Passant  à l’identité  (3),  on  reconnaîtrait  que  les  solutions  de 
R ' =to,  R"  — o sont,  ou  des  solutions  de  r — o , R'  = o,  ou 
des  solutions  de  R = o,  R'  — o ; et  ainsi  de  suite,  en  remontant 
jusqu’à  l’identité  (i). 

Résumant  ce  qui  vient  d’être  dit  en  dernier  lieu  , on  arrive  à ce 
résultat,  que  les  solutions  des  deux  dernières  équations  R"  = o, 
R'"  = o,  se  composent  de  toutes  les  solutions  qui  vérifient  les 
différents  systèmes 


c 

— o 

b z=  o 

a 

— o 

0 

II 

< 

5 

R' 

— o 

J 

R = o 

B 

— o 

? 

o 

II 

Ainsi,  le  système  des  équations  R"  = o,  R'"  = o est  beaucoup 
plus  général  que  le  système  A = o , B = o , dans  ce  sens  que  les 
solutions  du  premier  comprennent,  outre  les  solutions  du  second  , 
toutes  celles  qui  peuvent  satisfaire  aux  différents  systèmes 

a — o è=oj  c=o;  <7  = o | 

B=ol’  R = o ! ’ R'  = or  R"  = or 

Concluons  de  là,  enfin,  que  l’équation  R'"  = o , à laquelle  on  est 
arrive  par  l’application  du  procédé  du  p.  g.  c.  d.,  contient  bien 
toutes  les  valeurs  de  y qui  satisfont  aux  équations  proposées  en 
même  temps  que  certaines  valeurs  de  x ; mais,  généralement  aussi , 
elle  doit  renfermer  des  valeurs  tout  à fait  étrangères  aux  pro- 
posées. 

Je  dis  généralement , car  il  peut  arriver,  et  il  arrive  même  assez 
souvent  qu’aucun  des  systèmes  intermédiaires  \a  — o,  B = o], 
[/;  — o,  R = o],  etc.,  n’admette  de  solution;  auquel  cas  R'"  = o 
est  la  véritable  équation  finale. 

Toute  la  difficulté  consisterait  donc  à trouver  un  moyen  de 
débarrasser  l’équation  R"’  = o de  tous  les  facteurs  étrangers 
qu’elle  peut  renfermer.  Or  il  existe,  pour  cela,  différentes  méthodes 
générales  plus  ou  moins  laborieuses,  dont  l’exposition  nousentrai- 
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nerait  trop  loin;  c’est  pourquoi  nous  nous  bornerons  à les  déve- 
lopper sur  des  exemples  particuliers  convenablement  choisis, 
qui  suffiront  pour  mettre  les  élèves  en  état  de  traiter  tout  autre 
exemple  ( * ). 


PREMIER  EXEMPLE. 

3ü9.  Soient  les  équations 

A ou  /-r3  — + 1 = 0,  [ ■ ) 

B ou  (/ — 1)  -4-  x — 2 = o.  (2) 

Conformément  au  procédé,  multiplions  le  premier  membre  de 
l’equation  (1)  par  a ou  (jr — 1)3,  et  divisons  le  produit  par  le 
premier  membre  de  l’équation  (2)  ; il  vient  (**  ) pour  quotient , 

1 — ( J*  —y)*  4 -y, 

et  pour  reste, 

H = ( — /’  -+-  5 / — 3)  x -4-/’  — 4/4-  1 • 

Afin  de  continuer  l’operation,  il  faut  multiplier  B par  b ou 
(/*  — 5 / -4-  3)’  et  diviser  ce  produit  par  R ; on  obtient  ainsi  pour 
quotient , q'  — ( /3  — 6/3  4-8/  — 3)  x -4-  /’  — 4/!  4-  2 , 
et  pour  reste,  R'  = /‘  — 10/*  -4-  37/^  — 64/’  -4-  52/  — 16; 
ce  qui  semblerait  donner,  pour  l’équation  finale, 

/’ — 10/*  ■+■  37/’  — 64/ 3 -4-  5/  — 16  = o. 

Mais  avant  de  rien  affirmer,  il  est  nécessaire  de  considérer  le 
système  [a  — o , B = o],  c’est-à-dire 

[(/  — I Y = O , ) — I ) x3  -4-  j:  — 2 = o]. 

Or  ce  système  est  évidemment  satisfait  par  / = 1 , x = 2;  et 
c k couple  est  tout  à fait  étranger  aux  équations  proposées. 


( * ) La  connaissance,  de  ces  méthodes  ayant  cessé  de  faire  partie  du  pro- 
gramme d’admission  à l'Ecole  Polytechnique,  nous  avons  cru  devoir  nous 
dispenser  d'en  développer  aucune;  et  nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  soit 
à la  9e  édition  de  notre  Algèbm , soit  aux  écrits  de  MM.  Labntic  et  Sa rrus , 
dont  les  méthodes  sont  exposées  dans  d'autres  ouvrnges. 

(**)  Les  jeunes  gens  sont  invités  à exécuter,  la  plume  ou  la  craie  à la 
main  , et  d'après  le  procédé  ordinaire  de  la  division,  tons  les  calculs  que, 
pour  abréger,  nous  ne  faisons  qu'indiquer  n i. 


Digitized  by  Google 


SECONDE  PARTIE 


568 

En  effet,  si  l’on  pose  dans  celle-ci,  y — i,  x = 2,  la  seconde 
se  réduit  bien  à o = o ; mais  il  vient,  pour  la  première,  8 — 6-t-  t, 
ou  -+-  3 = o. 

Ainsi,  l’équation  du  cinquième  degré  obtenue  tout  à l’heure 
contient  (7  — i)’  comme  facteur  étranger. 

En  divisant  son  premier  membre  par  ( y — 1 )!  ou  y-  — 2 y 4-  1 , 

on  trouve  pour  quotient  y J — 8 y'  H-  20  y — 16. 

Quant  au  système,  [b  = o , R = o],  ou 
[{y7  — 5y+  3)’  = °,  (— y7  + 5y  — 3)  x 4-7’  — 47-+-  1 =o]> 

il  est  incompatible  ; car  les  valeurs  de  y tirées  de  b = o anéan- 
tissent le  coefficient  de  x dans  R,  mais  réduisent  celui  de  .r°  à une 
quantité  numérique. 

Nous  pouvons  conclure  de  là  que  la  véritable  équation  finale 
est  y3  — 8 y*+  20  y — 16=  o. 

Cette  équation,  résolue  d’après  la  méthode  des  racines coinmen- 
surables,  donne  7 = 2,  y = 2,  7 = 4î 

et  si  l’on  porte  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x égalé  à zéro  , on  trouve 

x = 1,  x = 1 , x = — i. 

Chacun  des  trois  couples 

[x  = 1,  y = 2],  [x=  1,7  = 2],  [x=  — 1,  7 = 4], 
substitué  dans  les  proposées,  les  réduit  en  effet  à o = o. 

DEUXIÈME  EXEMPLE. 

x'—  (37—  3)xM-(375  — 67—  i)x—  y3+'iy'+y—  3 = o,  (1) 

i'  + (2/  -t-4)x-i-75  + 4r  + 3 = °-  (2) 

En  divisant  l’un  par  l’autre  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions , on  obtient  un  certain  quotient  (qu’il  est  inutile  d’écrire),  et 
un  reste  du  premier  degré  en  x 

R = (127*  -1-  *27)  x -)-  4 73  -t-  247’  -1-  207, 
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oii,  supprimant  le  facteur  numérique  l\ , 

R = (3  y1  + 3 y)  X -+-  ya  -+-  6 .y3  -t-  5 y. 

Pour  continuer  l’application  du  procédé,  il  faut  multiplier  le 
premier  membre  de  l'équation  (2)  par  (3_y3  -+-  3/)!,  puis  diviser 
le  produit  par  le  reste  obtenu  ; ce  qui  donne  un  quotient  que 
nous  omettons  ici,  et  un  reste  qui,  débarrassé  du  facteur  numé- 
rique 4 , se  réduit  à 

R'  = y'  + 3 y'  -t-  y'  — 3 y2  — 2y\ 
ou  R'  = y' (y1  ■+■  3y  ■+■  y'  — 3/  — 2). 

A la  seule  inspection  du  facteur  entre  parenthèses,  on  reconnaît 
qu’il  peut  être  annulé , soit  par  y = 1,  soit  par  = — 1 ; et  en 
effectuant  la  division  par  [y  — 1)  (y  -f-  1),  ou  (y*  — 1),  on 
obtient  pour  quotient,  y'1  -f-  3 y -1-  2 , lequel,  égalé  à zéro, 
donne  les  deux  racines  y — — 2 , y = — ’ 1 : en  sorte  que , 
finalement , le  reste  peut  être  mis  sous  la  forme 

y1  (y  — 0 (y  -+■  «)’  (y  -+- 2)- 

Or  je  dis  que,  si  l’on  pose 

y * (y  — >)  (y  + *)’  (y  •+■ 2)  = °> 

on  aura  la  véritable  équation  finale  sans  aucun  facteur  étranger. 

En  efîet,  les  seuls  facteurs  étrangers,  s’il  en  existe,  ne  peuvent 
être  que  y et  y -t-  1,  qui  ont  été  introduits  dans  le  cours  du 
calcul.  Mais  si  nous  remontons  au  reste  R , nous  voyons  que  les 
valeurs  y = o,  y — — 1 rendent  nul  chacun  de  ses  coefficients 
en  x et  en  x°  : ce  qui  prouve  que  y — o , y = — 1 satisfont  à 
R = 0,  R'=  o,  quel  que  soitx. 

En  substituant  successivement  ces  mêmes  valeurs  dans  l’équa- 
tion (2),  on  obtient  : 

1 Pour  y — o , x’  -|-4^-l-3  = o,  d’où  x = — 1 , x — — 3 ; 

2°.  Pour  y — — 1 , æ’+2j:  = o,  d’où  x — o , x — — 2. 

D’où  l’on  doit  conclure  que  les  quatre  couples  de  valeurs 
[v  = o,  x = — 1],  [r  = o,  .r  = — 3], 

f >-  = — 1 , x = oj,  [r  = — 1 , x = — 2J, 
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satisfont  aux  équations  B = o,R  = o,R'  — o,  et,  par  suite,  à 
l’équation  A = o,  d’après  la  relation  A = B?  + R. 

Donc  y = o,  y = — i sont  des  valeurs  convenables  de  y. 
Pour  obtenir  les  valeurs  de  x correspondantes  aux  deux  autres 
facteurs  y — i,y  2,  de  l’equation  (inale,  il  ne  s’agit  que  de 
faire  successivement  y — 1 , y — 2 dans  R = o;  ce  qui  donne  : 

Pour  y — 1,  6x  + 12  = 0,  d’où  x = — 2 

Pour  y — — 2,  6 x — 6 = 0,  d’où  x = — i. 


Ainsi,  les  deux  équations  proposées  admettent  les  six  solutions 


y = 0 

y = 

0 y “ — 1 

y = * 

fl 

1 

II 

• x — — I 

X = 

l 

OJ 

H 

H 

O 

X = — 2 

X = — 2 

X — — il 

L’equation  finale  en  x est  d’ailleurs 

X (x  -+-  l)s  (x  -+-  2)5  (x  — 3)  = O. 

SCO.  Remarque.  — L’exemple  précédent  est  susceptible  d’une 
grande  simplification  sous  le  rapport  du  calcul. 

Parvenu  au  reste  R,  on  reconnaît  immédiatement  qu’il  peut 
être  mis  sous  la  forme 

/(/-+-.)  (3  X+/  + 5). 

Supprimant  provisoirement  les  facteurs/ et  y -+-  1,  sauf  à en 
tenir  compte  plus  tard,  on  obtient  le  nouveau  reste 

3 x -f-  v -j-  5, 

par  lequel  il  faut  diviser  le  premier  membre  de  l equation  (a), 
après  avoir  toutefois  multiplié  celui-ci  par  9. 

Il  vient,  pour  dernier  reste , après  la  suppression  du  facteur/}, 

/’  -4 -y  — 2, 

qui,  égale  à zéro  et  résolu,  donne  les  deux  valeurs 

y = 1 , y = — 2. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’equation 
3.r+j+5  = o, 
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on  obtient , pour  / = — 1 > x = — 2 > 

et  pour  y — — 2 , x — — î . 

Quant  aux  facteurs  supprimés  , y et  y -f-  i , on  remonte,  comme 
il  a été  dit  ci-dessus,  à l’équation  (2),  dans  laquelle  on  fait  succes- 
sivement y — o et  y — — 1 . 

Pour  obtenir  ensuite  la  véritable  équation  finale,  il  faut  multi- 
plier y’-t-y — 2 parles  facteurs  y*  et  (y  -f-  1};  ce  qui  donne 

enfin  y-  [y  -f-  i)’  (y*  -t-y — 2)  = o. 

Celte  remarque  suffît  pour  faire  voir  comment  on  doit  se 
conduire  toutes  les  fois  que,  dans  le  cours  des  calculs,  on  parvient 
à des  restes  dont  les  coefficients  renferment  des  facteurs  en  y. 

Après  les  avoir  supprimés  d’abord  , on  les  rétablit  ensuite  dans 
le  reste  final , en  ayant  soin  d’y  faire  entrer  chaque  facteur  simple 
h une  puissance  marquée  par  le  nombre  tic  valeurs  (le  x qui  lui 
correspondent . 

Ces  dernières  valeurs  se  déduisent  d’ailleurs  du  reste  qui  pré- 
cède immédiatement  celui  où  l’on  a opéré  la  suppression. 

TROISIEM*.  F.XEMPI.E. 

y’x* — 3 yJx — y'- +-2  = 0,  (1) 

[y'  — 3 y -f-  2)x\  -H  (y  — 1)  * — 3 y -+-  1 = o.  (2) 

Comme  ces  équations  sont  du  même  degré  en  x , on  peut  prendre 
indifféremment  le  premier  membre  de  l’une  ou  de  l'autre  pour 
dividende. 

Prenons  d’abord  (1)  pour  dividende,  et  multiplions  par 
y 2 — 3 y -t-  2 ; puis  effectuons  la  division. 

Il  vient  pour  quotient  y ', 

et  pour  reste , ( — 3 ys  -+-  8y‘  — 5 y3)  x 4-  2 y'  -t-  2 y3  — 6 y 4-  4 ■ 

I.e  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  peut  être  mis  sous 
la  forme  —y3  (y  — 1)  (3 y 4-  5 ; 

et  comme  y — o,  y — i,  y — — v?  ne  peuvent  annuler 
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5^2 

a/*  4-  2 /*  — 6/  -4-  4 j il  s’ensuit  que  le  reste  du  premier  degré 
en  x ne  contient  pas  de  facteur  en  /. 

D’un  autre  côté,  puisque  le  coefficient  du  premier  terme  de  (2), 
ou  y7  — 3/  4-  2,  revient  à (y  — 1)  (y  — 2),  il  en  résulte  que, 
pour  continuer  l’opération,  il  suffit  de  multiplier  le  premier 
membre  de  (2}  par/6  (/  — 1)  (3/  -4-  5)1.  Cette  préparation  étant 
faite,  et  la  nouvelle  division  étant  effectuée,  on  obtient  un  cer- 
tain quotient  (que  nous  omettrons)  et  un  reste  indépendant  de  x, 
qui,  changé  de  signe,  est  égal  à 

27  y10  — i36/°  -+-  2i4/s  — J 12/''  -4-  65/*  — ioo/s 

-t-  3o/(  — 24 y3  4-  12 o/3  — M2/4-  32. 

Il  faut  maintenant  s’assurer  si  ce  reste  ne  renferme  pas  de  fac- 
teurs étrangers.  Or,  d’après  la  théorie,  ces  facteurs  ne  peuvent 
être  que  (/  — 1 ) et  (/  — 2),  qui  composent  le  premier  multipli- 
cateur introduit. 

Comme  l’hypothèse  / = 1 , introduite  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x obtenu  ci-dessus,  le  réduit  à 4- 4»  >1  s’ensuit  que  „ 

/ — 1 ne  saurait  se  trouver  dans  le  reste  final. 

Mais  si  l’on  pose  / = 2 dans  le  même  reste , et  qu’on  égale  à 
zéro  le  résultat,  on  trouve  — 8x  4-  4°  = °,  d’où  x = 5;  donc 
[/  = 2,  x — 5]  forme  une  solution  étrangère,  et  le  reste  final 
doit  renfermer  le  facteur  / — 2. 

En  le  supprimant,  on  obtient  pour  quotient 

27 y*  — 82/*  4-  5o/’  — 1 2/c  4-  4 1 /*  — 1 8/*  — 6/3  — 36/3  4-48/  — 1 6, 

lequel  n’est  plus  divisible  par  / — 1.  Ainsi,  ce  quotient  égalé  à 
zéro  donne  la  véritable  équation  finale. 

Traitons  le  môme  exemple  en  prenant  (2)  pour  dividende;  et 
pour  cela  multiplions  (2)  par  /’,  puis  effectuons  la  division.  Il 
vient  un  certain  quotient  (qu’il  est  inutile  d’écrire) , et  un  reste  du 
premier  degré  en  x , égal  à 

(3/s  — 8/‘  4-  5/1)  x — 2/1  — 2/5  4-  6/  — 4. 

Le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  revient  à 

■r(7-  0(3/ -5); 
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et  comme  aucun  des  facteurs  de  ce  produit  ne  se  trouve  dans  le 
second  terme,  il  s’ensuit  que,  pour  continuer  l’opération,  il  faut 
multiplier  (1)  par  y3  ( y — 1 )*  (3 y — 5)3. 

Après  cette  nouvelle  préparation,  on  effectue  la  division,  et 
* Von  obtient,  pour  reste  indépendant  de  x, 

vjy*  — 82y*  -+-  5o y'  — 1 2 y‘  -t-  4 1 y’  — 1 8 y*  — 6y5  — 36  y3  -+-  48/  — 1 6, 

polynôme  qui,  égalé  à zéro,  donne  la  véritable  équation  finale, 
puisque  le  premier  multiplicateur  introduit, y',  n’a  aucun  facteur 
commun  avec  ce  reste. 

Nous  n’insisterons  pas  sur  la  détermination  des  couples  de 
valeurs  qui  satisfont  aux  équations  proposées,  parce  que  la  re- 
cherche seule  des  racines  de  l’équation  finale  serait  déjà  très- 
laborieuse.  Mais  cet  exemple  est  remarquable  en  ce  que,  suivant 
la  manière  dont  on  commence  l’opération,  on  parvient  immédia- 
tement à la  véritable  équation  finale,  ou  à cette  équation  embar- 
rassée d’une  racine  étrangère. 

361.  Remarque  importante  sur  les  solutions  infinies.  — En 
réfléchissant  sur  la  méthode  exposée  n°  3iî8,  on  reconnaît  sans 
peine  que  les  raisonnements  qu’elle  comporte  ne  s'appliquent 
qu’aux  solutions  des  équations  en  quantités  finies,  réelles  ou  ima- 
ginaires. Quant  aux  solutions  infinies  auxquelles  donnent  lieu  cer- 
tains systèmes  d’équations,  il  est  toujours  facile  de  les  découvrir, 
soit  à la  fin  des  opérations , soit  dans  le  cours  du  calcul , soit  enfin 
en  remontant  aux  équations  elles-mcmes,  ainsi  qu’on  va  le  voir 
sur  les  nouveaux  exemples  que  nous  allons  traiter. 

QUATRIÈME  EXEMPLE. 

■C3  — y7  — 6 y — 9 = o,  (1) 

x3  + 2 y . x y 3 — 1=0.  (2) 

La  première  division  n’exige  aucune  préparation.  Elle  donne  1 
pour  quotient,  puis  pour  reste  , changé  désigné  et  divisé  par  2, 

y .x  -b  y3  + 3y  + 4. 
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Multipliant  le  premier  membre  de  (a)  par  y1,  puis  effectuant  la 
division,  ou  obtient  un  certain  quotient,  puis  un  reste  indépen- 
dant de  x qui , toute  simplification  faite,  se  réduit  à 

y7  -+-  3 y -+-  2,  ou  (y  -4-  i } (y  -+-  2).  « 

Comme  le  facteur  y introduit  dans  le  cours  du  calcul  n’entre 
pas  dans  le  reste  final , on  peut  affirmer  que  y = —i,yz=  — 7., 
sont  des  valeurs  convenables. 

F,n  les  reportant  dans  le  reste  du  premier  degré  en  x , on  a : 

1 °.  Pour  y — — 1 , — x -H  ?.  — o , <1  où  x — 2 j 

2°.  Pour  y — — 2,  -2t+2  = o,  d’où  x — 1 . 

Je  dis,  en  outre,  qu’il  existe,  pour  les  équations  proposées, 
deux  couples  de  valeurs  infinies. 

En  effet , dans  les  calculs  que  comporte  la  dernière  division  , 
le  reste  final  qui,  en  apparence,  devrait  être  du  quatrième  de- 
gré, se  réduit  au  second  par  l’effet  des  simplifications;  mais 
il  n’en  résulte  pas  moins  que  l’équation  peut  être  mise  sous  la 
forme 

o . yk  -t-  o . y1  -+-  8 y*  ■+■  y -+-  t6, 

et  admet  ainsi  (n°  245)  deux  valeurs  infinies. 

Portant  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier  degre,  qui  re- 
vient à 

x _ _ y1  4-  3 y + 4 _ _ _ 3 _ 4 5 
j y' 

on  trouve  également  x = co  , x = 30  . 

Nous  pouvons  faire  ressortir  l’existence  de  deux  couples  de 
valeurs  infinies  dans  les  équations  proposées,  en  observant  qu’elles 
reviennent  à 

x1  = (/  + 3)1,  ou  x 3 — (y  -1-  3)J  = o , 

(.X  y f = I , OU  (x  -P  y)'  — 1 = 0 ; 

c’est-à-dire  qu’elles  sont  décomposables  chacune  en  deux  facteurs 
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du  premier  degré,  et  donnent  lieu  aux  systèmes  suivants  : 

x -t- j-t-  3 = o | x — y — 3 = o |x-t-/4-3  = o|x  — y — 3 = 0 
x -\-y — i = o I x -t -y — i = o i x i = o I x+y-+-  i =o. 

Or  le  deuxième  et  le  quatrième  admettent  respectivement  les  cou  pies 
[x=  a,  / = — - i],  [x  = i , y — — 2]  ; 

mais  le  premier  et  le  troisième  rentrent  (n°74)  dans  la  classe  des 
équations  du  premier  degrc  à deux  inconnues  dont  les  solutions 
sont  infinies. 

CINQUIÈME  EXEMPLE. 

(j  — r)x-  + 4(j~  O*"  + (5  r — a)x  -+-  7. y -4-  ! =0,  (1) 

(y  — i)x’  -+-3(j  — i)x  -f-  3 y = o.  (a) 

Cet  exemple  donne  pour  reste  de  la  première  opération  , 

— (x  —')(•*  + «)• 

Supprimant  le  facteur  — ( y — 1),  et  divisant  le  premier  membre 
de  (2)  par  x -t-  1 , on  trouve  pour  reste  final , 

y ■+■  2. 

La  valeur^  = — 2 , substituée  dans  x 4-  1 = o , donne  x = — 1 . 

Quant  à la  valeur  y = r , tirée  du  facteur  y — 1 égalé  à zéro , 
en  la  substituant  dans  le  diviseur  de  la  première  opération  , c’est- 
à-dire  dans  l’équation  (2),  on  obtient 

o.x*  o . x -t-  3 = o ; 

cequi  donne  deux  valeurs  infinies  pourx. 

Et,  en  effet,  la  même  valeur  y — 1 , reportée  dans  l’équa- 
tion (1),  donne  o.i,+  o.i’-t-3x  + 3 = o,  qui  admet  égale- 
ment deux  valeurs  infinies. 

Ainsi,  les  équations  proposées  admettent  d’abord  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  finies,  y = — 2 , x = — 1 , puis  deux  systèmes 
de  valeurs,  finies  pour  y et  infinies  pour  x,  savoir:  [ y = 1 , 
* = «>]>  h — x = cc ]. 

En  général , on  obtient  les  systèmes  de  valeurs  finies  pour  l’une 


Digitized  by  Google 


SECONDE  PARTIE 


tics  inconnues,  et  infinies  pour  l’autre,  d’après  l’inspection  des 
équations  proposées,  en  les  ordonnant  alternativement  par  rap- 
port à chaque  inconnue.  On  voit  alors  si  quelques-uns  des  coef- 
ficients de  l’inconnue  par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  les 
polynômes  sont  ordonnés  peuvent  être  annulés  pour  la  mente 
valeur  de  l’autre  inconnue. 

C’est  ainsi  que  le  système  des  équations 

y2  x-  — x — 3 = 0,  yx 1 — 3 yx  -f-  4 = O , 
outre  les  solutions  ordinaires  en  nombres  finis,  admet  les  deux 
couples  [ypo,  x = co  ] , [,r  = o , y = co ] (*) 

562.  Jusqu’à  présent  nous  avons  supposé  qn’cn  appliquant  la 
méthode  d’élimination  avec  toutes  ses  modifications , on  soit 
conduit  à un  reste  final  fonction  de  y.  Mais  il  n’en  est  pas  toujours 
ainsi  ; et  la  dernière  division  que  comporte  le  procédé  donne 
quelquefois  lieu,  soit  à un  reste  numérique , soit  à un  reste  nul. 
Examinons  ces  deux  cas  successivement. 

Premier  cas.  — Reste  numérique  et  différent  de  o. 

SIXIÈME  EXEMPLE. 

y*'  — [y3  — 3.r  — «)  x -t- y — o,  (î) 

.r2  — y1  -t-  3 = o.  (2) 

La  première  division  donne  pour  quotient  yx,  et  pour  reste, 
x -h  y. 

Dans  la  seconde,  le  quotient  est  x ■ — y,  et  le  reste,  4-3. 

Ce  résultat  prouve  que  les  deux  équations  sont  incompatibles , 
c’est-à-dire  qu’elles  11’admetlent  aucune  solution  en  nombres 
finis. 

Et  en  effet,  comme  en  appliquant  aux  deux  polynômes  pro- 


(*)  (reat  surtout  dans  la  Géométrie  analytique  à deux  dimensions  que  la 
considération  de  ces  sortes  de  solutions  infinies  est  importante.  Elles  corros* 
pondent , soit  à dos  branches  de  courbes  qui  se  rencontrent  à l'infini , soit 
h des  courbes  qui  ont  des  asymptotes  communes. 
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poses  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  un 
reste  numériqur  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour/, 
il  s’ensuit  que  le  meme  procédé,  appliqué  aux  deux  polynômes 
en  x qui  résulteraient  de  la  substitution  pour/,  d’une  valeur  par- 
ticulière quelconque , donnerait  lieu  au  même  reste  numérique  ; 
d’où  l’on  voit  qu’aucune  valeur  de/  ne  saurait  introduire  de  com- 
mun diviseur  en  x , condition  qui  cependant  (n°  267)  est  insépa- 
rable de  toute  valeur  convenable  de/. 

Dans  l’exemple  précédent,  l’incompatibilité  des  deux  équations 
peut  aisément  être  mise  en  évidence  ; car  il  résulte  de  la  première 
opération  , que  l’équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(x1  — /’  4-  3)/x  x 4-/  = o, 

équation  qui,  en  égard  à l’équation  (2),  se  réduit  à 

x 4-/  = o; 

d’où  l’on  tire  (x  4-  /)  {x  — / , ou  x1  — /’  = o. 

Or  ce  dernier  résultat  est  évidemment  contradictoire  avec 
x’  — /’  + 3 = o, 

tant  que  x et  / sont  des  quantités  finies. 

N.  B.  — Il  est  important  d’observer  que  , dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  il  n’y  a incompatibilité  entre  les  équations  propo- 
sées , qu’autant  qu’il  n’y  a pas  eu  de  facteur  en  / supprimé  dans 
les  différents  restes.  Car  on  sait  qu’en  général , à ces  facteurs  sup- 
primés correspondent  des  couples  des  valeurs  finies  pour  x et 
pour/,  dont  il  faut  tenir  compte  à la  fin  de  l’opération. 

565.  Second  cas.  — Reste  nul. 

SEPTIÈME  EXEMPLE. 

x»  — (3/4-5jx!4-(3 /■■•-+-  10/4 -6)x—jr‘—  5/’  — 6 /=  o,  (1) 

x'-  — 5/x’  4-  (8/’  — 1)  x — 4 X'  ■+■  3 ' = °*  (2) 

En  appliquant  à ces  deux  équations  le  procédé  ordinaire,  on 
Alg.  B.,  10e  éd.  37 
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obtient  successivement  les  deux  restes 

(27  — 5)*’—  (5r’—  ioy  — ’])x+3jr3  — 5x,  — lX>  (3) 

_ 1oj*+35yi‘-5oy+2ÿx  — .ri  + iOx>  — $5jri-h5oy*—*4x, 

ou  (/‘ — ioj3  4- 35j’ — 5o/ 4- a4)  (x  — /)•  (4) 

Supprimant , dans  ce  dernier  reste , le  facteur  en  x qui  s’y 
trouve  en  évidence,  puis  divisant  (3)  para:  x > on  obtient  un 

quotient  exact  et  égal  à 

(24  — 5)  x — 3/’  4-  5x  4-  7 ; (5) 

ce  qui  prouve  que  (x  — 7)  est  diviseur  commun  aux  premiers 
membres  de  (1)  et  de  (2). 

En  effet,  la  division  étant  essayée,  on  reconnaît  que  ces  équa- 
tions peuvent  être  mises  sous  la  forme 

[x1  — (27  4-  5)  x 4-  X7  + Sx  4-  6]  (x  — x)  ■=  o , 

(x1  — 47x  + 4r’  — »)(*  — r)  = °> 

et  qu’ainsi  elles  sont  indéterminées.  Elles  rentrent  dans  le  cas  qui 
a été  examiné  (n°  268). 

Si  l’on  supprime  le  facteur  x —y  qui  les  rend  indéterminées, 
et  qu’on  pose 

x '■  — (27  4-  5)  x 4-  73  4-  57  4-6=0, 

x-  — 4 3x  + 4r’  — 1 = 0, 

on  peut  demander  les  solutions  (en  nombre  limité)  communes  à 
ces  nouvelles  équations,  lesquelles  solutions  appartiennent  égale- 
ment aux  équations  proposées.  Or  je  dis  que,  pour  obtenir  l’équa- 
tion finale  et  le  reste  du  premier  degré  en  x,  qui  correspondent 
aux  nouvelles  équations,  on  peut  faire  usage  des  calculs  précé- 
dents. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d’une  manière 
générale,  appelons  A et  B les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions proposées;  et  soient  A = A'.l),  B = B'.D,  D étant 
un  facteur  commun  en  x et  7,  ou  bien  en  x seulement. 
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En  appliquant  d'abord  aux  deux  polynômes  le  procède  ordi- 
naire, on  trouvera  une  première  série  de  quotients,  et  une  pre- 
mière série  de  restes , lesquels  restes  contiendront  également  le 
facteur  commun.  Mais  si  l’on  supprime  ce  facteur  dans  A et 
dans  B,  qu’on  veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultants 
A'  et  B',  on  retrouvera  nécessairement  les  mêmes  quotients,  et  des 
restes  qui  ne  différeront  de  ceux  de  la  première  série  d’opéra- 
tions qu’en  ce  qu'ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun. 
Donc  le  dernier  reste,  entre  autres,  de  la  seconde  série  d’opéra- 
tions, ne  différera  du  dernier  reste  de  la  première  série  que  par 
l’absence  du  facteur  commun. 

Ainsi  déjà , le  premier  membre  de  l’équation  finale  qui  corres- 
pond h K'  =r  o , B — o , n’est  autre  chose  que  le  dernier  reste  de 
la  première  série  d’operations,  débarrassé  du  facteur  commun  à 
A et  ri  B;  c’est  le  facteur  commun  en  y qui  existe  entre  les  coeffi- 
cients de  ce  reste. 

Dans  l’exemple  précédent,  ce  facteur  est 

y'  — toj'5  -f-  35^’  — 5oy  -f-  24. 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  x de  la  seconde  série 
d’opérations,  il  doit  être  égal  à l’avant-dernier  reste  de  la  pre- 
mière sérié,  divisé  par  le  facteur  commun  : c’est  donc  le  dernier 
quotient  (5)  de  la  première  sérié,  ou  bien 

(?.  r — 5)  x — 3 r'  -f-  5 y -+-  7 . 

L’équation  r'  — ior1  -4-  35 y*  — 5o  y -f-  24  = o, 

étant  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  rommenstirnhles , 
donne  pour  valeurs, 

y ■ = ' , »,  3.  4- 

Substituant  alternativement  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste 
du  premier  degré  en  x,  et  résolvant  ce  reste  égalé  à zéro,  on 
trouve,  pour  les  valeurs  de  x correspondantes, 

x = 3,  5,  5,  7. 

37. 
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.r1  — (3  v — l)x*  4-  ( y7  — 2 _)•}  x -(-  y -f-  y — O,  (i) 
x’  — (jr — i)  x! — (y — i)x4-i=o.  (2) 

On  obtient  d’abord,  polir  reste  du  second  degré, 

7yx'  — (.v’  — y — «)-r  — (3) 

et  pour  reste  du  premier  degré, 

(y*  — 5 j1  4- .2 y — i)x  -t -y'  — 5 y'  4-  2/  — 1 , 

on  (y>  — '5 y1 -h  7y—  1)  (*4-  1).  (4) 

Supprimant  le  facteur  en  y qui  se  trouve  dans  (4),  puis  divi- 
sant (3)  par  (x  4-  r),  on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

2 yx  — y7  — y 4-  1 ; (5) 


d’où  l'on  peut  conclure  que  x -t-  1 est  diviseur  commun  des  deux 
proposées. 

Os  équations,  débarrassées  du  facteur  (x  4-  1),  se  réduisent  à 
x’  — 3 y jc  -t-  / -t-  y = o , 
x’  — xy  -t-  1 o; 

et  la  question  est  ramenée  à trouver  les  solutions  communes  à ces 
nouvelles  équations. 

Or,  en  appliquant  la  règle  qui  a été  établie  plus  haut,  on  trouve 
pour  équation  finale 

y'  — 5^7  4 2 y — 1=0, 

[c’est  le  facteur  en  y qui  se  trouve  dans  (4)],  et  pour  l’équation 
du  premier  degré  en  x correspondante,  le  reste  (5)  égalé  à zéro, 
c’est-à-dire 

2 yx  — y 7 — y 4-  1=0. 

La  première  de  ces  deux  équations  n’admettant  pas  de  racines 
eommcnsnrables , il  faudrait  y appliquer  la  méthode  des  racines 
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incommensurables;  après  quoi  l’on  substituerait  chacune  des 
valeurs  de  y obtenues  dans  la  seconde  équation,  laquelle  donne- 
rait alors  les  valeurs  de  x correspondantes. 

5G4.  Pour  compléter  l’analyse  du  numéro  précédent,  il  nous 
reste  à examiner  le  cas  où , les  premiers  membres  des  équations 
proposées  étant  ordonnes  par-  rapport  à l’inconnue  qu’on  veut 
éliminer,  y par  exemple , les  coefficients  renferment  un  facteur 
fonction  de  y (voyez  □"  208'. 

Soient  toujours  A = o,  B = o,  les  équations  proposées;  et 
supposons  en  premier  lieu  que  A seul  renferme  un  facteur  F, 
fonction  de  y ; en  sorte  que  l’on  ait  A = A'  X F. 

Comme  chacune  des  valeurs  de  y tirées  de  F =r  o satisfait 
nécessairement  à A = o,  quel  que  soit  a-,  il  s'ensuit  que,  si  l’on 
substitue  successivement  ces  valpurs  dans  B = o , et  qu’on  déter- 
mine les  valeurs  de  x qui  correspondent  à chacune  de  ces  substi- 
tutions, on  obtiendra  autant  de  couples  de  valeurs  de  x et  de  y 
propres  à vérifier  simultanément  les  équations  A = o,  B = o. 

Kn  d’autres  termes,  le  système  des  équations  [A  = o,  B = o] 
peut  être  remplacé  par  les  deux  systèmes 

[A’  = o,lt^o],  [F  = o,B  = oJ; 

en  sorte  que  si  l'on  appelle  Y =-=  o l'équation  finale  correspon- 
dant au  système  [A'  = o,  B = o],  l’équation 

Y X F - o 

est  l’equation  finale  correspondant  au  système  proposé,  en  ce  sens 
qu’elle  fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  y,  et  n’en  donne 
pas  d’étrangères. 

(Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  parmi  ces  valeurs  de  y,  se 
trouvent  «imprises  celles  auxquelles  il  correspond  des  valeurs  de 
x infinies.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  où  un  facteur  y — €, 
appartenant  à F,  entrerait  dans  un  ou  plusieurs  des  premiers 
. coefficients  de  B,  il  s’ensuivrait  que,  pour  cette  valeur  de  r,  on 
obtiendrait  une  ou  plusieurs  valeurs  infinies  de  x.) 

En  second  lieu,  soient  A = .V  X F,  B = B’  X F', 
F et  F’  étant  premiers  entre  eux. 
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On  démontrerait,  comme  ci-dessus,  que  le  système  des  équa- 
tions [A  = o , B = o]  peut  être  remplacé  par  les  trois  systèmes 

[A' = o , B' = o]  [F  = o,B'  = o],  [F'  = o,A'  = o], 

Ainsi,  l’équation  Y X F X F'  = o est  l’équation  finale  qui  cor- 
respond aux  équations  proposées. . 

Troisièmement  , enfin,  soient  A = A'  X F,  B — B'  X F', 
F et  F'  ayant  un  facteur  commun  , fonction  de/. 

Appelons  y ce  facteur  commun , et  f , f les  quotients  respectifs 
de  F,  F',  divisés  par  y.  Les  équations  proposées  sont  alors  de  la 
forme 

A'X/X?  = o,  B'x/'X<p  = o, 

et  peuvent  être  satisfaites  par  chacune  des  valeurs  de  / tirées  de 
y = o , en  même  temps  que  par  une  valeur  quelconque  de  x; 
donc  elles  sont  indéterminées  ( n°  268  ). 

Mais  si  l’on  supprime  ce  facteur  y qui  les  rend  indéterminées, 
on  obtient  les  nouvelles  équations 

A'  X/=  o , B'x/'=o, 

auxquelles  correspond  alors  l’équation  finale 
F X/X/'=  o 

( Y = o étant  l’équation  finale  relative  à A'  = o , B'  = o). 

363.  Nous  terminerons  le  paragraphe  de  l’élimination  par  deux 
exemples  où  les  premiers  membres  des  équations  proposées  peuvent 
être  décomposés  à priori  en  facteurs  , les  uns  fonction  de  x ou  de 
y seulement,  les  autres  fonction  de  x et  de/  à la  fois,  auquel 
cas  la  détermination  des  couples  devient  beaucoup  plus  facile  que 
par  la  méthode  générale. 

NEUVIÈME  EXEMPLE. 

(/ — i)  (xJ  — X/ — Z1 -4- t)  = o, 

(xJ  — •)(•*'  — x/  — 7.)  = O . 

Conformément  à ce  qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent , le 
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système  peut  être  remplacé  par  les  quatre  suivants  : 

y — 1=0  et  x’  — i = o , 

y — i = o et  x1  — xy  — 2 = 0, 

x 1 — 1=0  et  x2  — xy  — y'  -f-  i = o , 

x1  — xy  — y1- 1-1=0  et  x’  — xy  — 2=0. 

Le  système  (1)  donne  d’abord  les  couples 
[X  = + 1»  *=  4-  1],  0= -t-  1,  x=  — i]; 

le  système  (2)  y = 1 , x 7 — x — 2 = 0, 
d’où  résultent  les  nouveaux  couples 

[;=+l,t=+2],  [y  = 4-  1,  x=  — ij; 
le  système  (3)  x=±i,  y‘±  y — 2 = 0, 
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(0 

(2) 

(3) 

(4) 


d’où  0=4-1,  x = 4-  1] , O = — 2 , x = 4-  1] , 
et  [y  = 4-2,  x = — 1],  [y  — — i,  x = — 1 ]. 

Quant  au  système  (4) , comme  la  division  de  x 7 — xy  — y J 4-  1 
par  x’  — xy  — 2 donne  pour  quotient  1,  et  pour  reste  — y*  -4-  3, 
il  s’ensuit  que 

y7  — 3=o 

est  l’équation  finale  en  y qui  correspond  à ce  système.  (Ici  le 
reste  qui  précède  immédiatement  le  reste  final  en  y est  du  second 
degré  en  x.) 

On  déduit  de  cette  équation  finale,  y = ± \/3; 

d’où,  substituant  dans  le  reste  précédent,  x7  ± sJ 3.x — 2 = 0, 
ce  qui  donne  les  quatre  nouveaux  couples 

[y  — -hfî,  x = •!•  y 3 it  -y  \[ï~î ] > 

[ / = — V^3  > x=  — ^3  ±tV^]- 


Les  équations  proposées  admettent  donc  en  tout  douze  couples, 
dont  plusieurs  sont  identiques. 
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DIXIÈME  EXEMPLE. 

(yx  — 6)(.r’—  0 = o, 

(2.x—  3 /)(•*’  —/’)  = o- 
Ces  équations  reviennent  à celles-ci  : 

(yx  — 6)(x  — i)(i  H-  i)  = o, 

(ix—  3y)(x  — y)(x  -t-  /)  = o; 

et  en  combinant  successivement  chacun  des  trois  facteurs  de  la 
première  avec  chacun  des  trois  facteurs  de  la  seconde,  on  obtiendra 
neuf  systèmes  d’équations  dont  l’ensemble  peut  remplacer  le  sys- 
tème proposé. 

Combinons,  par  exemple,  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde , ce  qui  donne  les 
systèmes 

[y. T — 6 = 0,  2x-3;=o],  [x  — y = o,  u-  3jr  = o], 
[x  + i = o , 2.r — 3y=o]; 
on  trouve,  pour  le  premier  système,  les  deux  couples 
(y  = 2,  x = 3),  (y  = — 2,x=  — 3); 
puis,  pour  le  deuxième  et  le  troisième,  respectivement, 


Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  équation 
avec  le  second , puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  deuxième , on 
trouve  : 

(y  = + fô,  x = — fë),  (y  = — \l 6,  x = — yfë), 

(y  = 4-i,  ■*  = -!-  i )j  (y=—  i,  x = — i), 

[y=-h\J—6,x  = — ^— 6),  {y  = — \J— 6,*  = + y/—  6)  , 
(y=-+-i,  xzs  — i),  (/  = — i,  * = 

ce  qui  donne  encore  douze  solutions. 
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2V.  B.  — On  voit,  par  les  deux  exemples  précédents,  comment 
on  peut  former  à priori  des  systèmes  d’équations  susceptibles  d’ad- 
mettre des  solutions  données. 

Application  de  la  théorie  de  l'élimination  à la  réso- 
lution des  équations  irrationnelles  à une  seule 
inconnue. 

500.  Toutes  les  fois  qu’une  équation  renferme  des  signes  radi- 
caux où  l’inconnue  se  trouve  engagée,  la  théorie  de  l’élimination 
fournit  un  moyen  facile  de  la  résoudre. 

Prenons  pour  premier  exemple  l’équation 

x’  -t-  V j — 1 8 = o.  ( i ) 

On  pourrait  d’abord,  en  transposant  .r1 — 18  dans  le  second 
membre,  et  élevant  au  carré,  faire  disparaître  l’irrationnalité;  ce 
qui  donnerait 

x=  (18 — x’1)7,  ou  x1  — 36 x7  — .r  -(-324  = 0; 

et  il  ne  s’agirait  plus  que  d’appliquer  à cette  dernière  équation  les 
méthodes  connues  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  comme  il  suit  : 

Posons  y/x  = /,  d’où  x = y7; 

il  vient,  par  la  substitution  dans  l’équation  (i), 

y'  -¥ y — 18  = o;  (2) 

équation  qui,  résolue,  fera  connaître  les  valeurs  de  _y,  et,  par 
suite,  celles  de  x d’après  la  relation  x‘  = y. 

Or,  si  l’on  applique  à l’équation  (2)  la  méthode  des  racines  com- 
mensurables  (n°  320),  on  reconnaît  facilement  que  2 est  racine, 
et  que  c’est  d’ailleurs  la  seule  racine  commensurable  qu’elle  ren- 
ferme. 

De  y — 2 on  déduit  x — 12)’  = 4-  Ainsi,  4 est  une  racine  com- 
mensurable  de  l’équation  (1),  et  c’est  la  seule  qu’elle  [misse  avoir. 
Si  cependant  on  voulait  obtenir  les  autres,  il  faudrait  encore 
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avoir  recoure  à l’équalion  (2) , qui  est  beaucoup  plus  simple  que 
l’équation  en  x. 

L’équation  (2),  n’offrant  qu’««e  variation  de  signe,  a une  seule 
racine  positive  : c’est  celle  qu’on  vient  d’obtenir;  et  si  l’on  y 
change  / en  — /,  il  vient/1  — / — 18  = 0,  équation  qui  pré- 
sente également  une  seule  variation  de  signe. 

D'où  l’on  peut  conclure  que  l’équation  (2)  a deux  racines 
réelles,  l’une  positive,  l’autre  négative,  et  deux  racines  imagi- 
naires. Mais  la  relation  x = y3  prouve  que  les  deux  racines  réelles 
de  l’équation  (1)  sont  positives. 

On  peut  s’assurer  aisément  que  la  racine  réelle  négative  de 
l’équation  (2)  est  comprise  entre  — 2 et  — 3 ; et  on  l’obtiendrait 
en  appliquant  l’une  des  méthodes  d’approximation. 

Soit  encore  l’équation 

« 3 

v'x-l-g — 4-1=0;  (1) 

et  posons 

4 3 

+ 9 =J>  ^+1=*, 

il  en  résulte 

x 4-  g = /',  x 4-  1 = z3,  et  / — z = o,  (2) 

dont  la  dernière,  donnant  y — z,  ramène  le  système  des  trois 
équations  aux  deux  suivantes  : 

x 4-  9 = z1,  x 4-  1 = z3. 

L’élimination  de  z entre  ces  deux-ci,  d’après  le  procédé  ordi- 
naire, conduirait  à l’équation  finale  en  x ; mais  comme  l’inconnue  x 
n’entre  qu’au  premier  degré,  il  est  plus  simple  de  l’éliminer. 

On  trouve,  en  effet,  par  la  soustraction  , 

8 = z'  — z3  ou  z1  — z3  — 8=0, 

équation  qui,  traitée  par  la  méthode  des  racines conimensurables, 
est  satisfaite  par  2=2. 

Portant  cette  valeur  dans  l’équation  x 4-  1 = z3,  on  obtient 
x = 7 ; ce  qu’on  peut  vérifier  en  substituant  cette  valeur  dans 
l’équation  (l). 


Digitized  by  Google 


DANS  LES  ÉQUATIONS  A UNE  SEULE  INCONNUE.  587 

On  prouverait,  comme  dans  l’exemple  précédent,  cpie  l’équa- 
tion z*  — z'  — 8 = o a une  seule  racine  positive  (3  = 2),  une 
racine  négative  incommensurable  comprise  entre  — 1 et  — 2 , et 
deux  racines  imaginaires. 

N.  Ii.  — On  pourrait  obtenir  directement  l’équation  en  x 
privée  çle  radicaux.  Il  suffirait,  pour  cela,  de  transposer  l’un  des 
termes  de  l’équation  (1)  dans  le  second  membre,  puis  d’élever  les 
deux  membres  à la  douzième  puissance;  il  viendrait  ainsi 

(.r-H9)J  = (x-(- i)‘, 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

x1  -+  3.x5  — 21  x1  — 2.3g  x — 728  = o ; 
mais  cette  équation  est  beaucoup  moins  simple  que  l’équation  en 

Soit,  pour  troisième  exemple,  F expiation 

1 

+ 17  — ' + 1 4-3  = 0.  (l) 

Posons  2z+  17  = /J,  7 x -+  1 = j'  ; d’où  y — j+3  = o. 


On  lire  de  la  dernière  3 = y H-  3 ; d’où,  substituant  dans  la 
seconde,  7 x -+  1 = (y  -+  3)’ , ou  développant  et  réduisant, 
/J  -+  6/  — 71  + 8 = 0,  équation  qui , combinée  avec  la  pre- 
mière, y1  — 2 x — 17  = 0,  par  voie  d’élimination,  donnera,  soit 
l’équation  finale  en  x,  soit  l’equation  finale  en  r.  Mais  comme  x 
n’entre  qu’au  premier  degré  dans  ces  deux  dernières  équations , il 
est  plus  simple  de  former  l’équation  en  y. 

On  obtient,  tout  calcul  fait, 


7 y ' — 2 y1  — 12  y — 1 35  = o.  (2) 

En  appliquant  à cette  équation  la  méthode  des  racines  commen- 
surables  entières  (n°  520),  011  reconnaît  que jr  = 3 est  une  racine  ; 

♦ • . v3  — I r 

ce  qui  donne,  d’après  la  relation  x = — - , x = 5,  valeur 

qui,  substituée  dans  l’équation  (il,  la  réduit  à 

i 

y' 27  — y3ti  -+  3 = o,  ou  o = o. 
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Si  nous  divisons  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  pary  — 3 , 
il  vient  pour  quotient,  7 y1  4-  igy  -b-  1 15  = o,  dont  les  racines 
sont  évidemment  imaginaires. 

367.  Remarques.  — i".  Les  transformations  qui  ont  pour 
objet  d’obtenir  directement  l’équation  en  x privée  de  radicaux  , 
et  qui  consistent  à transposer  certains  termes,  puis  à éleyer  en- 
suite les  deux  membres  à des  puissances  plus  ou  moins  grandes, 
suivant  le  degré  des  radicaux  qui  entrent  dans  l’équation  , entraî- 
nent généralement  dans  des  calculs  fort  compliqués  ; et  cette 
méthode  est  même  en  défaut  dès  qu’il  entre  plus  de  deux  radicaux. 

Au  contraire,  en  égalant  successivement  chacun  des  radicaux 
à une  inconnue  auxiliaire,  on  parvient  toujours  à un  système 
d’équations  rationnelles  en  x,  y , z,  «,  au  moyen  desquelles 
on  peut,  par  la  méthode  d’élimination,  obtenir  une  équation 
finale  fonction  de  l’une  des  inconnues  auxiliaires.  En  résolvant 
cette  équation , et  remontant  à l’une  des  relations  établies , on  en 
déduit  facilement  la  valeur  ou  les  valeurs  correspondantes  à celles 
qui  ont  été  obtenues  pour  l’inconnue  auxiliaire. 

2°.  Quant  au  degré  de  l’équation  finale  en  x , il  est  déterminé 
(sans  qu’on  soit  obligé  de  la  former)  parle  nombre  de  valeurs 
dex,  qui  correspondent  aux  solutions  de  l’équation  finale  sur 
laquelle  on  a opéré. 

Nous  proposerons  comme  exercices  les  exemples  suivants  : 

3 

1 °.  ^4*  — 4-2  = 0; 

équation  finale  en  y,  y5  — 4 y 5 4-  8 = o , 
ce  qui  donne  y = 2 , y = 1 ± v 5 1 

et,  par  suite,  x = 2,  x=4±2V,5- 

L’équation  finale  en  1 est  du  troisième  degré. 

3 

*’’•  \!^x+  i5  4-  y/5x+  1 =7; 

équation  finale  en  v,  5 y1  — 4 X'  •+■  56 y — 267  = o , 
d’où  l’on  déduit  y = 3,  et  2 racines  imaginaires  , 

et,  par  suite,  x = 3,  et  2 racines  imaginaires. 
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3 1 

3°.  V'jt’  — l -+-  v'x  -t-  5 = 4 ; 

équation  en  z,  z‘  — g zJ  — i a z1  -+-  4^  z — 4°  = ° » 

[z  = 2 , d’où  x — 3]. 

J 

4U.  V x’’  — + I — \ix  — 7 = O ; 

liquation  en  y , 

jr*  — t6j:  -+-  ^4 /'  ■+•  27 2 j"1  4-  i536/’ + 4og6  = o, 

[/  = 3,  d’où  j-  = 8J. 

3 

5".  yx’ — • — VJ+i  = o; 

équation  en  7,  y'  — ys — 2 y*  = o, 

^==o,  7 = 2,  7 = — * , 

d’où  x = — 1 , .r  = 3 , .r  = o. 

N.  U.  — Il  est  remarquable  que  ce  dernier  exemple  offre  trois 
solutions  entières. 

§ V . — Résolution  tics  équations  h deux  ternies  par 
la  trigonométrie.  — Décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples  (*). 

Des  équations  à tlrux  termes. 

Nous  avons  déjà  résolu  (nD*  167  et  200)  plusieurs  espèces 
d’équations  à deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement  de 
les  résoudre  toutes  complètement  ; mais  auparavant  il  est  bon 
de  faire  quelques  remarques  sur  la  nature  de  leurs  racines. 

568.  O11  appelle  équation  h deux  termes  toute  équation  qui  ne 
renferme  qu’une  seule  puissance  de  l’inconnue,  avec  des  quan- 
tités toutes  connues. 

(*)  Les  deux  théories  qui  doivent  Lire  l'objet  de  ce  dernier  paragraphe 
se  liaient  plus  naturellement,  l'une  avec  le  neuvième  chapitre,  l'autre  avec 
le  dixième;  mais  comme  elles  font  actuellement  partie  du  programme  d'ad- 
mission 0 l'École  l’oly technique,  nous  avons  cru  devoir  les  placer  immé- 
diatement à la  suite  du  huitième. 
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Il  résulte  <le  là  que  toute  équation  à deux  termes  peut  être 
l'amenée  à la  forme 

xm  ± p = o , 

m 

p étant  un  nomhre  absolu  ; et  si  l’on  pose  x — y ^ p , il  vient 
pym i p — o,  d’où  ym  ±1=0. 

Ainsi , c’est  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation  que  dépend 
celle  de  toutes  les  équations  à deux  termes. 

Comme  l’équation  ym  — 1 = o revient  à y*1  — t , on 
voit  que  tout  se  réduit  à trouver  pour  y,  les  expressions  numé- 
riques ou  algébriques  qui,  élevées  à la  m"1"  puissance , peuvent 
produire  l'unité.  C’est  pour  cette  raison  que  les  racines  de  l’équa- 
tion ym  — t=o  sont  appelées  les  racines  de  l'unité. 

Les  racines  de  l'équation  y"  -\-  t = o,  ou  /*  = — i , sont 
dites  les  racines  de  l’unité  négative. 

Cela  posé , voici  les  remarques  qui  doivent  précéder  la  résolu- 
tion de  ces  deux  sortes  d’équations. 

369.  Premièrement.  — L’équation  ym  — i = o a une  seule 
racine  réelle  si  ni  est  impair,  et  deux  racines  réelles  si  ni  est  pair. 

Soit  d’abord  m un  nombre  impair.  Comme  l’équation  n’a  qu’«//e 
variation  de  signe,  elle  n’admet  fn°  313)  qu’une  seule  racine 
positive  qui  est  + i . I)  est  d’ailleurs  évident  qu’aucun  nombre 
négatif  ne  peut  y satisfaire. 

Lorsque  ni  est  pair,  -y  i et  — i vérifient  l’équation  et  sont  les 
seuls  nombres  qui  puissent  y satisfaire;  car  elle  ne  présente  qu’««c 
variation  de  signe,  soit  dans  son  état  actuel,  soit  lorsqu’on  y 
change  y en  — y. 

Deuxièmement.  — L’équation  y"  -t-  i = o a une  seule  racine 
réelle  si  ni  est  impair  ; et  toutes  ses  racines  sont  imaginaires  si  ni 
est  pair. 

D’abord,  quel  que  soit  m , l’équation  n'offrant  pas  de  varia- 
tions ne  peut  avoir  aucune  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m est  pair,  le  changement  de  y en  — y ne 
produit  encore  aucune  variation;  ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation 
n admet  ni  racine  positive,  ni  racine  négative. 
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Mais  si  m est  impair,  l'équation  est  satisfaite  par  y-  = — i ; et 
c’est  la  seule  racine  négative,  puisque  le  changement  de y en  — y 
ne  produit  qu’une  variation. 

Troisièmement.  — Les  racines  de  l'équation  ym  — i = o,  ou 
de  l’équation  ym  -+-  t = o , sont  toutes  inégales  ; car  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre,  ou  my"^',  n’a  aucun  diviseur  com- 
mun avec  ym  — i ou  y"  -t-  i. 

570.  Quatrièmement.  — i°.  Si  a désigne  une  quelconque  des 
racines  imaginaires  tic  l’équation  y"  — i = o , on  a également 
pour  racine  de  cette  équation  [ p étant  un  nombre  entier  quel- 
conque positif  ou  négatif). 

Car,  puisque  a vérifie  l'équation  , on  a l'égalité 

7m  = i, 

d’où  (oc")/’  = i , 

égalité  que  l’on  peut  transformer  ainsi, 

('xP’r  = i ; 

d’où  l’on  voit  que  af  est  aussi  racine  de  l’equation.  Donc  a étant 
une  des  racines  imaginaires  de  l’équation  y” — i =o,  l’on  a 
egalement  pour  racines, 

a,  a,  a,.*.,  a , a , a 

A\  li.  — Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres;  autrement,  l’équation  aurait  plus  de  m 
racines.  Et  en  effet,  soit,  par  exemple,  l’équation 

ÿ‘  — 1=0. 

Si  a est  une  racine  imaginaire,  on  a l’égalité 

a1  — i = o,  d’où  as  = I ; 

donc  a"  = as  X a = a , a'  = a1  X a’  = a’;  et  ainsi  de  suite. 

2”.  Si  a désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de 
l'équation  y™  t = o,  aP  est  aussi  racine  lorsque  p est  un  nombre 
impair  quelconque,  positif  ou  négatif. 
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En  effet,  de  l'équation  xm  — — 1 on  déduit (am)i‘  = — i,  puis- 
que, par  hypothèse,/!  est  impair.  Or  cette  égalité  revient  à 

(a/’)1"  = — I ; 

donc  7.P  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi , a',  a3,  as, . . . , a-',  a-3,  a~%  . . . 

sont  des  racines  île  l’équation  ym  4-  i = o. 

Résolution  de  l'équation  y,n  — t = o. 

371.  Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigononiétrique 
que  nous  allons  d’abord  faire  connaître. 

Si  l’on  multiplie  entre  elles  les  deux  expressions 

cos  a -t-  sin  a . \J—  i et  cos  b 4-  sin  b . y/ — i , 

on  a pour  produit, 

cos  a . cos  b 4-  (sin  a . cos  b -4-  sin  b . cos  a) . y — i — sin  n . sin  b ; 
donc,  à cause  des  formules 

cos  (a  + b)  — cos  a . cos  b — sin  a . sin  b , 
sin  [a  4-  b)  = sin  a . cos  b -+•  sin  b . cos  a , 
il  vient  (cos  a -f-  sin  a . y f — i ) (cos  4-  sin  6 . y/  — i ) 

= cos  (a  4-  b)  4-  sin  (a  ■+-  b) . y/  — i . 

Soit  a -t-  b = a',  et  multiplions  cos  a'  -t-  sin  a' . y — ■ par 
cos  c -t-  sin  c . iFï  ; on  trouvera  de  même 

(cos  a'  + sin  a' . '<[—')  ( cos  c sin  r . y/  — î ) 

= cos  (a1  4-  c)  sin  («'  4-  c) . y/  — 1 » 
et , par  conséquent , 

(cos  n -t-  sin  a . ^ — i ) (cos  b 4-  sin  b . ^ — i j (pose  4-  sin  c . y/ — i ) 
— cos  ( a 4 4 4 c)  4 sin  [a  4 b 4 c) . y/ — i . 


Digitized  by  Google 


RÉSOLVTIOX  COMPt.ÙTK  lit  i 'kijIIATIoN  >” — 1 =r  O.  5c)3 

En  general , soit  un  nombre  m d’ares  a , 1/ , c,.  ..  , /;  on  a 
évidemment  le  résultat  suivant  : 


(cosfl  -+-  sin  a . y/—  i (eos  b + sin  b.\  — i ) . . .(cos  l -+-  siu  /.y/ — i ) 

cos  (a  -h  b c . . . -f -l ) sin  (rt  b -4-  r -4-  . . . -t-  /) . y — i . 

Supposons  maintenant  a = b =r  c . . . — /;  il  en  résulte 
a-+-b-hc-4-...-hl  — ma , d’où 

(cos  a -r-  sin  a . y — i )*  = cos  ma  -f-  sin  ma  \j — i . ( i ) 


Cette  formule  étant  vraie,  quel  que  soit  l’arc  a , on  peut  rem- 
placer a par  — a;  et  si  l’on  se  rappelle  que  eos  ( — a)  = cosn  , 
sin  f — a)  = — sin  a , il  en  résulte  cette  nouvelle  formule, 

(eos  a — sin  a y — 1 )"  — cos  ma  — sin  ma  .y1  — t . 

On  sait  encore  que  air  désignant  une  circonférence  de  cercle , 
i le  ravon  , et  k un  nombre  entier  quelconque  , on  a 


cos  2 kl r = i et  sin  7 kit  O. 

37Ü.  Cela  posé,  il  résulte  évidemment  des  formules  (t  ),ia  , 


(3) 

(3), 


2 A ir  , . 2 In 

cos r£  sin 

m m 


y / — i j = cos  2 kit  ± sin  2 Ajr.  y; 


d’où  l’on  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  A,  l’expression 
2 kit  . 2 kit 

eos ± sin 

m m 

m‘im'  de  l’unité , c’est-à-dire  de  satisfaire  à l’équation  >m  — t = o. 

Pour  obtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s’agit  que  d’attri- 
buer à k les  valeurs  o , 1,2,3,...,  puis  de  calculer,  au  moyen 
des  Tables  trigonométriques , les  valeurs  correspondantes  de 

2 kit  .2  kir 

cos — — et  de  sut  

m m 

Discussion.  — Puisque  k désigne  un  nombre  entier  tout  à fait  ar- 

. . ..  ,,  .,  cos  2 kit  , sin  2 kit  , 

bitraire,  il  semble  (tue  I expression  y — ± V — 1 

m m 

doive  présenter  une  infinité  de  valeurs;  mais  nous  allons  voir 
qu  elle  ne  fournit  réellement  que  m valeurs  différentes. 

Alg.  II.,  ior  AI.  • 3H 


y — t jouit  de  la  propriété  d’être  une  racine 
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Donnons  d’abord  à / toutes  les  valeurs  entières  comprises  ile- 
puis  o jusqu’à  — inclusivement  si  m est  impair,  et  depuis  o 

jusqu’à  aussi  inclusivement  si  ni  est  pair;  il  viendra  par  ces 
substitutions,  pour 


A — o.s r = «oso  ± sin  o . y — i = t, 

2 ir  . a if  / 

/=i y — cos  — dr  sut  — • v — i ' 

m m 

f r 

l\  T.  . i)  TT  I 

/•  = ■}. y — cos  — ± sin  — • v — i ’ 

ni  ni 


A = 3 


6 ir  , b Jr  , 

V =:  cos ztZ  sin  • y — l : 

ni  ni 


enfin  , si  m est  impair, 


a 


{m  — 1)71  . [m — 1 1 7r  , 

cos rfcsin  - — ■ — 1 7 

m m 


et  si  rn  est  pair, 

ni  . 1 

/ — — , y — cos r ir:  sin  77  • y — 1 = — 1 . 

2 


Ce  tableau  donne  toutes  les  racines  de  l’équation. 

En  effet  : i°.  Lorsque  m est  impair-,  chacune  des  valeurs 

t — 1,2,  ^ ' ? fournissant  deux  racines  pour  y , le 

nombre  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  2 . — 1 ou 

2 

(ni  — 1)  racines;  d’ailleurs  A = o donne  la  racine  1.  Ainsi  , le 

nombre  des  racines  fournies  par  X = o,  1,  2,  3,  . . . , — -, 

2 

est  m.  Toutes  ces  racines  sont  essentiellement  différentes , car  les 

2 JT  4 JT  (m  I ) 7T  . , 

arcs  o,  — 7 — ? • • • 7 1 j étant  moindres  que  7r  (ou  la 

ni  m m 

demi  circonférence),  ont  au  moins  des  cosinus  différents. 

2°.  Lorsque  m est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  A — o et 
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/ = — , fournissent  les  deux  racines  4-  i et  — i.  D’ailleurs,  les 

i ) * donnent 


valeurs  intermediaires  A — 1,2,3,...,  | 
chacune  deux  racines;  donc  le  nombre  total  des  racines  qui  cor- 
respondent à X — o,  i,  2, . . , l'~ — i ) i , est  exprime  par 
?.  + 2 — i ^ ' c’est-à-dire  par  m ; et  ces  racines  sont  essen- 

tiellement différentes , par  la  même  raison  que  ci-dessus. 

On  voit  d’ailleurs  que,  pour  une  même  valeur  de  X,  autre  que 

X — o si  m est  impair,  et  autre  que  X = o,  X = — si  m est 

2 

pair,  les  deux  racines  imaginaires  qu’on  obtient  sont  conjuguées , 
en  ce  sens  que , p -+-  7 y — 1 étant  l’une  de  ces  racines,  on  a 
j>  — 7 y/ — i pour  la  seconde  racine  (*j. 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réci/iror/ues  l’üne  de  l’autre 
(n“  899 i,  puisque  l’on  a pour  leur  produit 


2 X - 2 X « \ / 

I cos h stn v — U < 

m ni  ! \ 


2 X Tl  \ 

m 


2 X tt 


. 2 Xjr 
sin • y ■ 


2Xr  . 2.Xrr 

= cos-.  —-4-  stn1. = 1 • 

m m 

Il  nous  reste  maintenant  à faire  voir  qu’en  attribuant  à X de- 
nt — 1 m 

nouvelles  valeurs  plus  grandes  que  — ^ — ? ou  —,  on  retombera 
sur  les  mêmes  racines. 

Soit  t l’abortl  m un  nombre  impair;  et  supposons  X = ! 4 n, 

2 

u étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Il  vient 


y = eos 


(///  -h  9.  n — 1 ) 


— t-  ! 


(ni 


Y = COS 


(2/? — 1 ) 7r 

tt  -h: 

m 


±«n[w  + teî=tlîj  f. 


(*)  Celle  propriété  n’osl qu’un  cas  particulier  de  celle  qui  sera  démon- 
trée dans  le  neuvième  chapitre. 

38. 
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or  je  dis  que  ces  valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui  correspon- 

dent  à / = — (/i  — i),  ou 

2 2 

' En  effet,  cette  dernière  valeur  de  k donne 
(m  — 2 n 4-  i ) jr 


(///  — 2«  -f-  ir 


ou  bien  , 
r = cos 


m 

m 

(m  — 

)* 

[in  — I ) JT~| 

m 

« J 

r- 


V—  i- 


Mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs,  ir  4-  a etir  — a,  l’on  a 
cos  (ir  n)  = cos  (n  — n)  et  sin  (w  -f-  a)  = — sin  (71-  — a)  ; 
d’où  l’on  conclut 


9.n  — i)tr  ! 

TT  -f-  — 

— cos 

ni 

« -I 

g , o* 

— ci  n 

(2/1  — 1 ) 7r~l 

m 

■ — aiu 

m J 

, , , m — 1 

Donc  les  deux  racines  qui  correspondent  n k — -f-  n sont 


identiques  arec  celles  qui  correspondent  à k 


[n  — il  : la 


seule  différence  consiste  en  ce  qu’on  trouve  les  deux  racines  dans 
un  ordre  inverse. 

Si  m est  unir,  soit  encore  fait  /.  = h n ; il  en  resuite 

mit  4-  2 «n  . . wtz  -f-  2 ni t 

r — cos ± sin y‘ — 1 • 

0/  m 

i 2 77jr\  , . / 2/Iir\  , 

ou  bien,  y = cos  ^ r.  4-  J ± sinl  77  4 1 • V — 1 • 

Mais  pour  k — — — n , on  avait  dtqà  obtenu 

y = e°s  — ) dr  sin  ^ir  — - ) ■ 1 •, 
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donc,  à cause  de  cos  ( k -f-  \ — cos  ( r.  — — i 

\ ni  J \ ’ m j 


. 1 2 «77  \ . / 2 niA 

et  <lc  sm  | t.  -+- I = — sin  In ) j 


les  valeurs  de  y,  correspondant  à X = h n,  sont  identiques 

avec  celles  qui  correspondent  à / = --  — n . 

Donc,  enfin,  le  tableau  des  valeurs  que  l’on  a obtenues  pour 

, , ni  — 1 ni  , . 

a = o,  1 , 2,  S, ... , on  — i renferme  toutes  les  racines 

2 2 

<le  Ym  — ' 1 — o,  quel  que  soit  m. 


Relations  entre  les  racines  de  l'équation  ym  — i = o. 

575,  En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau  des  valeurs  de  y qui 
correspondent  aux  diverses  hypothèses  X = o,  t , 2,  3,...,  et 
en  se  rappelant  la  formule 

(cos  a -t-  sin  <1 . y/  — 1 )"  = cos  ma  sin  ma  .y’ — t , 

'in  voit  que 


4”  ■ 4r 

ene  1 _1_  cin  * 

m 
6 7 


177  , I 2!t  .2  77  , 

cos  h sin  - — y — 1 = ( cos  H sin  — • y — 

/«  \ m ni 


cos h sin 

ni  ni 


. (177  , / 2 r . 2 77  , \3 

in y — 1 = cos  — 4- sin y — 1 I ’ 

ni  ' ni  m I 


eos  ■ 


1 . m — 1 , 1 2 s . 2 77  \ » 

— 77  -+•  sin TT.  y — 1 = 1 cos 1- sin y — i|  , 

m \ m ni  ! 

si  tn  est  impair;  et 

m 

i i 27  .2  77  , \*  . 

cos  ir  -i-  sm  77 . y — 1 = I cos f-  sin  — - • y — 1 ) ? si  « est  pair. 
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Donc,  si  l’on  désigne  par  a la  première  racine  imaginaire 


2 71  . a 7T  , 

cos 1-  $in  — * v — i » 

m in 

toutes  les  racines  du  tableau  déjà  cité,  correspondant  au  signe 
supérieur,  peuvent  être  représentées  par 

a",  x',  a!,  a1,  . . . , a ' , ou  x 1 ; 

quant  aux  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  comme 

ut—  t 

elles  sont  les  réciproques  des  précédentes,  depuis  a jusqu’à  a 3 

W— î 

si  m est  impair,  et  jusqu’à  a ! si  m est  pair,  on  peut,  en  les 
écrivant  dans  un  ordre  inverse,  et  ayant  d’ailleurs  égard  à la  rela- 
tion a™  = i , les  présenter  ainsi  : 

»n  — i m— y 

a ’ ou  a » X"—',  a™-',  a"-'. 

D’où  l’on  peut  conclure  enfin  que,  a désignant  la  première 
racine  imaginaire,  toutes  les  racines  de  l'équation  y” — i = o 
peuvent  être  représentées  par 

**»—  I *»»  — 7 

a",  a',  a',  . . . , a ’ ou  a 1 , . . . , a™-3,  a"--',  a"'- 

série  dans  laquelle  les  exposants  ne  sont  autre  chose  que  les 
nombres  entiers  compris  depuis  zéro  jusqu’à  m — i . 

574.  — Remartfuc  impôt  tan  te.  — Cette  propriété  dont  jouit 
l’une  des  racines  imaginaires,  de  reproduire  toutes  les  autres  par 
ses  diverses  puissances,  n’appartient  généralement  qu’à  la  pre- 

. . . 2 7T  . 2 JT  

miere  racine,  cos  — -i-  s, ri  — • « — , . ou  à sa  conjuguée 
m ni 

2 77  3»  — 

tOS'«/  — î,'u  ~ ^ — 1 ■ Dn  a !>>en  prouvé  (n°  570)  que,  a étant 

une  racine  imaginaire  quelconque,  x>’  est  aussi  une  racine  de  l’é- 
quation; mais  il  n’est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu’on  donnant  à p 
«les  valeurs  entières  convenables  , on  pourra  , avec  cette  racine  a, 
reproduire  toutes  les  autres. 

Soit,  par  exempte,  l’équation  v,; — i =o,  qui,  pouvant  se 
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11»  I.  ’h.llll  VTION  rm  — I — O . 

meure  sous  la  forme  f/3  — i)  (^3  -f-  i)  = o,  donne 

„ — i±V'—  3 i+^-3 

r.r=i  et  v=  — , 2".  r — — 1 et  r 

2 J J 1 

Comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de  y'‘  — 1 = 0, 

...  — 1 -f-  yj—  3 

on  a,  en  désignant  par  a la  racine  ’ 

/_ , + j~$y  — 1 _ j— 3 

2 = " } — ï -,  a3  = i,a<  = a’X  a = o; 

\ 2 / 2 

a3  = a3  X a’  = a*,  a'  = (a')! 

d'où  l’on  voit  ({tic  les  trois  premières 'racines  seulement  sonl 
produites  par  les  puissances  de  — > ~~7 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  — — — ; car  on  trou\e 

' 2 

( i+V^jV ( { » + V — 3\  - 1 -t-  y' — 3 

2 ’ \ 2 / 2.  1 * 

^ 1 -t-  \/ — — ^) ' — 1 + yf~-3  ^ 1 \/—  3j ( 

^ 1 -4-  \j — 3 y — 1_—  j?  ^1  -+-  — 3y 1 — \j—  3 

Ainsi,  toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances  o,  1, 
2,  3,  4,  5,  ■ . de  la  racine  — — ; et  cela  tient  à ce  fjue 
cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 

2 7T  . 2 T 1 

cos h sin y — 1 , 


qui  devient , dans  ce  cas , cos  ^ -h  sin  ^ • \j — 1 . 

hn  effet,  on  a cos  ~ = sin  I = sin  mais  le  sinus  du 

o \2  SJ  (> 
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sixième  do:,  nu  du  douzième  de  ht  circonférence,  est  la  moitié 
do  la  corde  qui  en  sous-tend  le  sixième,  et,  par  conséquent , est  égal 
à la  moitié  du  rayon.  Donc 


r.  . 7r  i 
cos  - ou  stn  - = 

3 b 2 


ce  qui  donne  enfin  - 4-  ~ é 3 • J — 1 , ou 

9.  ?, 

première  racine. 


i -+-  y/—  3 
pour  la 


N.  li.  — Cette  exception  a lieu  pour  toutes  les  équations  de  la 
forme  y""  — i = o,  ou  [y”  — i ) (y'1  4 i)  = o,  et  plus  géné- 
ralement pour  toutes  les  équations  à deux  ternies  donl  le  degré 
n’est  pas  un  nombre  premier. 


Résolution  île  l'équation  y"1  4-  î — -o. 
ô7i>.  Comme  on  a 

cos  12  k i)  r.  = — l , sill  (2  k + |)  JT  ==  o , 
on  peut  conclure  des  formules  (i)  et  (2),  établies  an  n°  580. 


cos 


(2*-+- 1)7:  . (2/.-  -4-1)77  , — 

— zt  sin  - — ■ i/ — 


= cos  (2.x-  4-  1 ) TT  ± sin  (2  k 4-  1 ) 77  . y' — t = — 1 ; 

d’où  l’on. voit  que  l’expression 

(2./- 4-  1)77  . (2  /41  ) 77  , 

cos L-  ±sin  1 — — - • JZT, 

in  >1*  ’ 


peut  être  prise  pour  la  racine  miimt  de  — 1 , ou  pour  l’expres- 
sion générale  d’une  racine  de  la  proposée;  et  l’on  obtiendra 
les  diverses  racines  eu  attribuant  à k la  série  des  valeurs  o, 
1,  2. , 3,.... 

Donnons  a / toutes  les  valeurs  comprises  depuis  zéro  jusqu’à 

/W  1 I , , ^ ... 

~ sl  1,1  rs*  impair,  et  depuis  zéro  jusqu’à  — 1 ou  

9.  O •> 
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résolution  i»f  l’équation  ym  -f-  i = o.  601 

si  m est  pair;  on  obtiendra  successivement , pour 


r,  _ « . TT  

/ — o r ~ cos  — zt  sm  — • V — i •> 

m m 


37r  , . 3r  , 

/ = 1 Y =r  cos  — ±sm  — • V — 1 1 

w m 


5n  . 5r  , 

A = 2 v = cos  — il.  sm  — • v — i «j 

m m 


m — î , . j 

a = ....  j*  = cos  7r±sin7r.y  — i = — r , 

* = -?—  ••  r=rcw(*-^)±«in(*-^.  V'~- 

,1c  dis  <jiic  cc  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  l’équation 
>■*  + 1=0. 

m — i 

En  effet,  lorsque  m est  impair,  comme  la  valeur  >■  = — - — 

ne  donne  que  la  racine  — i,  mais  que  toutes  les  autres,  o,  i, 

— i ou  ? en  donnent  tlnuc  chacune,  il  s’ensuit  que 

2 2 

le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est 

2 (m  — 3) 

i + 2 H -,  ou  m. 


■ Si  m est  pair,  chaque  valeur  de  k depuis  zéro  jusqu’à — 

donne  deux  racines;  ainsi,  le  nombre  total  des  racines  fournies 


est 


2 + 2 


m 


On  démontrerait,  d’ailleurs,  comme  on  l’a  fait  pour  y"  — i = o, 

qu’en  donnant  à / des  valeurs  plus  grandes  que  — si  m est 

2 • 
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6t>2 


. "i  — ^ , , . . . 

impair,  et  (pie si  m est  pair,  on  doit  retrouver  les  memes 

racines.  Donc , etc. 

376.  On  voit  encore,  d’après  l’inspection  de  ce  tableau,  cpie 
si  a désigne  la  première  racine  imaginaire,  ou  cos  — 4-  sin  — • v — 1 , 

111  in 

loutes  les  racines  qui  correspondent  au  signe  supérieur  sont  expri- 
mées par  a\ . , a™, 

ou  a’,  a’,  a™-1, 

suivant  que  m est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  D’ail- 
leurs, les  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  étant  les 
réciproques  des  précédentes,  ont  pour  valeurs  , 


111  11 


7 

X 

Tl  “T*  • * • » 

r xs 

OU  — -1 

■s"  a"1- 1 

ou  , à cause  de 

y.m  ™ — 1 , 

d’où  7.‘m  = 1 , 

a’"-1 , 

y.  y y.  1 • 

. . , St”  ou  2™ 

Donc,  enlin,  toutes  les  racines  de  l’équation  y"‘  4-1=0  sont, 
dans  l’hypothèse  de  m impair, 


et  dans  l’hypothèse  où  ni  est  un  nombre  pair. 


iV.  B.  — Pour  plus  de  généralité,  nous  avons  établi  des  for- 
mules pour  résoudre  l’équation  v™  4-  1=0,  quel  que  soit  in. 
Mais  quand  ut  est  impair,  on  peut  changer  y en  — y , ce  qui  donne 
y"  — 1 = o ; et  l’on  voit  que,  dans  ce  cas,  les  racines  de  l’équa- 
tion y*  4 1=0 sont,  égales  aux  racines  de  l’équation  y™ • — 1 = o , 
prises  en  signes  contraires. 

377,  Scolie  général.  — En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d’être 
dit  sur  les  équations  à deux  termes,  on  peut  en  conclure  qit’nn 
radical  quelconque  a toujours  autant  de  valeurs  qu'il  y a d’unités 
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6o3 

dans  sou  indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à la  racine  arithmétique 
de  la  quantité  sous  le  signe,  considérée  avec  sa  valeur  absolue,  et 
multipliée  alternativement  par  chacune  des  racines  de  i ou 
de  — i . 

Ainsi , lorsque  l’on  a deux  radicaux  à multiplier  l’un  par  l’autre , 
le  produit  est  susceptible  d’autant  de  valeurs  différentes  qu’il  va 
d’unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  à moins  que  les  degrés 
des  deux  radicaux  ne  soient  égaux;  car  alors  plusieurs  valeurs  de- 
viennent identiques. 

J __  5 __ 

Soit , par  exemple , \ja  à multiplier  par  \Jb.  Désignons  par  p et 
q leurs  valeurs  arithmétiques;  on  a ( il"  374)  pour  le  premier  ra- 
dical  a*/.!,  a’/i, 

et  pour  le  second....  a*  y,  ay , a' y; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun  des 
ternies  de  la  seconde,  on  obtient 


«Y'/* 

2 /"/  - 

ypq . 

■Jèpq  , 

■x  pq  , 

xpq. 

«’/"/  » 

expressions  qui 

se 

i d uisent  à 

trois  i 

différentes , pq,  spq,  et  a ' pq. 

si  l’on  observe 

que 

l’on  a 

a3  = 

i , et  a*  — a ■ 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur 
commun.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 
égal  au  plus  simple  multiple  commun  ries  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  h 
sixième  chapitre  (n"IG7)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d’un 
radical. 

Equation  trinâme , .r  //  iJ"  -t-  q — o. 

570.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment 
que  deux  exposants  de  l’inconnue , dont  l’un  est  double  île  l’autre , 
et  des  quantités  toutes  connues. 

Ces  équations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  par  la 
réduction,  être  ramenées  à la  forme  ci- dessus;  et  leur  résolution- 
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dépend  uniquement  de  celle  de  l’équation  du  second  degre  et  de 
l'équation  à deux  termes. 

F.n  effet , soit  posé  x"  = y ; il  en  résulte 

P . 


y py 


— a,  d’où  r = — 


donc 


— v 


Ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x , il  suffit  de  multiplier 

P 


l’une  des  racines  tn'im”  de  . 
cl  l’une  des  racines  m,tmts  de 


par  chacune  des  racines  m“m,‘  de  -t-  i . 

Soit , par  exemple , l'équation  xt  — j xJ  — 45 1 44  5 

en  posant  x~=y,  on  trouve  r’  — 7 X = 45i44> 

d’où  l’on  déduit  y = 216  et  X — — 201). 

Donc  i“.  xs  = 216;  d’où  .r  :=  G,  x — G.a,  .r  rr6.se1; 


1 3 3 

.r’’  = — 20g  ; d’où  x = — y/209 , x — — a . y/  209 , x rr  — a’ . y/ 209 , 

a désignant  la  première  racine  imaginaire  de  l’unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à l’extraction  de 
la  racine  m,cme  d’une  quantité  de  la  forme  «-f-y/ô.  Nous  avons 
déjà  ( n°  418)  traité  le  ras  particulier  de  m = 2;  et  nous  aurions 
maintenant  à considérer  le  cas  général.  Mais  cette  opération  offrant 
peu  d’applications  dans  l’analyse  algébrique,  nous  nous  dispense- 
ions  de  la  développer  ici. 


Décomposition  des  Fractions  rationnelles  en 
Fractions  simples. 

ô”!).  Nous  avons  déjà  vu  (rr  404 , N.  B.)  que  ces  sortes  de 
fractions  peuvent  toujours  être  ramenées  à une  forme  telle,  que  le 


Digitized  by  Google 


*"■*!  a 


K N FRACTIONS  SIMPI.F.S.  t)o5 

numérateur  soit  de  degré  moindre  que  le  dénominateur,  c’est- 
à-dire  à des  fractions  de  la  forme 


a 4-  bx  4-  ex1  4-  . . -4-  /x“ 

a'  - 1-  b'  x -t-  c x ‘ 4-  ...  4-  /'  xm  ’ 


m étant-^>  n. 


Maintenant  si , pour  plus  de  simplicité,  on  fait 


il  vient 


a 4-  €x  4-  yx ’ 4-  ...  4-  à x" 
a'  4-  6'x  4-  y' x 1 4-  ...  4-  X*’ 


expression  dans  laquelle  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  x,  au  dénominateur,  est  égal  à l’unité. 

Cela  posé,  la  question  que  nous  avons  à traiter  a pour  but  de 
décomposer  les  fractions  de  cette  dernière  espèce  en  une  somme 
d’autres  fractions 


p,  y,  étant  les  racines  du  dénominateur  égalé  à zéro, 

A , B , C , . . des  quantités  fonctions  de  a , 6 , . . . , a' , 6' , . . . , 
p , q , r,  . . . qu’il  s’agit  de  déterminer. 

380.  Considérons  d’abord  le  cas  où  le  dénominateur  est  du 
second  degré,  et  posons 

a 4-  ëx  A B 

a'  4-  <5,-X  4-  .r’  x — p x — q 

Si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  et  que  l’on  ait  égard  à la 
relation 

x’  4-  S' x 4-  x’  = (x  — p)  (x  — q), 
on  obtient  « 4-  Sx  = A (x  — q)  4-  B (x  — p) , 
ou,  transposant  et  ordonnant  par  rapport  à x, 

(A  4-  B — 6)  x — A q — B p — a = o, 
équation  qui,  devant  exister  quel  que  soit  x,  donne  nécessairc- 
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ment  (n"  180) 


A H—  Il 

d’où  l’on  déduit 


— 6 = o,  \q  B/>  4-  a = o ; 

A = §Él±f.  B = 

!>  — q p — q 


Soit,  comme  cas  particulier,  la  fraction 

— 3 H-  2 x 


3 — 2 x 
3 -1-  2.r  — x ' 


3 — îj:  + x‘ 


Inéquation  x1  — 2 a'  — 3 = o donnant  x = 3,  x = — i , tout 
se  réduit  à poser  a = — 3,  6 = 2,  P = 3,  q — — i dans  les 
valeurs  ci-dessus  de  A , B ; et  il  vient 


*4-4 

I — 3 -t-  2 .r  3 5 

3 — 2 x -t-  x1  4 (x  — 3)  4 (x  -t-  i ) ’ 


identité  dont  il  serait  facile  de  vérifier  l’exactitude. 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  marche  «pii  vient  d’être  suivie, 
on  voit  qu’elle  peut  s’étendre  au  cas  où  le  dénominateur  de  la 
fraction  rationnelle  serait  d’un  degré  quelconque. 

Après  avoir  résolu  l’équation  que  l’on  forme  en  égalant  à o le 
dénominateur,  on  pose 

a -+-  6j:  -+-  qx‘  ■+■...  \x"  A B C 

■/  4-  & x ■+-  y'  x!  . . . -f-  xm  x — p x — q X — r 

on  chasse  les  dénominateurs,  puis  on  transpose  tous  les  termes 
dans  un  même  membre,  en  ordonnant  par  rapport  à x.  Égalant 
à o chacun  des  coefiicients  des  diverses  puissances  de  x,  on  ob- 
tient ainsi  autant  d’équations,  toutes  du  premier  degré,  qu’il  y a 
•de  quantités  A , B , C, . . . à déterminer;  d’où  l’on  déduit  alors  les 
valeurs  de  ces  quantités. 

Mais  celte  méthode,  très-simple  pour  le  cas  où  le  dénomina- 
teur delà  fraction  proposée  est  du  deuxième  degré  seulement, 
entraîne  dans  des  calculs  assez  compliqués  lorsque  le  degré  est  un 
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peu  considérable.  Toutefois,  les  équations  qui  doivent  servir  à 
détermine!  A,  B,  C,  ..  . sont  tontes  du  premier  degré. 

La  méthode  qui  va  suivre  est  plus  élégante;  et  elle  a surtout 
I avantage  de  donner  les  valeurs  de  A,  B,  C,...  chacune  séparément. 


r 

581.  Désignons,  pour  abréger,  par  la  fraction  à décom 

I'  (x) 

poser , et  établissons,  comme  précédemment, 


/[■ri  A B C 

F [.r,  x — p X — tj  ■*'  X r-  r 

Si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  il  vient 
/ r;  = A ix  — y)  (x  — r)  ...  -f-  B x — //),*•  — -f.  qx  _ _ y ... . 

et  comme  cette  équation  doit  exister,  quel  que  soit  x,  on  peut  y 
faire  alternativement  x = p,  x = 9 , x = r . . . ; ce  qui  donne 
immédiatement 


A = M. , B = 

P — 7 (P  —'■)■■■  \q  — p) {tj  —r)...' 

C= Æ 

[r  — p)  (r—  . . 

Dans  le  cas  particulier  traité  par  la  première  méthode,  on 
trouve  sur-le-champ 

A r-  JSÈL  — “±6/',  n _ J W>  __  _ * -f-  67 

/'  — 7 P 7 1 7 ~P  p — q 

382.  Cax  exceptionnel.  — La  seconde  méthode,  ainsi  que  la 
première,  peut  toujours  être  employée  tant  que  les  racines  de 
F (.r)  = o sont  inégales  (réelles  ou  imaginaires);  mais  l’une  et 
l’autre  sont  en  défaut  toutes  les  fois  que  F (x)  = o renferme  des 
racines  égales.  En  effet,  si  l’on  suppose,  par  exemple , p — y,  les 

valeurs  de  A , B se  réduisent  à A ! , B ==/'i'//  . 

• o o 

Le  cas  des  racines  égales  exige  donc  que  l’on  ait  recours  à un 
autre  mode  de  décomposition. 

Soit  d’abord  F vx)  (x  — p<’“  ; 
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il  est  bien  évident  qn’alors  on  ne  saurait  poser 

/(*)_  A . » , C . 

r (x)  x — p x — p x — p 

puisque  le  dénominateur  du  second  membre  ne  peut  être  que 
x — p , tandis  que  celui  du  premier  membre  est  (x  — /?)"*;  mais  si 
l’on  établit 

/(*)  = A B Ç_  L 

F (x)  (X  — p)"  (x  — p)"-'  (x—p)"'-'  ■'  X—p 

celte  égalité  n’offre  rien  que  d’admissible. 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient 

/ (x)  = A -+-  15  (x  — p)  ■+■  C (x  — pY  -+■  ■ ■ . -h  L (x  — p)"~‘  ; ( i ) 

d’où  , en  faisant  x = p,  A = f(p) , 

ou  bien,  A = a -+-  ?>p  -f-  7 p'1  -+-  . . . -f-  )./>". 

Passons  à la  détermination  de  B.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  de 
remplacer  f (x)  et  A pur  leurs  valeurs  dans  l'équation  (1),  puis 
de  transposer  celle  de  A dans  le  premier  membre;  il  vient  ainsi 

e (x  — p)  + 7 [x7——pi)  -+-  . . . = B (x  — p)  -4-  C (x  — pY  -t-  . . ., 
ou,  supprimant  le  facteur  x — p dans  les  deux  membres, 

S + 7 (x  -p)  -h  S (x1-^-  px  + p7)  +...=R  + C (x  — p)  -f-  ...  (2) 
Faisons,  dans  cette  égalité,  x = p ; il  en  résulte 
6 -t-  2 yp  3 Sp*  -f-  . . . — B. 

Pour  déterminer  C,  il  suffit  de  retrancher  cette  dernière  égalité 
de  l’égalité  (2),  et  il  vient 

7 (x  —p)  +-  3 — /»’)+•  (X  — p + . . . — C (x  — p)  -h  ... , 

ou,  supprimant  le  facteur  x — p, 

7 ■+•  9 (x  /*)■+•  àp  •+-...  = C -t-  D (x  — p)  - (-  . . . , 
égalité  qui,  par  l’hypothèse  x — p,  se  réduit  à 
7 -t-  ASp  -t-  . . . = C. 
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En  continuant  ainsi,  on  parviendrait  à déterminer  D,  E, . .. 
jusqu’à  L inclusivement. 

583.  Considérons  actuellement  le  cas  général  où  le  dénomi- 
nateur renferme  plusieurs  espèces  de  racines  égales  et  plusieurs 
racines  simples,  en  sorte  que  l’on  ait 

F (x)  = (x  — p)  (x  — q)...  (x  — p'Y  {x—q'Y  . . . , 
f (x)  étant  toujours  de  la  forme  % -f-  Sx  -f-  yx". 

Posons  alors 

/(x)  _ A B A'  B'  V 

F (x)  x — p x — q (x  — p')m'  (x  — p')m’—'  x — p' 

A"  B"  L" 

(x  — q'Y  (x  — q'Y~'  X — q ' ’ 


d’où,  en  chassant  les  dénominateurs, 

• /(■*)  = A (x  — q). . . (x  — p'Y  (x  — q'Y 

-+-  B (x  — p)  . . . (x  — p'Y  (x  — q'Y  • ■ • 

-+- . 

-P  A'  (x  — p)  (x  — q)  ...  (x  — q'Y  . . . 

+ B'  (x  — p)  (x  — q)  ...  (x  — q'Y{x—p')  • . • 

“f* 

A"(x—  p){x  — q)...(x—  p'Y  ■ ■ 

-+-  B"  (x  — p)  (X  — q)  . . . (x  —p'Y  (x~  ?') 


Cela  posé  , on  déterminera  d’abord  A,  B,  G, . . . comme  au 
n°  581 , en  faisant  successivement  dans  cette  dernière  égalité , 

x —p  , x — q,. . 

Alg.  B .,  ior  éd.  3g 
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ce  qui  donnera 

/{P) 


A = 


B = 


{p  — q)...{p  [p  — q'f  ’ 

IM 

(?  — a0'”(?  —P'f  («7  — <l'f  ■■■ 


après  quoi , pour  obtenir  A',  B', . • •»  puis  A",  B",.  . on  pourra 
opérer  comme  au  n°  582. 

384.  Scolie.  general.  — La  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fraefions  simples  suppose,  comme  l’on  voit,  que  l’on 
sache  résoudre  complètement  toute  équation  d’un  degré  donné. 
Aussi  cette  question  n’est  d’une  facile  application  que  lorsque  les 
racines  de  l’équation  F {x)  = o sont  commensurables;  car  on  sait 
que  les  racines  incommensurables,  aussi  bien  que  les  racines  ima- 
ginaires (*),  peuvent  rarement  être  obtenues  sous  leur  véritable 
forme.  Elle  nous  sera  d’ailleurs  utile  dans  le  dixième  et  dernier 
chapitre.  Mais  c’est  surtout  dans  l’une  des  parties  de  l’analyse  infi- 
nitésimale ( le  calcul  intégrai ) qu’elle  trouve  sa  véritable  appli- 
cation . 


(*)  La  recherche  (les  racines  imaginaires  fera  l’objet  du  premier  para- 
graphe du  neuvième  chapitre. 
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SUR  LES  POLYNOMES  RATIONNELS  ET  ENTIERS. 


PRF.MJKRF  PARTIF. 

Démonstration  du  théorème  énoncé  au  n°  2B0  (*). 

Tout  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier)  qui  divise  exactement  le 
produit  A X B de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers , divise  néces- 
sairement T un  de  ces  polynômes. 

Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions  qui  n’en 
sont  que  des  cas  particuliers,  et  que  nous  allons  démontrer  successive- 
ment. 

1.  Premier  cas.  — Soient  P un  nombre  premier,  A un  nombre  entier 
quelconque,  B un  polynôme  rationnel  et  entier,  mais  dépendant  d'une 
seule  lettre  a , c'est-à-dire  tel  que  l’on  ait 

B = an*  •+-  b a"-'  cotm~*  -+-  ...  -+-Ja-W 

(rt,  by  c . . , i,  t étant  des  nombres  entiers  quelconques  positifs  ou  né- 
gatifs). 

Comme  le  produit  A x B devient  alors 

Art  . y."  H-  A b , y.*~  • A c . «'•"**  Ai  . a -H  A I , 

et  que  P divise,  par  hypothèse,  ce  produit,  il  s'ensuit  nécessairement 
(n°50)  que  P doit  diviser  chacun  des  coefficients  Aa , Abt  Ac, . . . , Ai,  Al  ; 
donc  il  faut  ( Arith edit. , n°  129)  que  P divise  A,  ou  qu'il  divise  cha- 
cun des  nombres  a , b , c, . . . , s , i,  et , par  conséquent,  B. 

D'où  Ton  peut  conclure  que 

Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  le  produit  A X B de  deux 
quantités  dont  l’une  A est  un  nombre  entier  quelconque , et  l’autre  B un  poly- 
nôme rationnel  et  entier  dépendant  d'une  seule  lettre  a , doit  diviser  A on  B. 

2.  Deuxieme  cas.  — Soient  P un  nombre  premier,  A et  B deux  polynômes 


Cette  démonstration  r*t  due  a M-  T*Çébure  il*  Fourcjr,  examinateur  d’admiaaion  à 
l’Ecole  Polytechnique 

39. 
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rationnels  et  entiers  dépendant  de  la  seule  lettre  ®c,  c’est- à-diro  tels  que 


l’on  ait 

A — acnn  -t-bv."—1  -f-  fa""1  -f- -f -sa  -+-  /, 

Il  = a ' a"'  •+-  h'  a'*'”*1  . -t~  / « -H  <' 


(« , b,  c, . . . , j,  /,  a' , b' , c'f . . . , s' , t'  étant  des  nombres  entiers). 

Désignons  par  A'  l’ensemble  des  termes  de  A , dont  les  coefficients  ren- 
ferment le  facteur  P,  et  par  A"  l’ensemble  des  termes  dont  les  coefficients 
ne  sont  pas  divisibles  par  P;  il  en  résulte 

A = A'-*-A".  (i) 

Soient  de  même  B'  et  B"  les  deux  parties  de  B , dont  l’une  a tous  ses 
coefficients  divisibles,  et  l’autre  scs  coefficients  non  divisibles  par  P;  on  a 
aussi 

B = B'+B'.  (9.) 

Multipliant  l’une  par  l’autre  les  égalités  (i)  et  ('2),  ou  obtient 

AB  = A'  B'  A"  B'  •+-  A'  B"  -+-  A"  B".  (S) 

Cela  posé,  puisque,  par  hypothèse,  P divise  chacun  des  coefficients  de  A' 
et  do  B',  il  s’ensuit  que  P divise  les  trois  premières  parties  du  second  mem- 
bre de  l’égalité  (3)  ; donc,  pour  que  P divise  le  produit  AB,  il  faut  néces- 
sairement qu’il  divise  la  quatrième  partie  A"  B".  Or  je  dis  que  cette  der- 
nière division  est  impossible;  car  désignons  par  Âar,  A'ar',  les  deux  termes 
de  A"  cl  de  B",  alTectés  du  plus  haut  exposant  de  a;  comme  leur  produit 
/A'.  ar+r' ne  peut  sc  réduire  avec  les  autres  produits  partiels  qui  entrent 
dans  A"  B",  il  faut  nécessairement  ( n°  50),  pour  que  P divise  A"  B",  qu’il 
divine  kkf  ; ce  qui  est  absurde,  puisque  le  nombre  premier  P ne  divise 
ni  k ni  À'» 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  l’absurdité  est  de  supposer  A"  ou  B"  égal 
à o;  et  alors  tous  les  termes  de  A ou  de  B étant  divisibles  par  P,  il  s’ensuit 
que  A ou  B doit  être  divisible  par  P,  pour  que  A X B soit  lui-même  divi- 
sible par  P.  — Donc 

Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  le  produit  AxB  de  deux 
polynômes  rationnels  et  entiers,  fonction  d’une  seule  lettre,  doit  diviser  tous  les 
coefficients  de  l’un  de  ces  polynômes , et,  par  conséquent,  ce  polynôme. 

3.  Troisième  cas.  — Soient  A un  nombre  entier  quelconque,  B un  poly- 
nôme rationnel  entier,  dépendant  de  la  seule  lettre  a,  P un  polynôme  pre- 
mier, de  même  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse,  le  produit  AxB  est  divisible  par  P,  on  a l'é- 
gal i lé 

A x B=  P x Q (1) 

(Q  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique). 

Décomposons  le  nombre  A dans  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

a =//v"  • • ./<*> 
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(plusieurs  de  ces  fadeurs  pouvant  être  égaux);  lYgalilé  (i)  devient 

B = PxQ;  (a) 

d'où,  divisant  les  deux  membres  pa rfy 

B = 

Or  le  premier  membre  de  celle  ci  étant  une  quantité  rationnelle  et  entière, 
il  doit  en  être  de  mémo  du  second  membre;  mais  /"est  un  nombre  premier 
qui  ne  peut  diviser  P,  puisque  P est  premier:  donc  , en  vertu  du  second  cas, 
/"doit  diviser  Q , et  Ton  a Q = /x  Q'  (Q'  étant  une  quantité  entière)  ; d’où  , 
substituant  dans  l'égalité  (a),  et  divisant  par  /, 

J B = PxQ'.  (3; 

Raisonnant  sur  celte  égalité  comme  sur  l’égalité  (a),  on  reconnaîtra  de  même 
que  Q'=/'xQ"  (Q*  étant  une  quantité  entière);  d’où,  substituant  dans 
(3)  et  divisant  par 

J"  /".../<•>•  B = PxQB;  (4) 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  avoir  supprimé  successivement  tous  les  fac- 
teurs f"t . . ,/("),  on  parviendra  enfin  à une  égalité  de  la  forme 

B =r  PxQ<*+'>, 

Q ("■**')  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique  ; ce  qui  dé- 
montre que  B est  divisible  par  P.  — Ainsi , 

Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier)  dépendant  d'une  seule  lettre  a., 
qui  divise  exactement  le  produit  d'un  nombre  entier  quelconque  A,  par  un 
polynôme  rationnel  et  entier  B dépendant  de  la  même  lettre  et , doit  diviser  ce 
dernier  polynôme. 

Quatrième  cas.  — Soient  A,  B deux  polynômes  rationnels  et  entiers , 
dépendant  d’une  seule  lettre  «,  cl  P un  polynôme  premier  de  même 
nature. 

Supposons  que  A ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  admettons  d’ailleurs  que 
A soit  de  degré  plus  élevé  que  P ; divisons  alors  A par  P,  en  poussant  la 
division  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  reste  de  degré  moindre  que  P, 
Mais  afin  d’obtenir  au  quotient  des  coefficients  entiers,  multiplions  d’abord 
A par  un  nombre  convenable  m (ce  nombre  a généralement  pour  valeur  le 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  coefficients  fractionnaires 
auxquels  on  serait  conduit  si  l’on  u’eflectuail  pas  cette  préparation).  Dési- 
gnons enfin  par  Q le  quotient  de  la  division  , et  par  B le  reste;  nous  aurons 
l’égalité 

w.A  = PxQ  + ll  (*) 

(R  doit  dire  supposé  different  de  o,  car  autrement  il  s’ensuivrait  que  P divi- 
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serait  m,  A et  par  conséquent  A,  en  vertu  du  troisième  cas,  ce  qui  serait 
contre  la  supposition  ci-dessus.)  * 

Cela  posé,  multiplions  par  B , et  divisons  par  P les  deux  membres  de  Pé- 
galité  (i);  il  vient 


m . A x B 


= BxQ  + ~ 


Or,  P devant , par  hypothèse , diviser  A X B , et  par  conséquent  m . A X B , il 
faut  nécessairement  que  P divise  aussi  B X B ; et  si  R est  un  nombre  entier 
quelconque,  la  proposition  est  démontrée , puisque  P,  divisant  B x R • doit 
diviser  B , en  vertu  du  troisième  cas. 

Mais  supposons  que  R soit  lui  -môme  dépendant  de  et , et  divisons  P par  R, 
après  avoir  toutefois  introduit  dans  P un  facteur  numérique  m'  propre  à 
donner  au  quotient  des  coefficients  entiers;  il  vient  encore 

m'.P  = RxQ'  + R'.  (a) 


(IV  doit  être  différent  de  o;  car  6i  Ton  avait  R'  = o,  il  s'ensuivrait  que  R 
diviserait  m'.P,  et,  par  conséquent,  que  tous  les  facteurs  premiers  al- 
gébriques de  R diviseraient  P,  ce  qui  est  impossible  puisque  P est 
premier.) 

Multiplions  par  B et  divisons  par  P les  deux  membres  de  l’égalité  (ï);  il 
vient 

, „ R x H x Q'  B x R' 

= p p—> 

égalité  qui  prouve  que  la  divisibilité  de  B x R par  P entraîne  celle  de  B x R' 
par  P.  Si  R'  est  indépendant  de  a,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P, 
divisant  B x R',  doit  diviser  B , d'après  le  troisième  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a , et  continuons  de  diviser  P par  R',  par 
R m C1  ainsi  de  suite;  nous  parviendrons  bientôt  à un  reste  RC")  indé- 
pendant de  a,  et  tel  que  B x R^)  sera  divisible  par  P.  Donc,  enfin,  B lui-même 
est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  où  l’on  aurait  P de  degré  plus  élevé  que  A,  on  diviserait  P 
par  A,  puis  P par  R,  R',  Rff,  et  les  raisonnements  seraient  absolument  les 
mêmes.) 

Ainsi,  — Lorsqu'un  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier,',  dépendant 
d'une  seule  lettre  a,  divise  exactement  le  produit  A x B de  deux  polynômes  ra- 
tionnels et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  la  meme  lettre  a , on  peut  en  conclure 
que  P divise  exactement  A ou  B. 

B.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition;  car,  en 
supposant  que  les  trois  polynômes  A,  B,  P puissent  renfermer  les  deux 
lettres  a,  6,  on  aura  quatre  nouveaux  cas  à considérer,  savoir  : 

i°.  . P un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dépendant  de  la 
seule  lettre  « ; A un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel 


Digitized  by  Google 


l'RKMIfr.RK  PARTIR.  6l5 

et  entier  dépendant  de  la  seule  lettre  a;  H un  polynôme  rationnel  et  entier 
renfermant  les  deux  lettres  x,  $; 

2°  ..P  un  nombre  premier  ou  un  polynôme  premier  dépendant  d'une 
seule  lettre  oc;  A , B deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant  les 
deux  lettres  « , € ; 

3°.. . A un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier 
dépendant  d'une  seule  lettre  a;  11 , P deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
renfermant  les  deux  lettres  a,  6,  mais  P un  polynôme  premier;  * 

4°. . . P n fin  , A , H,  P trois  polynômes  renfermant  lcs[  deux  lettres  a,  o, 
mais  P un  polynôme  premier. 

Si  Pou  applique  à chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonnements  analogues 
à ceux  qui  ont  été  établis  aux  n0f  f , 2 , 5,4,  on  parviendra  à celte  nouvelle 
proposition , que 

Tout  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres  «, 
€,  qui  divise  le  produit  A X B de  deux  polynômes  renfermant  les  deux  mêmes 
lettres , divise  nécessairement  l’un  des  polynômes. 

La  proposition  étant  reconnue  vraie  pour  le  cas  de  deux  lettres , on  peut 
ensuite  lYtcndre  au  cas  de  trois,  quatre,  lettres,  etc.;  donc  elle  est  vraie 
généralement. 

G.  On  en  déduit  immédiatement  : 

1°.  Que  Tout  polynôme  premier  B qui  divise  A5,  doit  diviser  A,  puisque  Von  a 
A*  = A X A.  — De  même  , P ne  peut  diviser  A*,  A4,. . . , Am,  sans  diviser  A ; 

2°.  Que  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  B sont  premiers  entre 
eux  j il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A m et  B* 

Car  tout  facteur  premier  commun  à Am  et  11"  devrait  aussi  diviser  A 
et  B,  ce  qui  serait  contre  l’hypothèse. 

3°.  Que  Tout  polynôme  rationnel  et  entier  ne  peut  être  décomposé  en  Jac - 
leurs  premiers  (rationnels  et  entiers)  que  d*une  seule  manière;  proposition 
analogue?»  celle  qui  a été  établie  {Arithmétique , 9.2e  édition,  n°  152)  pour 
un  nombre  entier. 

7.  En  réfléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui 
constituent  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers , on  peut  remarquer  qu’elles  ne  supposent  que  les  quatre 
premières  opérations  de  l’Algèbre.  Ainsi,  nous  aurions  pu,  à la  rigueur, 
placer  cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre , ce  qui  eût  semble 
plus  naturel  ; maie  les  raisonnements  étant  d’une  nature  un  peu  abstraite 
pour  les  commençants,  il  nous  a paru  préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre 
où  l’on  en  fait  un  plus  frequent  usage. 
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SECONDE  PARTIE. 


Sur  la  décomposition  iV un  polynôme  rationnel  et  entier  en  scs 
facteurs  premiers. 


Clairaut  est  le  premier  auteur  qui,  dans  ses  Éléments  d’ Algèbre , ait  traité 
cette  question.  Sa  méthode,  peu  commode  dans  la  pratique,  manquant 
d'ailleurs  de  généralité,  nous  allons  en  exposer  une  autre  qui , outre  l'avan- 
tage de  pouvoir  s'appliquer  à toute  espèce  de  polynômes  rationnels  et  en- 
tiers, présente  encore  celui  de  se  lier  immédiatement  à la  méthode  des 
racines  commcnsurables  des  équations  numériques. 

Nous  démontrerons  avant  tout  un  nouveau  principe  sur  lequel  nous 
aurons  à nous  appuyer. 

8.  Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  237,  toutes  les  fois  qu'une  fonction  entière  x 
peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque  x = a,  le  binôme  (x — a) 
est  un  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit  maintenant  X un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

Ax"*  4-  Bx™-*  -+-  Cx"*-*  Mx  4-  N , 


A,  B,C,...,  M,  N étant  des  quantités  entières , numériques  ou  algé- 
briques. Admettons  qu'une  valeur  rationnelle,  mais  fractionnaire,  x = ~ 


(qu'on  peut  toujours  supposer  irréductible),  jouisse  de  la  propriété  do 
rendre  nul  le  polynôme  X : je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  exactement 
divisible  par  (6x — a),  le  mot  divisible  étant  pris  ici  dans  le  sens  de  la 
division  algébrique  ordinaire  (n°  250). 

En  effet,  il  résulte  d’abord  de  ce  qui  a été  dit  au  n°  258,  que  le  quotient 


de  la  division  de  X par  ^x — est  exact,  et  égal  à 

Ax"»— * 4-  ^A.  ^ 4-  B^  x»  - * h-  ^ A . 4-  B . ~ 4-  xm-3 

(«m-'  » \ 

A.  % 4-B.- H...4-  M); 

gm— i gw-t  J 7 


en  sorte  que,  si  l'on  appelle  Q ce  quotient,  on  a 

x = (*-£)<?>  co 

Q étant  un  polynôme  de  forme  fractionnaire,  mais  dont  tous  les  dénomi- 
nateurs sont  facteurs  de  €m~'. 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  (i)  par  g*”;  il  vient 
X . 6*  = (6r—  «) . Q . S*»-*  ; et  il  est  évident  que  Q . 6W-*  peut  être  consi- 
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1 6** 

déré  comme  un  polynôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  sa  valeur  ~ — ■ — -• 

Mais  6x  — y.  est  un  polynôme  premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur 
puisque  ce  facteur  est  indépendant  de  x ; donc  ( notey  n°  5)  X lui -môme  est 
divisible  par  6x  — «j  et  l’on  a 

X =(€*-*)<}',  (a) 

Q'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier.  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — Comme  l'égalité  (1)  revient  à X = (6x  — a)  — , on  obtient,  en 

b 

la  comparant  avec  l'égalité  (2), 

9 = 0',  d’où  Q=Q\6, 


ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,  supposé  de  forme  fractionnaire,  se 
réduit  lui-môme  à un  polynôme  entier,  et  tel  que  6 est  facteur  commun  à 
lotis  ses  coeflicients. 

C’est  sur  ce  principe  que  s'appuie  la  détermination  des  facteurs  du  pre- 
mier degré  de  la  forme  (mx  + n)  pour  les  équations  numériques.  (Vojes  les 
exercices  donnés  n°  525.} 


9.  Passons  actuellement  à la  recherche  des  facteurs  premiers  d'un  poly- 
nôme rationnel  et  entier. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  polynôme  de  la  forme 

am  — f-  Pa'"-1  -4-  Qa"»— * Ta  4-  U , (l) 


P,  Q, . . . , T , U désignant  des  quantités  algébriques  entières. 

Il  est  facile  de  démontrer,  comme  on  l'a  fait  au  n°  318,  qu'aucune 

expression  rationnelle  fractionnaire  ? (qu'on  peut  toujours  supposer  irré - 

b 


ductible ),  substituée  à la  place  de  a , ne  peut  rendre  nul  le  polynôme 
proposé. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse  avoir 


n ,,  m 


..  + TÎ+  U =0; 


si  l'on  multiplie  par  6"-* , et  qu'on  transpose  tous  les  termes,  à l'exception 
du  premier,  il  vient 

~ = — Poe»-»  — — ...  — Ta€”»-*  — UC™-' , 

égalité  évidemment  absurde;  car  le  second  membre  est  un  polynôme 
rationnel  et  entier,  tandis  que  le  premier  est  essentiellement  fractionnaire 
(noie,  n°  6). 

Soit , en  second  lieu,  un  polynôme  rationnel  et  Entier,  tel  que 
\am  + B<im~ 1 . • . -t-Mfl  + N . 


Digitized  by  Google 


Gl8  5 OTE  SUR  LES  POLYNOMES  RATIONNELS  F.T  ENTIERS. 

Égalons  ce  polynôme  à o,  el  posons  ( ii°  205)  a = — ; on  trouve,  après  la 

A 

disparition  des  dénominateurs, 

</"•  -+-  B . a m-'  -h  C . A . a'm-*  -h  D . A*.  «'•-*  -+-  N . A"»-'  = o, 

équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le  polynôme  (i), 
et  qui,  si  elle  admet  des  valeurs  rationnelles  pour  a’  , ne  peut  en  admettre 
que  tVenlières. 

Désignons  par  p,  p' , les  différentes  racines  entières  de  celte 

équation;  les  racines  correspondantes  de  l'équation 

A nm  -+-  13 . . . -p-  a N =.  o 

seront  G Or,  parmi  celles-ci,  les  unes  peuvent  être  entières 

A A A 

et  représentées  par  a,  a',...,  les  autres  fractionnaires  et  exprimées  par 
G G’ 

-,  — , (6  et  */,  €f  et  . étant  premiers  entre  eux). 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers  du  premier  degré  par 
rapport  à a , du  polynôme  proposé,  seront 

a — a , a — a' , . . . , et  ya  — G , -/a  — 6’,.... 

Par  ce  moyen,  la  recherche  des  diviseurs  entiers  du  premier  degré,  par 
rapport  à Tune  des  lettres  qui  entrent  dans  un  polynôme  donné,  se  trouve 
ramenée  à la  recherche  des  facteurs  de  la  forme  a — K,  R étant  une  quan- 
tité entière,  positive  ou  négative,  numérique  ou  algébrique.  Et  pour  obte- 
nir ces  facteurs,  il  suffit  de  savoir  résoudre  eu  quantités  entières  une  équa- 
tion de  la  forme 

am  -p  Pam“’  Qa*— » 4- Tu  U = O, 

P,  Q,  . . . , T,  U étant  des  quantités  algébriques  entières. 

La  méthode  établie  précédemment  ( n°  520)  pour  résoudre  en  nombres 
entiers  une  équation  numérique  de  môme  forme,  est  applicable  en  tous 
points  à la  question  dont  nous  nous  occupons  ici.  Il  suffit  donc  de  sc  re- 
porter à ce  numéro  pour  se  former  une  idée  de  la  marche  qu’il  faut  suivre 
à l’égard  d’un  polynôme  rationnel  et  entier,  quelque  compliqué  qu’il  soit. 
Nous  nous  bornerons  à quelques  remarques  générales. 

10.  Première  remarque.  — L’application  de  la  méthode  supposant  que  le 
dernier  terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé  en  ses  facteurs  pre- 
miers, il  semble,  au  premier  abord,  que  nous  fassions  une  pétition  de 
principe ; mais  observons:  i°  que  ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le 
polynôme  proposé;  s»°  que,  dans  tous  les  cas,  il  renferme  une  lettre  de 
moins  que  ce  polynôme. 

Ainsi  d’abord,  quand  le  polynôme  ne  renferme  qu'imc  seule  lettre,  le 
dernier  terme  est  numériquo;  or  on  sait  déjà  trouver  tous  les  diviseurs 
d’un  nombre. 
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Si  le  polynôme  ren Terme  deux  lettres,  et  qu'on  l'ordonne  par  rapport  à 
l'une  d’elles,  le  dernior  terme  n'est  plus  fonction  que  d'une  seule  lettre;  et 
l'on  est  censé  savoir  déterminer  tous  les  diviseurs  entiers  d'un  polynôme 
d'une  seule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n’en  renferme  que 
deux  ; et  ainsi  de  suite. 

11.  Seconde  remarque.  — Lorsque,  dans  le  polynôme  propose,  Iccoefli- 
cient  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  do 
l'unité,  comme  il  faut  avoir  recours  à la  transformation  du  n°  205  pour 
rendre  ce  coeflicient  égal  à i , et  que  celte  opération  donne  lieu  , en  gênerai , 
à de  nouveaux  coedicicnts  très-compliqués,  il  convient  d’appliquer  d'abord 
la  méthode  au  polynôme  lui-même,  de  la  manière  indiquée  au  n°  524.  Par 
ce  moyen,  on  obtient  tous  les  facteurs  premiers  de  la  forme  (a  — a),  après 
quoi  l'on  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs; 
et  la  question  se  réduit  à déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  (ya — €), 
du  polynôme-quotient. 

12.  Troisième  remarque.  — Dans  la  même  circonstance,  il  convient  encore 
de  s'assurer  si  les  coedicicnts  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale 
n'aurnient  pas  un  commun  diviseur  ( n°  247),  parce  que,  s'il  en  existait 
un,  on  le  supprimerait,  et  l’on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant 
de  celte  suppression. 

Le  facteur  supprime  pourrait  lui-même  être  un  polynôme  dccomposablo  ; 
cl  ses  facteurs  premiers  seraient  les  facteurs  indépendants  de  la  lettre 
principale. 

15.  Quatrième  cl  dernière  remarque. — 'Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
renferme  comine  facteurs  des  monômes  littéraux,  tels  que  c,  c*,.-, 

il  est  plus  simple  de  substituer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le 
signe  puis  avec  le  signe  — , dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat  de 
celle  substitution  est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le 
polynôme  sont  reconnues  racines.  C'est  la  même  règle  que  pour -h  l et — » 
par  rapport  aux  équations  numériques. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


P H EM  IF.  P.  EXEMPLE. 

14.  3 a*-h  a*  b n5  ait*—  b *. 

hgalons  ce  polynôme  à o,  après  l'avoir  ordonné  ; il  vient 

"2a* -t-  ba3 -h  b*  a* -i-  b*a  — b*  = O.  (i) 

Conformément  à la  icmarquc  du  n°  11,  cherchons  d'abord  les  diviseur;* 
tels  que  a — «. 
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Or  les  diviseurs  de  b 4 étant  b , b* , h*,  b* , il  faudrait  essayer  ces  diviseurs 
tant  avec  le  signe  4- qu’avec  le  signe — , et  pour  cela,  les  substituer  au 
lieu  de  a dans  l'équation  (i);  mais  comme  le  polynôme  proposé  est  homo- 
gène ( Algèbre  tn°  II),  il  est  évident  que  A*,  substitué  à la  place  de  a,  don- 
nerait pour  'la*  un  terme  de  plus  haut  degré  que  tous  les  autres  , et  qui,  par 
conséquent,  ne  pourrait  être  détruit.  Même  raisonnement  par  rapport  à h* 
et  b*.  Ainsi , l’on  ne  doit  essayer  que  les  diviseurs  4-  b et  — l. 

Or  le  dernier  seul  donne,  par  sa  substitution, 

2 b*  — b*  4-  b*  — b*  — b*  = o ; 

donc  — b est  racine  de  l’équation  , et , par  conséquent , a — ( — b)  ou  ( a 4-  b) 
est  diviseur  du  polynôme  proposé. 

Divisant  ce  polynôme  para  4- A,  et  égalant  le  quotient  à o,  on  trouve 

la*  — ba*  4-  2 A* a — b*  = o.  (a) 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coellicicnt  de  a®,  en  posant 

c 

a=  -,  puis  opérer  sur  l'équation  résultante  comme  sur  la  proposée;  mais 

si  l’on  rapproche  le  premier  et  le  troisième  termes  de  l’équation  v?),puis  le 
deuxième  et  le  quatrième,  on  reconnaît  qu’elle  revient  à 

2a(«'  + i!)  — /»(û44-A,)=  O,  ou  (2o  - b)  (a’ 4-  A»)  = o. 

Donc,  enfin,  le  polynôme  propose  est  égal  à 

(o  -+-  b)  ( 2 a — b)  (a*  4-  b*  ) ; 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du  second  degré. 

18.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  polynôme  est  homo- 
gène et  composé  de  deux  lettres  seulement,  on  peut  ramener  la  résolution 
de  l’équation  à celle  d’une  équation  numérique. 

Soit,  en  effet,  l’équation  générale 

A a™  4-  Bôflm"“‘  4~  CA»  a—»  4-  ...  4-  MA"1**'  a 4-  NA*  = o, 

A , B , C, . . . , M , N étant  des  nombres  entiers. 

c*  ii  o 

1 on  pose  - = x,  d où  a = bx , il  vient 

A bmxm  4-  BA*  Xm~ 1 4-  CA*  J?*— * 4-  ...  4-  Mfc"  X 4-  NA*  — O, 
ou  supprimant,  pour  le  moment,  le  facteur  Am, 

Axm  4-  Rr*-1  4-  O"-*  4-  ...  4-  Mx  4-  N = O, 

équation  numérique  qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  résoudre  en  nombres  coin- 
mcnsurables.  Ces  valeurs,  étant  substituées  dans  la  relation  a = bx  f donne- 
ront les  valeurs  correspondantes  de  a,  et,  par  suite,  les  diviseurs  de  la 
forme  « — a,  ou  yo-  «. 
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Ainsi , soit  posé  dans  l'équation  (1)  du  n°  14  , a = bx  , il  vient 

&4(a  .r4  4-  x*  h-x*  4-  x — 1)  = o.  (3) 

Le  facteur  entre  parenthèses  étant  égalé  à o et  soumis  à la  méthode  dos 
racines  commeusurablcs , on  trouve  les  deux  facteurs  (x4-i),  (a;c  — >)* 
et,  par  suite,  le  facteur  (x*  -f-i);  d'où  , substituant  dans  l'équation  3)  et 
remplaçant  x par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  a = bx , 

(a  4-  h)  (a  a — b)  (a*  -+-&*)  = O. 


DEOXIKME  EXEMPLE. 

16-  a * — {b  4-  c)a * — (fc*  — 3 hc)  a*  4-  (&*  — ô*  c — bc*  )a  — A*c*=  o. 

Le  dernier  terme,  — b'c-hb'c'y  revient  à c( — & -4- c)  ; ce  qui  donne 

pour  les  diviseurs  simples  , 

J> , cy  — b 4-  c , b — c y — c , — 

On  ne  doit  d'ailleurs  essayer  que  ces  diviseurs,  puisque  le  polynôme  est 
homogène;  car  b ’ ou  bct  par  exemple,  mis  à la  place  de  a dans  l'équaliony 
donnerait  b 1 ou  b*c*y  quantité  d'un  degré  supérieur  à toutes  les  autres,  et 
qui,  par  conséquent , ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  fa  isant  successivement  a = b , — bf  c,  — c,  on  reconnaît  que  b seul 
vérifie  l’équation.  Ainsi  déjà  (<i  — b)  est  un  des  diviseurs  cherchés. 

Il  reste  maintenant  à appliquer  la  méthode  du  n°320  aux  deux  facteurs 
— b Cy  4-  b — c. 


b 4“  C y 

4-  A — c 

4-  b'c 

- 4*c 

4-  6*  — bc * 

— a4’c  — 4c’ 

— b * — bc 

1) 

— '2  b*  4-  2fcc 

>1 

4-  2 & 

« 

4-  b — c 

» 

— I. 

» 

Considérons  d'abord  le  facteur  ( — b 4-  c).  Après  avoir  divisé  le  dernier 
terme  par  ce  facteur,  ce  qui  donne  4-  b * c pour  quotient , on  ajoute  à ce  quo- 
tient le  coefficient  de  n‘,  et  l'on  obtient  pour  somme,  b • — bc*. 

Divisant  b * — bc * par  — b-4-c,  on  a pour  nouveau  quotient,  b * — bc , 
qui , ajouté  au  coefficient  de  <*’,  donne  pour  somme, 

— a J»*  -+-  2 bc. 

Divisant  — 2 b'  4-  ibe  par  — b 4-c,  on  obtient  h-  2 l}  quotient  qui , ajouté 


Digitized  by  Google 


622  NOTE  SUR  LES  POLYNOMES  RATIONNELS  ET  ENTIERS, 
au  coefiicicntde  a3,  donne  pour  somme) 


b — c. 

Divisant  enfin  -h  h — - c par  — b-+-c,  on  trouve  pour  quotient , — i.  Donc 
— b c est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  (b  — c) , on  obtient  pour  la 
première  somme,  b*  — 2 c — bc*,  quantité  qui  n’est  pas  divisible  par  b — c. 
Ainsi  b — c doit  être  rejeté. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  diviseurs  entiers,  et  du  premier  degré,  du 
polynôme  propose,  sont  (a  — b)  et  (a  b — c).  Divisant  ce  polynôme  par 
le  produit  ( a — b)  [a-\-b  — c)  ou  a1  — ac  — b'-ï-bc^  on  a pour  quotient. 

— ba  -f-  bc. 

Ainsi  le  polynôme  proposé  revient  à 

(a  — b)  (u  b — c)  (as  — ba  -f-  fcc). 


TROISIÈME  EXEMPLE. 

/ 2a‘-+-  (b  -f-3c)  rt*  — (7&*  — ibe  — c')a%  — 2 (5a 3&’c)  a \ 

17'  { -+-654 -4&3c  — 2*V  = o.  } 

Le  dernier  terme  revient  à 2b*  (3&s  — aie  — c*)i  or  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  l'hypothèse  b = c rend  nul  le  facteur  entre  parenthèses  ; donc  ce 
dernier  terme  est  divisible  par  b — c,  et  l’on  trouve 

6 b*  - 4*3  c - ai*  c*  = a**  (b  — c)  (3 b 4-c). 


En  appliquant  la  méthode  à chacun  de*  diviseurs  simples 

b,  b — ct  3 b-\-c,  — 3 b — c,  - A-+-c,  — b , 
ou 

ai,  2(4  — c),  a (34 -+- c),  — a(34 -t-c),  — a(4  — c),  — u4, 
on  reconnaît  que  (6  — c)  seul  satisfait  à toutes  les  conditions.  Ainsi  l’on  a 
a — b — c,  d’où  a — b c z=  o. 

Divisant  le  polynôme  proposé  par  a — 4 ■+■  c,  on  obtient  pour  quotient 
aa*  4-  (34 -+-  c)  a'  — 44=  a — 64"  — a4’c. 


Posons,  dans  ce  nouveau  polynôme,  a = — ; 
il  vient 

«’•  -+-  (3  4 -h  c) «'*  — 8 i:  a'  — a4  4"  — 84*  r. 


(3) 
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Or  le  dernier  terme  revient  à 

— 8 b*  (3 b + c'  i 

ce  qui  donne  pour  los diviseurs  simples,  abstraction  faite  du  facteur  8, 
bf  "Sb-f-Cy  ht  — 3 b — c . 

L'application  de  la  méthode  aux  deux  diviseurs  3 —3 b — c,  fait 
reconnaître  que  — (3  b -+-  c)  est  racine  de  l’équation  (3),  et  par  conséquent 

que  a = — v - -----  est  racine  de  l'équation  (a).  Donc  (a«  -f-  3b  c)  est 

diviseur  du  premier  membre  de  cette  équation  (i»°  B J. 

En  effectuant  la  division,  on  obtient  pour  quotient, 

a’ -2 b*. 

Donc  enfin,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a  — b -+-  c)  (a  a -f-  3 b c)  («*  — a b*). 

18.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche  des  facteurs 
du  premier  degré  d’un  polynôme  rationnel  et  entier.  Quant  aux  diviseurs  du 
second  degré  ou  de  degré  supérieur,  il  faudrait  employer  une  méthode  ana- 
logue à cel  le  qui  a été  établie  au  n°  328. 

Ao  reste,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières,  que 
quelques-unes  des  lettres  qui  entrent  dans  les  polynômes  n'y  sont  élevées 
qu'à  la  seconde  puissance;  et,  dans  ce  cas,  la  détermination  des  facteurs 
ne  dépend  que  de  la  résolution  d’une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l’exemple  traité  n°  16,  et  observons  que  la  lettre  c n'entre 
qu'à  la  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à celte  lettre,  on  obtient 

(&*  — ah)  c*  — (A*  ab * — 3 a*  b -4-  a*)  c -4-  ab*  — b * — a*  b -+-  a*  ==  o ; 

et  il  suffirait  de  résoudre  celle  équation  par  rapport  à c,  puis  d’effectuer 
toutes  les  opérations  et  simplifications  auxquelles  on  serait  conduit;  mais, 
avant  tout,  il  convient  de  s’assurer  s’il  n’existerait  pas  un  diviseur  commun 
à tous  les  coefficients. 

Or  le  coefficient  b * — ab  revient  à b (h  — a),  et  il  est  aisé  de  reconnaître 
que  l’iiypothèse.  b — a = o,  ou  b = a,  anéantit  les  deux  autres  coefficients  ; 
donc  ( b — a)  est  diviseur  commun  En  supprimant  ce  facteur  dans  le  poly- 
nôme, on  trouve  pour  quotient, 

Le * — (b1  -4 - h ah  — n1)  c -4-  ab * — a*  = O ; 
d'où  l'on  déduit  immédiatement 

b‘‘  ■+■  '2  a b — a:  . . /"(A*  H-  ’2ab  — /i’V  «*  — ah 1 

C = ^ - V P5  b ’ 
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ou,  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4 b*  , développant  les  calculs, 

et  extrayant  la  racine  carrée, 

2 ab  — a*  rh  (h*  -t-  «*) 

C “ ïb 


Donc,  i°... 


_ 2 b*  2 ab  __  ^ ^ 

“ 2&  _ * 


d’où  c — b — a = o ; 


. . c = 


2aà  — la* 


ah  - 


2* 


d'où  cô  — H-  = o. 


Ainsi,  les  diviseurs  du  polynôme  proposé  sont 

h — a , c — b — at  cb  — ab  H-  a* , 
Gu  a — b , a -f-  b — c , a*  — ab  -h  bc  t 


comme  on  Pavait  déjà  reconnu  au  n°  16. 

Le  troisième  exemple  (n°  17)  peut  être  traité  de  la  même  manière;  car 
la  lettre  c n’entre  également  dans  le  polynôme  qu’à  la  seconde  puissance. 
On  serait  conduit  à supprimer  d’abord  le  facteur  (a! — 2 ô*),  commun  à 
tous  les  coefficients. 


19.  N ous  terminerons  par  un  exemple  assez  remarquable  qu'on  rencontre 
dans  la  Géométrie  analytique. 

Soit  l'équation 

(y*  -+*  x*  — ex)’  — («*  — cx)y'  — o*  (x  - c)1  = O. 

Comme,  après  le  développement  du  premier  membre,  les  deux  lettres  a 
cl  c n'y  entrent  qu’à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indifférem- 
ment par  rapporL  à l’une  ou  à l’autre. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettrée;  il  «vient 

a')  c 4 — 2 x(/*-f-  x* — a’)  c (2  x1  — a1) y' -4-  x4  — a*  x5=  o, 

équation  que  l’on  peut  résoudre  par  rapport  à c.  Mais  vérifions  auparavant 
si  y*  H-  x* — qui  est  facteur  commun  aux  deux  premiers  coefficients,  ne 
diviserait  pas  également  le  coefficient  de  c°.  Or,  en  essayant  la  division,  on 
trouve  pour  quotient  exact,  yx x*. 

Donc  l’équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(7* H-  x*  — «5)(c*  — 2 ex  yx  x*)  = o, 
ou  bien  , (y*  xs  — a s)  [y1  H-  (x  — c *]  = o ; 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  est  décomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteurs  rationnels  du  second  degré,  que  l’on  doit  d’ailleurs  regarder 
comme  des  facteurs  premiers. 

S»  1 on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à la  lettre  x,  on  ne  pourrait 
appliquer  la  méthode  du  n°  9,  puisqu’elle  ne  donne  que  les  facteurs 
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rationnel*.  du  premier  degre,  et  que.  parle  fait,  le  polynénie  nVsl  déco ni - 
posable  qu’en  des  faeteur»  premiers  du  second  degrc.  Mai»  en  ordonnant 
par  rapport  a.r,  on  obtiendrait  une  équation  du  quatrième  degré,  réso- 
luble à la  manière  de  celle»  du  second. 

N.  R.  — On  arrive  4 l’équation  que  nous  venons  de  traiter,  en  recherchant 
le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d’une 
ellipse  sur  la  tangente  considérée  dans  toutes  ses  positions. 

20  Enfin,  la  décomposition  d’un  polynôme  en  fadeurs  rationnels  peut 
être  fort  utile  dans  l'élimi nation  ÿ car  on  n vu  ( n°  565)  que,  quand  on  est 
parvenu  à décomposer  les  premiers  membres  des  deux  équations  en  leurs 
facteurs  simples,  la  détermination  des  systèmes  de  valeurs  propres  à véri- 
fier ces  équations  se  réduit  à celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  com- 
binaisons deux  à deux  de  ces  facteurs  égalés  à zéro. 


Jig.  B. y 10e  ed. 
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CHAPITRE  IX. 

Complément  de  la  théorie  des  Équations. 


Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  moins 
indispensables,  à la  vérité,  que  les  théories  exposées  dans  les  cha- 
pitres précédents  ; mais  elles  doivent  néanmoins  servir  à compléter 
l’ensemble  des  principes  de  l’Analyse  algébrique.  Le  neuvième 
peut  être  regardé  comme  le  complément  de  la  théorie  des  équa- 
tions, et  le  dernier  comme  le  complément  de  la  théorie  des  suites. 

§ 1er.  — Recherche  des  Racines  imaginaires. 

50iî.  Observations  préliminaires.  — Nous  avons  donné , dans 
le  huitième  chapitre , des  méthodes  pour  déterminer  les  racines 
réelles,  commensurables  ou  incommensurables,  d’une  équation 
numérique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche 
des  racines  imaginaires.  Au  premier  abord , cette  recherche  peut 
paraître  superflue;  car  ces  racines,  étant  des  symboles  purement 
algébriques,  ne  sauraient  résoudre  la  question  dont  l’équation  est 
la  traduction  algébrique.  Cependant , comme  nous  l’avons  déjà 
dit,  l’emploi  de  ces  expressions  dans  la  haute  analyse  est  d’un 
usage  très-fréquent,  et  conduit  quelquefois  à des  résultats  d’une 
grande  importance  : c’est  pourquoi  nous  tâcherons  de  donner 
une  idée  du  travail  des  plus  célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

Remarquons  d’abord  que,  quand  une  équation  a des  racines 
réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginaires,  on  ne  peut, 
comme  pour  les  racines  commensurables,  la  débarrasser  d’abord 
de  ses  racines  incommensurables;  car  les  méthodes  ne  donnent 
celles-ci  que  par  approximation  ; et  si  l’on  divisait  l’équation  par 
les  facteurs  du  premier  degré  correspondants,  on  obtiendrait  pour 
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ijuotient  un  polynôme  dont  les  coefficients  ne  seraient  que  des 
nombres  approchés.  Le  calcul  des  racines  de  l’équation  résultante 
n’offrirait  donc  plus  alors  aucune  certitude. 

Ainsi,  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les 
équations  proposées  renferment  à la  fois , et  des  racines  incom- 
mensurables, et  des  racines  imaginaires,  à moins  que  toutes  leurs 
racines  ne  soient  imaginaires. 

Nous  avons  déjà  reconnu  ( n°  513)  qu’une  équation  dont  les 
coefficients  sont  réels  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires  qu’en 
nombre  pair.  Or  les  analystes  sont  parvenus  à un  résultat  plus 
positif  encore,  qui  consiste  en  ce  que  : Les  racines  imaginaires  de 
toute  équation  à coefficients  réels  sont  toutes  de  la  forme  de  celles 
du  second  degré,  c'est-à-dire  de  la  forme  a ± b y/ — i,  a et  b 
désignant  des  quantités  réelles,  commensurables  ou  incommensu- 
rables; proposition  déjà  vérifiée  pour  les  équations  à dçnx  ternies. 

380.  Avant  de  passer  à la  démonstration  du  cas  général,  nous 
ferons,  voir  que  : Si  une  équation  dont  les  coefficients  sont  réels  a 
une  racine  île  la  forme,  a -t-  b y — i , elle  en  a nécessairement  une 
autre  de  la  forme  a — b y/ — i , a et  b étant  tes  memes  dans  ces 
deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme , considérons  l’équation 

jt"  -h  Pa;"-1  -f-  Tx  -f-  U = o , 

P,  Q,  . . , T,  U étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et 
supposons  que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression 
telle  que  a + b y; — i;  on  aura  l’égalité  vérifiée 

(a+b  y — i y,+P[a+b  y — i )"'  '-f- . . . y/ — i )-f-U~  o . 

Développant  les  calculs  et  se  rappelant  que  les  diverses  puissances 
de  y/ — i sont  alternativement  (n"  170) 

v— , — t , — t/—  t,  + « I y'  — • > — « . — v — ' , + ' ! .... 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien  dis- 
tinctes , savoir:  une  partie  réelle , provenant  de  toutes  les  puis 

4o. 


Si 
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su m t' s <U:  degiv  jmir  de  b y — i , combinées  avec  les  puissances 
am,  am~‘,  . . de  a,  et  les  coefficients  P,  Q,  H,  ...  ; puis 

une  partie  imaginaire  provenant  de  toutes  les  puissances  de  degré 
impair  de  b \J — i , combinées  avec  les  paissances  am  am  ~', .... 
de  a , et  les  coefficients  P,  Q,  R, , . . . . 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M et  K y — i,  l’égalité  ci- 
dessus  se  réduira  à M -t-  N \f — i — o,  équation  qui  ne  peut  évi- 
demment subsister  qn’autant  que  l’on  a séparément 

M ~ o,  et  IV  — o. 

Actuellement,  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 
au  lieu  de  a -t-  b y/— • 1 , on  substitue  a — b \j — i , ce  qui 
donne 

( a — b \/— *7>  + P (o  — b \i—  i )— ' ' -+- . . . + T (a  — b V~i  ) -f-  U , 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  de  ce  développement  ne  différera 
du  précédent  qu’en  ce  que  tons  les  termes  affectés  des  puissances 
impaires  de  b y — t auront  changé  de  signe,  car  ( — b \J — i)w 
est  égal  à (-f - b \ — i)w:  mais  (—  h \ — i)!"+'  est  égal  à 
— {J>  y — i )î,l+l  (n"  1 i>9) ; donc  ce  résultat  sera  nécessairement 
M — N — i,  M et  N désignant  ici  les  mêmes  quantités  que 
dans  le  résultat  du  premier  développement.  Or  on  a vu  tout  à 
l’heure  que  l’on  doit  avoir  séparément  M — o et  N — o ; ainsi , 
l’égalité  M — N y — t = o est  elle-même  satisfaite  ; par  consé- 
quent, si  a -h  b y — i est  une  racine  de  ta  proposée , a — b y — t 
est  nécessairement  une  autre  racine. 

Passons  maintenant  à la  démonstration  du  théorème  sur  la 
forme  des  racines  imaginaires. 

387.  Cette  proposition  est  évidemment  une  conséquence  du 
théorème  dont  voici  l’énoncé , théorème  que  l’on  peut  regarder 
connue  un  des  plus  beaux  de  l’analyse,  et  que  l’on  doit  à l’illustre 
Laplace  : 

Toute  équation  de  degré  pair,  dont  les  coefficients  sont  réels. 
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est  décomposable  en  J tu  teurs  réels  (la  second  degré,  c’est-à-dire 
en  facteurs  de  la  forme  x’  4-  //x  4-  q,  x’  4-  p'x  4-  , 

dans  lesquels  p,  q,  p , «/',...  désignent  des  quantités  réelles 
quelconques;  car  ceci  étant  admis,  les  facteurs  x1  4 - px  4 - q, 
x’  p’x  4-  «/',  . . . , égalés  à o,  donnent  lieu  à des  racines 
qui,  si  elles  sont  imaginaires,  ne  peuvent  être  que  de  la  forme 
a ± b — i ; et  réciproquement. 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  dernier  théorème. 

Soit  une  équation  X = o de  degré  pair  ni , à coefficients  réels. 
Appelons  a,  b,c,...  ses  différentes  racines;  les  facteurs  «lu 
second  degre  correspondants  seront 

v-  — («4-  4)i4-ai,  x5  — la  4-  c) x 4- ne  , x!  — (b  4-  c)  x 4-  br 


Cela  posé,  nous  allons  d’abord  faire  voir  que  l 'un  de  ces  facteurs , 
nu  moins  , a ses  coefficients  réels. 

En  effet,  supposons,  en  premier  lieu , «pie  m soit  une  seule  lois 
divisible  par  2 , c'est-à-dire  que  l’on  ait  ni  — 2. n , n étant  un 
nombre  impair. 

Ou  peut  toujours  (n°  209  former  une  équation  en  z,  dont 
les  racines  soient  «les  combinaisons  de  la  forme  a 4-  b 4-  kab, 
n 4-  c 4-  kac , b 4-  c -4-  kbc, . . . , k étant  un  nombre  entier 
tout  à fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée,  et  dé- 
signons-la  par  Z o ; son  degré  est  «‘gai  au  nombre  des 
« ombinaisons,  deux  à deux  , «les  racines  n,  b , c, ...  , c’est-à-dire 


ou  n (m — 1);  or  n est,  par  hypothèse,  impair,  et 


il  en  est  «le  même  de  ( m — 1);  donc  l'équation  Z — o est  de 
«h'gré  impair  : ainsi  (n"  512),  cette  équation  a au  moins  une  racine 
réelle,  et  cette  racine  est  la  valeur  «h;  l’une  «les  combinaisons 
n 4-  b 4-  kab , a 4-  e 4—  kac , . . . . 

Maintenant,  attribuons  à X une  seconde,  une  troisième,.  . 
valeur;  nous formeronsainsiautant  d’équations  Z'— o,  Z"=  o,..., 
«pii  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  Il  pourra  d’abord 
se  faire  «pie  la  racine  réelle  de  chacune  de  ces  équations  appar- 
tienne à une  combinaison  composite  de  deux  lettres  différentes 
«le  celles  «pii  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes  : mais 
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comme  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  limité  et  égal  à 
m.  — -,  qu’on  peut  désigner  par  p,  il  est  clair  qu’après 

avoir  attribué  à k,  ( -H-  ■ ) valeurs,  et  formé  (/>-+-  i)  équa- 
tions Z = o , Z'  — u , Z"  = o, . . deux  de  ces  équations  se- 
ront telles,  que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  à une 
combinaison  composée  des  deux  mêmes  lettres  : ainsi  , l’on  peut 
supposer,  par  exemple , que  l’on  ait  trouvé , en  désignant  par  a 
et  a'  ces  deux  racines  réelles, 

a b -4-  kab  — a , a -4-  b -+-  k'ab  — a'. 

De  ces  deux  équations  on  déduit  par  l’élimination  : 

, a — a'  , ko.'  — k'x 

,o.. 2"...  a + b=-j—lr. 

Ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies  ; donc 
il  est  démontré  que  Yun,  au  moins,  des  facteurs,  x7 — (a  -4-  b)x-+-  ah, 
de  la  proposée  , a ses  coefficients  réels. 

Soit,  en  second  lieu,  m = 7? n'  étant  impair.  Formons  en- 
core une  équation  Z = o , dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de  la  forme  a ■+■  b -f-  kab  ; cette  équation  sera  du  de- 
gré m ou  2 n'  [m  — i ).  Or,  n'  et  ( m — i ) étant  des  nombres 

impairs , ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2 ; donc , 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’étre  dit,  l’équation  Z~o  aura,  au 
moins,  un  facteur  du  second  degré  à coefficients  réels.  Ce  facteur, 
égalé  à o , donnera  lieu  à deux  valeurs  de  z de  la  forme 
a dz  6 \j  — i (f>  pouvant  cire  o , ce  qui  arriverait  si  les  deux  valeurs 
de  z étaient  réelles).  Considérons  seulement  la  première  racine , et 
supposons  qu’elle  appartienne  la  combinaison  a -f-  b H-  kab. 

D’après  les  raisonnements  précédents,  rien  n’empêche  de  sup- 
poser encore  qu’une  autre  équation  Z'  = o , formée  de  la  même 
manière,  ait  une  racine  de  la  forme  x'  -4-  6'  y / — t,  appartenant  à 
la  combinaison  a + b - 1-  k'ab,  composée  des  deux  mêmes  lettres; 

a b - f-  kab  = et  -4-6  y/  — t ) 
a -f-  b -f-  k'  ab  — a'  -4-  S'  y/  — 1 


en  sorte  que  l’on  ait  à la  fois 
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ab  — - 


« — a'4-(6 — 6 y — l 
X— / 


, Xa'— X'a+(X</— X'6)V  — i 

"+4aS  CT 


(à?s  expressions  sont  de  lu  forme  r 4-  j ÿ — i et  r'  4-  s' ^ — i. 
Ainsi,  la  proposée  a au  moins  un  facteur  «lu  second  degré,  Ici 
i|ue  t1 — (/•'  4-  s ' — i)  j + c+i  — i ; et  si  l’on  égale  ce  fac- 
teur à o , on  obtient 


r -t-  s y - 


La  quantité  sous  le  radical  , étant  développée,  «lonne  un  résultat 

de  la  forme  r"  4-  s"  J — ï;  mais  l’expression  \ > " 4-  s"  y/ — i 
se  réduit  elle -même  ( n'*  121)  à une  autre  de  la  forme 
r*  4-ï'v — 1 < d’où  l’on  peut  conclure  que  la  première  «les 
«leux  valeurs  de  x ci-dessus  est  aussi  de  la  forme  p 4-  q \j  ~ \ , 
et,  d’après  le  lemnw  démontre  au  n”  5U(i , il  faut  «|u’elle  en  ait  une 
autre  telle  «pie  p — </  \ — i . 

Or,  si  l’on  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x — (/H  7 y'  — 1 
et  x — (/1  — q y — • ) , on  obtient  pour  produit  (x — p)’ - j , 
ou  x’ — 2 px  4-  p'  4-  </’,  polynùuH*  «lu  second  degré  en  x , dont 
les  coefficients  sont  réels.  Ainsi , il  est  encore  démontré  que,  «laits 
le  (3ns  de  m = 2 '.n',  Y équation  a an  moins  un  fadeur  réel  du 
second  degré. 

Soit,  en  troisième  lieu , m = 2 .n",  n’1  étant  impair;  on  petii 
former  une  équation  7.~o  analogue  aux  précédentes,  dont  l< 

tiegre  ni ou  oê . « (/«  — 1 sera  deux  lois  divisible  par  2, 

et  qui , en  vertu  de  ce  «pii  vient  «l’être  dit,  aura  au  moins  un  fac- 
teur réel  du  second  degré;  d’où  , en  répétant  les  mêmes  raison 
nements  «[lie  dans  la  seconde  partie  dr  la  démonstration  , Ton 
pourra  conclure  que  la  proposée  elle-même  a au  moins  un  fadeur 
réel  du  second  degré. 
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Même  raisonnement  dans  l’hypothèse  où  l’on  aurait 
m — 2* . nm , m =z  as  . 

Donc  , enfin , toute  équation  de  degré  pair  quelconque  dont  les 
coefficients  sont  réels,  a au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré. 

Conséquence.  — 11  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équation 
de  degré  pair  est  déeomposable  dans  le  produit  d’autant  de  fac- 
teurs réels  du  second  degré  qu'il  y a d'unités  dans — • ou  dans  la 
moitié  de  son  degré. 

En  effet,  puisqu’une  équation  de  degré  pair  a au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier  membre 
par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  de  degré 
pair,  à coefficients  réels,  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel 
du  second  degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  cette  seconde  équation;  et  ainsi  de  suite.  Donc  le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  produit 
d’autant  de  facteurs  réels  du  second  degré  qu'il  y a d’unités  dans 
la  moitié  de  son  degré. 

Si  l’équation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vertu  du  théo- 
rème n°  312,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  on  pourrait 
l’en  débarrasser  ; et  l’équation  résultante  serait  déeomposable  en 
facteurs  réels  du  second  degré. 

D’où  l'on  peut  conclure,  en  dernière  analyse,  le  théorème  énonce 
n°  3118;  savoir,  que  les  racines  imaginaires  d'une  équation  vota 
par  couples,  et  sont  toutes  de  la  forme  a ± b — i . 

388.  Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations. 

La  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  étant  connue, 
nous  pouvons  procéder  à leur  recherche. 

Soit  r"  + Px““'  -t-  Or'"-  4-  . . . 4-  T.r  4-  U = o 

une  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables  et 
des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  p 4-  q y' — 1 l’une  de  ces  dernières;  il  vient,  par 
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la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée, 

p+q\! — I )"-HP  — i ...-H T (^-+-7  * ) + U = o. 

Or,  si  l'on  développe  les  calculs,  et  qu’on  appelle  M l'ensemble 
des  termes  réels,  N y — 1 l’ensemble  des  termes  imaginaires, 
l’égalité  ci-dessus  revient  à M -h  N ^ — 1=0,  équation  qui  ne 
peut  exister  à moins  que  l’on  ait  séparément 

M — o et  N — o . 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  pet  y,  combinées  avec  les  coefficients  de  la  pro- 
|K»ée.  Si  donc  on  cherche  tous  les  sy  stèmes  de  valeurs  de  p et  de  q, 
EN  NOMBRES  RÉF.l.S  COMMF.NSUBARt.KS  OU  INCOMMF.XSURABLhS  , pro- 
pres à vérifier  ces  deux  équations,  et  qu'on  les  substitue  dans  l’ex- 
piession  p q ^ — 1,0/1  obtiendra  ainsi  successivement  toutes  les 

racines  imaginaires  rie  la  proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  imagi- 
naires. Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui  peuvent 
faciliter  cette  recherche,  et  qui  sont  d’ailleurs  assez  importantes 
en  elles-mêmes. 

539.  Supposons  que,  pour  obtenir  les  racines  réelles  incom- 
mensurables d’une  équation  X = o , on  ait  été  obligé  (n°  541)  de 
former  l’équation  aux  carrés  des  différences  / — o , et  voyons  le 
parti  qu’on  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a , b , r , . . . les  racines  réelles  de  X = o,  et 
pa v p±q\] — 1 ,p’±q'\j — 1,...  les  racines  imaginaires; 
prenons  d’ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces 
racines  considérées  deux  à deux.  On  en  obtient  de  quatre  espèces, 
savoir  : 

i°.  Les  différences  entre  deux  racines  réelles,  telles  que 
a — b,  a — c , b — c. , ...  ; 

2*.  Les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées  , 

l‘-\-qsl—i—{p—q\J—i)  — ?.qj—i,  2</V— t,  2 q"  \f—ï  ; 

ê'.  les  différences  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima 
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ginairc, 

a — p — q ^ — I , a — p -+-  q \j  — 1,6—//  — q'  )/ — l , . . ; 

4°.  Enfin , les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  non 

conjuguées , p — p'  (q  — q')  ^~—~l  > P—p'—(</—'l')\/—  '••• 
Or,  pour  peu  «ju'on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on  reconnaît 
que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  essentiellement  po- 
sitifs ; les  carrés  des  secondes  différences  sont  — 4 7%  — 4 7,V--, 
c’cst-à-dire  des  quantités  réelles,  tuais  essentiellement  négatives. 
Quant  aux  carres  des  deux  autres  espèces,  ce  sont  généralement 
des  expressions  imaginaires. 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  l’équation  Z = o,  les  racines 
réelles  et  négatives  de  cette  équation  sont,  en  général,  tes  carrés 
tics  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  — a,  — 6,  — ces  racines,  que.  l’on  peut 
obtenir,  soit  par  la  méthode  des  racines  commensttrablcs , soit  par 
la  méthode  des  racines  incommensurables  ; on  a 

472  = a,  4<7,î  = e,  4 v"’ = 7 » ■ • • î 

tl’oii  l'on  déduit 

7 = ±^v/“’  q'=±l-\JÏ,  l"  — 

Connaissant  les  valeurs  de  c\ , q',  q”,...,  on  obtiendra  celles  de 
p , p',  p",...,  en  substituant  zfc  ^ '*»  — !,  à la  place  de  q 

dans  les  équations  M = o,  N = o,  que  l’on  a établies  dans  le  numéro 
précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaque  substitution,  un  com- 
mun diviseur  en  p,  lequel,  égalé  à o,  donnera  les  valeurs  de 
P.  1»'.  l>" 

A la  vérité,  ce  moyen  est.  en  défaut  lorsque  l’une  des  racines 
réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  p,  p ', . . . 
de  l’une  de  ces  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de  a ~ p,  par 
exemple,  les  deux  différences  a — p — q — i , a — p -\-q  V — 1 > 
se  réduisent  à — q sJ — t et  q \f—  t,  dont  les  carrés  sont 'égaux 
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à — q'.  Il  est  encore  en  défaut  lorsque  les  parties  réelles  «les  deux 
racines  imaginaires  non  conjuguées  sont  identiques  ; car,  par 
exemple,  p — p'  réduit  les  différences 

P — P -+■  (</  — ?')  y/—  c p — p’  — {'/  ~ </)  \/ — * > 

“ (7  ~ </')  y/—  » et  — (q  — q')  )J — t , 

• 

dont  les  carrés  sont  égaux  à — ( q — q'y. 

D’où  l’on  voit  que  l'équation  Z — o peut  quelquefois  avoir  des 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de  — 4 l7'> 
— 47’,...;  mais  il  est  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine 
négative  telle  «pie  — j!  est  une  valeur  convenable , à ce  que,  si 

l’on  substitue  ^ dans  M et  N,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 

polym'imes  en  p,  résultant  de  cette  substitution  , aient  un  diviseur 
commun;  toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  à cette  condition  devra 
être  rejetée  comme  provenant  de  l’une  des  circonstances  dont  nous 
venons  de  parler. 

Nous  observerons  encore  que,  dans  ces  mêmes  circonstances , 
l’équation  Z = o devrait  avoir  des  racines  égales  , puisque,  comme 
nous  l’avons  reconnu  plus  haut,  dans  l'hypothèse  de  a = p,  deux 
carrés  au  moins  se  réduisent  à — q et  dans  l'hypothèse  «I e,p  — p', 
deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à — [q  — r/)’.  Ainsi,  l’on  pour- 
rait, par  la  méthode  des  racines  égales,  débarrasser  l'équation 
Z = o des  valeurs  différentes  de  — 4 7%  — 4r/,!>  — (7  — 7 ,)5»  e,c- 
Quoi  qu’il  en  soit , on  conçoit  combien  la  méthode  pour  décou- 
vrir les  raciims  imaginaires  d’une  équation  doit  être  pénible  et 
laborieuse  toutes  les  fois  que  l’équation  est  d’un  degré  supérieur 
au  troisième. 

§ II.  — Résolution  des  Équations  générales  de  degré 
supérieur  au  second. 

Nous  avons  maintenant  une  tâche  importante  à remplir,  c’est 
de  faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  problème 
«le  la  résolution  «les  équations  générales  de  tous  les  degrés.  Ce 

a 
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problème,  qui  a longtemps  occupe  les  mathématiciens  les  plus 
célèbres,  a pour  but , étant  donnée  une  équation  générale  et  com- 
plète, d’obtenir  les  expressions  de  ses  racines  au  moyen  d’un 
nombre,  limité  d’opérations  algébriques  effectuées  sur  les  coeffi- 
cients. Jusqu'à  présent,  la  question  n’a  etc  résolue  que  pour  les 
quatre  premiers  degrés;  et  l’on  doute  si  jamais  on  pourra  parve- 
nir à une  résolution  complète  pour  tous  les  degrés. 

Quoiqu’il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  plus 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré;  ensuite  nous  ferons  connaître 
d'autres  méthodes  susceptibles  de  s’appliquer  avec  plus  de  succès 
aux  équations  d’un  degré  supérieur. 


Equation  du  troisième  degré. 

590.  D’abord,  ou  peut  supposer  (n°  260)  l’équation  privée  de 
son  second  terme , et  ramenée  à la  forme 

.r*  +px  -+■  q = o.  (t) 


Faisons,  dans  cette  équation  , 

x—y-{-z-,  (2) 

c’est-à-dire  supposons  x égal  a la  somme  de  deux  autres  inconnues 
(cette  forme  que  nous  donnons  à la  valeur  de  x peut  être  motivée 
sur  ce  que,  dans  l’équation  générale  du  second  degré,  la  valeur 
de  x se  compose  aussi  de  deux  parties  distinctes). 

On  obtient,  en  élevant  l’équation  {2)  au  cube, 

x''  itz  v“  3_r3  z — t-  3 y t1  -+-  z3  y"  -f-  z*  — y 3^‘s  ( y -I-  s) , 
ou  bien , .z3  = y3  -F-  z3  -F-  3 yz . x , 

et  transposant,  x'  — 3 yz  . x — y3  — z'  — a. 


Pour  que  cette  équation  s’accorde  avec  l’équation  (1),  il  faut  et 
il  suffit  que  l’on  ait 


P =—  3yz, 
7 = — y — 


I 


d’où 


(3) 

i4) 
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Dés  que  ccs  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs  de  i 
et  de  z seront  telles,  que  leur  somme  exprimera  la  valeur  de  x, 
propre  à vérifier  l'équation  (i).  Tâchons  donc  de  déterminer  r 
et  z d’après  ces  deux  conditions. 

L’équation  3),  élevée  au  cube  , donne  /’z-1  = — : 

mais  on  a déjà  ÿ*  ■+■  zs  = — q ; 


donc  (n°  llf)  les  quantités  y‘  et  s3  sont  liees  entre  elles  par 
l’équation  du  second  degré 

/’  -+-  qt  — — = 0 1 (51 

2 7 


dont  le  second  terme  a pour  coefficient  la  somme  donnée  — q , 
prise  en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 


aussi  ilonnc, 


2 7 

Cette  équation  est  appelée  la  réduite  de  l'équation  du  troisième 
degré,  parce  que  c'pst  de  sa  resolution  que  dépend  celle  de  la 
proposée. 


L'équation  (5  donnant 
i,  vient  + 

2 y 4 27 


d’où  , à cause  de  la  relation  irrr  + 3, 


.r 


eL 

2 7 


expression  qui  renferme  implicitement  les  trois  racines. 

En  effet , désignons  par  m et  n ce  que  deviennent  respective- 
ment les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y remplace  p et  q par 
les  valeurs  correspondant  à l’equation  (t);  puis  observons: 
i°.  Que  les  équations/’  = m3,  z3  — n ’ donnent  (n°  375) 


r = m , y — zm , y = x‘ m , et  z — n , s = a«,  z=a-/> 
(t,  a,  a3  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité  ; -r 
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2».  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  y et  de  z , dont  la 

somme  exprime  la  valeur  de  x , doit  être  égal  a ^ > '*  aP,us  la 

relation  (3). 

Il  en  résulte  évidemment  qu’on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
l’équation  (i)  en  combinant  deux  à deux  les  six  valeurs  ci-dessus 
de  r et  de  z , et  ne  prenant  toutefois  que  les  combinaisons  qui 

, p 

donnent  un  produit  égal  à — 

Or  on  a , en  premier  lieu  , 


donc  x = m -+-  n forme  la  première  racine. 


En  second  lieu  , a m X vén  = a3  mu  = nui  — — 

donc  x — uni  -t-a- n donne  une  seconde  racine. 

p 

Enfin  , o?m  X an  = a?nm  — — — ; 

donc  x = a1  ni  -t-  an  exprime  unf.  troisième  racine. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  (comme  on  peut 
s’en  assurer  aisément)  la  condition  que  le  produit  soit  égal 

à — ~ ; ainsi,  elles  doivent  être  rejetées  , et  l’on  a , pour  les  trois 

racines  de  la  proposée , 

x = m ■+■  n,  x — a/n  H-  a7  n , x = u'm  -t-  au. 

N.  B.  — On  parvient  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  x 
en  divisant  le  premier  membre  de  l’équation  (i)  par  x — ni  — ». 
Mais  auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce  pre- 
mier membre.  Comme  on  a,  en  vertu  des  équations  (3) , (4),  et 
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des  deux  équations  y — m,  z — n, 
u 

mn  — — - , m3  -f - n3  z=  — q , 


il  en  resuite 


p~  — 3 mn  , q = — m3  — rt3  ; 


d’où,  substituant  ces  valeurs  de  p et  de  q dans  le  premier  membre 
de  la  proposée , 

x'  — 3 mn  . x — m 1 — n3 , 
expression  qui , divisée  par  x — m — n , donne 
x1  — (m  n)  x - f-  m’  — mn  -f-  n'. 

Égalons  ce  quotient  à o,  et  résolvons;  il  vient,  toute  réduc- 
tion faite, 


01  + 11  m — n 


— — m -+-  n m — n , 

V — 3,  x — v — 3, 

2 2 2 2 

valeur  dont  il  est  facile  de  prouver  l’identité  avec 

x = a m -f-  a1  n , x = a’  m -f-  an , 

en  se  rappelant  (n°  167)  que 

— i -t-  <J- — 3 , — i — — 3 

a — 1 a ou  a'  = • 


DISCUSSION. 

l^es  quantités  m et  « renfermant,  dans  leurs  expressions, 
le  radical  t /4~  -t-  — > on  conçoit  que  la  réalité  ou  V imaginante 

V 4 27 

des  trois  racines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quantité 

nJ 

. -f-  --  • On  est  donc  conduit  à faire  les  hypothèses  suivantes  : 

4 27 

Ç+£>o,  = £ + £<o. 

4 4 27  4 27 

Examinons  successivement  ces  /«>«  hypothèses  (*). 


(*)  Les  conditions  de  réalité  ou  d’imaginarité  des  racines  de  l’équation 
du  troisième  degré  ont  été  déjà  discutées,  indépendamment  de  sa  résolu- 
tion, au  moyen  du  théorème  de  M.  Stbkm.  (Voyez  le  n°  5iîiî  ) 
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591 


£ + £>0. 

4 27 


Dans  ce  cas,  comme  les  deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont 
réelles  et  inégales , il  s’ensuit  que  les  quantités  m et  n sont  aussi 
réelles  et  essentiellement  différentes  l’une  de  l'autre. 

Ainsi , la  première  valeur  x — m ■+■  n , 


- *=v/-’Vï+£+\/-5-\/H’ 

est  réelle. 

m -t - n ,m  — n . 

Les  deux  autres , x — zlz v — o , 

2 2 


sont  imaginaires;  car  elles  renferment  \/  — 3,  et,  d’après  l’hypo- 
thèse , m — «est  réel  et  différent  de  0. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle,  le  principe  établi  n°  512  sur 
les  équations  de  degré  impair  prouve  que  cette  racine  est  positive 
si  q est  négatif,  et  négative  si  q est  positif;  ce  dont  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  par  la  discussion  de  la  première  valeur 
de  x ci-dessus. 

592 2° % + — = 0. 

4 27 


Dans  ce  nouveau  ras,  les  racines  de  la  réduite  se  réduisant 
l’une  et  l’autre  à — -,  les  valeurs  de  ///  et  de  n sont  réelles  et 


«I 
de  x 


3 / a , , 

gales  chacune  à y/  — - ; ce  qui  donne,  pour  la  première  valeur 
■ * , 

‘-V-i;  _ 

Pour  les  deux  autres  , comme  on  a m = n = t / — —, 

V 2 

tî=— 


il  en  résulte  m — n — o , et 
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Ainsi,  ces  valeurs  sont  égales,  et  se  réduisent  chacune  à 


c’est-à-dire  que  leurs  valeurs  numériques  sont  chacune  moitié  de 
la  première. 

Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  17  positif,  l’équation  (1) 


a une  racine  réelle  négative, 


2 


et  deux  racines  positives 


Le  contraire  a lieu  quand  le  dernier  terme  est  négatif;  c’est- 
à-dire  qu’elle  a une  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives 
égales. 


595 


EL 

27 


<0. 


Cas  irréductible. 


Cette  condition  , qui  exige  nécessairement  que  />  soit  négatif, 
donne  pour  la  réduite  deux  racines  imaginaires  ; et  la  première 
valeur  de  x se  présente  sous  la  forme 


x — ni  n — \ M -+-  N \ — 1 -t-  \/M  — N \J  — 1 . 


D’après  cela,  il  semble  au  premier  abord  que  cette  valeur  de  x 
doive  être  imaginaire,  aussi  bien  que  les  deux  autres  qui  renfer- 
ment déjà  dans  leur  expression  le  symbole  — 1 . L’équation  ( 1 ) 
aurait  donc  ses  trois  racines  imaginaires;  ce  qui  serait  en  contra- 
diction avec  le  premier  théorème  du  n°  5t2. 

Mais  on  peut  démontrer  que , dans  les  expressions  des  trois 
racines,  les  imaginaires  s’entre-détruisent,  et  que  les  trois  racines 
sont  réelles. 

En  effet,  si,  en  admettant  (n°  174)  l’exactitude  de  la  formule 
du  binôme  dans  le  cas  de  l’exposant  fractionnaire,  on  pose 


m — ~ dans  (<7  -t-  h y/ — i),n  (n"  ôttti ) , 
A!g.  B.,  1 or  éd. 


41 
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Oit  trouve  VM  + Ny/ — 1 — P -H  Q y — 1 > 

Ü 

V M — IN  — P — Q y/IT , 

a a 

ce  qui  donne  m 4-  n — y M 4-  N \j  — t -+-  y*M  — N ^ — i = *!'; 
ainsi , la  première  valeur  de  x est  réelle,  et  se  réduit  à 

X = 2 P.  . 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a 

m « — a IJ , m — n — a Q \/ — i , 

<>n  obtient , en  substituant  dans  l’expression 

m -f-  n m — n < — 

x — — dt V — à > 

2 2 

x = — P ± Q y/  — l . yT^l  = — PipQy/3  (n"  170}. 

jftnsi , les  trois  valeurs  de  x sont  réelles. 

Le  dernier  cas  que  nous  venons  d’examiner,  et  sur  lequel  les 
analystes  se  sont  beaucoup  exercés,  porte  le  nom  de  cas  iiirk- 
ductible,  parce  que,  malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trois 
racines,  les  formules  obtenues  précédemment  ne  peuvent  être 
d'aucune  utilité  pour  leur  détermination.  En  effet,  on  vient  de 
voir  que  l’on  ne  saurait  débarrasser  ces  formules  des  imaginaires 
qu’elles  renferment,  «pi 'en  réduisant  la  première  valeur  de  x en 
une  suite  infinie,  rarement  convergente;  et  il  est  impossible,  lors 
même  que  la  série  est  convergente,  d’obtenir  les  expressions 
exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcé,  dans  ce  cas,  d’avoir 
recours,  pour  les  applications,  aux  méthodes  de  la  résolution  des 
•'quations  numériques.  ' — •-  __ 

Équation  du  quatrième  degré. 

594 . Soit  x*  -f-  pr‘  H-  qx  -f-  r = O - (l) 

l’équation  à résoudre.  (Nous  supposerons  encore  l’équation  privée 
•le  second  terme.) 

1 

\ 

V 
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En  se  laissant  conduire  par  l’analogie,  on  pont  être  tenté  de 
faire  x—  y -+■  z,  c'est-à-dire  .r  égal  à la  somme  de  deux  autres 
inconnues  : c’est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a suivie,  en 
employant  ensuite  plusieurs  artifices  d'analyse  pour  tirer  parti  de 
sa  méthode.  Mais  les  ralcols  qui  se  rattachent  à celte  méthode  sont 
très-compliqués , et  l’on  parvient  beaucoup  plus  promptement  aux 
expressions  de  l’inconnue  par  l’introduction  de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait,  dans  l'équation  , x = y -t-  z 4-  u ; (2) 

il  vient,  par  l’élévation  au  carre, 

x5  = »•’  -f-  z’  -f-  u1  2 (yz  -I-  ru  4-  zu)  , 
ou  x1  — (y7  -f-  z-  -h  11  =2  (;!+;«  + :«); 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation , 
on  obtient 

x'  — 2 (/’-+-  z’  -t-  u’j x1  -4-  ( j3  4- z1 4-  a1.1  = 4 (y,î:4-y:«!4-  été) 

-h8yzu(y-t-  z 4 -«), 

ou  , remplaçant  y 4-  z 4-  « par  x,  et  transposant , 

x'  — 2 ( y’  4-  z’  4-  té)  x1  — 8 yzttx  4-  ( y1  4-  z1 4-  u')1  1 

— 4 [}'  *'  4* y,u‘  4-  z*»’)  } 

Or,  pour  <|ue  celte  équation  s’accorde  avec  la  proposée,  il  faut,  et 
il  suffit  que  l’on  ail  : 

1 — — 2 (y‘  4-  z‘  4-  «'],  d'où  y*  4-  z!  4-  u1  = — ^ : ( 3) 

2".  r—ly- 4-  z1  4-  «Y  — 4 (f‘  ^ + J*11'  + z‘  «:j> 

ié  — 4 r 

d’où  y' z1  4-  r’ té  4-  z-  u 1 — — -r — : (4) 


q — — 8 yzu,  d’où  yzu  — ■ 


Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servira  déter- 
miner les  valeurs  y,  z,  u,  dont  la  somme  formera  d’ailleurs  1a  valeur 
de  x.  Or  l’équation  (5),  élevée  au  carré,  donne 

b4 


Digitized  by  Google 


<144  RÉSOLUTION  IIP.  1,’ÉQÜATION  DI!  QUATRIÈME  DEGRÉ. 

J)’où  l’on  voit  que  les  carrés y\  z1,  u‘  sont  tels,  que  leur  somme 
est  égale  à un  nombre  donné,  — -,  la  somme  de  leurs  produits 


deux  à deux  égale  à un  autre  nombre  donné 


et  enlin 


le  produit  de  ces  trois  carrés,  égal  à 


<jl 

64' 


Donc,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n"2-42)  entre  les 
coefficients  et  les  racines  de  l’équation  du  troisième  degré , la  dé- 
termination des  carrés  y1,  2%  n‘  ne  dépend  plus  que  de  la  résolu- 
tion de  l’équation  du  troisième  degré 


Si , pour  faire  évanouir  les  dénominateurs , on  pose 
vient  sz  ■zps'1  -+-  ( p 2 — 4r)'s  — 7’  = o. 


4’ 


il 


(6) 


Telle  est  la  réduite  de  l’équation  du  quatrième  degré. 
Désignons  par  s',  s",  s'"  les  trois  racines  de  l’équation  (6)  que 
l’on  sait  maintenant  résoudre;  il  en  résulte 


J 


T Va 


± T V'f">  « = ± ï Vf 


et , comme  on  a d’ailleurs  x — y -+-  s -+- 11 , il  faut  combiner  ces 
valeurs  par  addition,  ce  qui  donnera  en  apparence  huit  valeurs 
différentes.  Mais  si  l’on  observe  que  l’on  a,  pour  une  des  équa- 


tions de  condition. 


yZU 


on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  que  le  produit 
îles  trois  valeurs  de  y,  z et  u soit  positif  si  7 est  négatif,  et  négatif 
si  q est  positif. 

D’après  cela,  le  uombre  de  solutions  est  évidemment  réduit  à 
quatre , savoir  : 
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i Lorsque  q est  négutîf,  auquel  eus  la  proposée  est 
x‘  -I-  / >x 1 — qx  •+-  r = o , 

rs  + TV'j'  + T^  + T V^”\ 

*=+-  TV^-^-WÂ 

x = _ J-*/?  +Ly[7'-Ly[7\ 

Dans  ce  cas,  les  trois  radicaux  doivent  être  positifs,  ou  Y un  po 
sitif  et  les  deux  autres  négatifs. 

2".  Lorsque  q est  positif,  ou  que  la  proposée  est 

•c‘  -+-  px1  -+-  qx  r — o , 

x~ — j \'s  ■+■  7 \f*”  + 1'  \f  ’"\  | , ^ 

x = + iV'i>-i^  + WÂ  i 

* 

[trois  radicaux  négatifs,  ou  un  négatif  et  deux  positifs). 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des  coef- 
ficients de  la  proposée,  il  faudrait  remplacer  s',  s",  s"  par  leurs 
valeurs  tirées  de  la  réduite;  mais  les  formules  que  l’on  obtiendrait 
seraient , comme  on  peut  en  juger,  extrêmement  compliquées. 

DISCUSSION. 

5DS.  La  réalité  ou  l'imaginante  des  racines  de  la  proposée  dé- 
pend essentiellement  de  la  nature  des  racines  de  la  réduite;  ainsi, 
l’on  est  conduit  à établir  les  hypothèses  suivantes  : 

i°.  La  réduite  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles.  Mais 
alors,  comme  son  dernier  terme — q'  est  essentiellement  négatif, 
il  s’ensuit  que  ces  trois  racines  sont  positives , ou  bien  que  l’une 
est  positive  et  les  deux  autres  négatives  (nn  ûIU). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives , les  quatre  rm  in  es 
de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 
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Si  l'une  d’elles  seulement,  s'  par  exemple,  est  positive,  les 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires , à moins  que  l’on 
ne  suppose  les  deux  racines  négatives,  s",  s'"  de  la  réduite  (6), 
égales  entre  elles,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  à 


■*  ~ 7 S1*'  -H  \1*" , 7 VV  — \/ s" , ~ 7 — TV^% 

1 bien,  x — j \/s'  — \ s" , — -j  \/s'  4-  \Js" , T \fP , ÿ s/7'  ; 


c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  deux  premières  racines 
sont  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  et  égales. 

20.  La  réduite  peut  avoir  une  seule  racine  réelle.  Soit  s' 
cette  racine,  qui  est  nécessairement  positive  (puisque  le  dernier 
terme  — q-  est  négatif}  ; comme  les  deux  autres  racines  s"  et  s'1' 
sont  imaginaires,  si  l’une  est  de  la  forme  a -+■  b ^ — 1,  l’autre 
est  nécessairement  (11”  580)  de  la  forme  a — b y/ — 1.  Or  on  a 
( n‘  J21) 

\ a -4-  b y1 — t — m -h  n y — 1 , \ a — b y — 1 = m — n y — 1 ; 

d’où  y a -+-  b y — 1 -+-  \'a  — b y — i = 2 m, 

\ja  -4-  b — 1 — \a  — b — 1 = 2 n \j  — 1 . 

Donc,  quel  que  soit  le  signe  de  q dans  la  proposée,  les  deux  pre- 

mières racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires  : car,  dans 
les  formules  (7)  et  (8),  les  expressions  des  deux  premières  racines 
renferment  yV'  et  y .i"'  avec  le  même  signe , tandis  que  dans  les 
expressions  des  deux  dernières  , ces  deux  radicaux  sont  affectés  de 
signes  contraires. 

En  récapitulant,  on  voit  que  l’équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  ses  quatre  racines  réelles  a la  fois  ou  imaginaires  à la  fois, 
ou  bien  avoir  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires. 
(Ce  résultat  est  conforme  au  principe  établi  n°  ôlô.) 


K 
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Méthmle  de  résolution  des  équations  du  troisième  on  du  quatrième 
degré  par  tes  Jonctions  symétriques. 

IV  toutes  les  méthodes  <|ue  les  analystes  ont  essayées  jmhii 
résoudre  les  équations  algébriques,  relie  qui  est  fondée  sur  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  et  que  l’on  doit  à Lagrange, 
est  sans  contredit  la  plus  fécondé  et  la  plus  élégante,  quoiqu'elle 
entraîne  dans  des  calculs  assez,  longs;  mais  du  moins  on  se  forme 
aisément  une  idée  de  la  manière  dont  elle  |>eut  être  appliquée  aux 
équations  d'un  degre  supérieur  au  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode  , nous  allons  d’abord 
l'appliquer  à l’équation  du  second  degre. 

Equation  du  second  degre. 

."OC.  Soit  x1  4-  px  -f-  q — o l'équation  proposée. 

Appelons  a et  b ses  deux  racines  ; on  a déjà  fn"  liVi) , entre  ces 
racines  tt  les  coefficients,  les  relations 

a -h  h — — jt , ah  — q. 

Si  l’on  pouvait  obtenir  une  autre  équation  du  premier  degre 
en  a et  h,  on  aurait,  pour  déterminer  ces  quantités,  deux  équa- 
tions du  premier  degré;  et  la  question  n’offrirait  plus  aucune 
difficulté. 

Désignons  donc  par  in  4-  mb  la  fonction  de  a cl  de  b qui  doit 
entrer  dans  la  composition  de  cette  équation  inconnue;  et  posons 

la  4-  mb  — z, 

l,  m,  s étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Comme  Ib  4-  ma  donne,  par  l’échange  des  lettres  a et  b , 
deux  combinaisons  différentes,  la -h  mb  et  Ib  4-  ma , il  s’ensuit 
(n"2B7)que  l’équation  qui  donnera  la  valeur  de  z doit  être  du 
second  degré,  et  de  la  forme 

[z  — (la  4-  '»b]\  [z  — (Ib  4-  /««)]  =r  o;  ( t ) 

et  puisque  cette  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins 
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faire  en  sorte  qu’elle  ne  soit  qu’à  deux  ternies  ou  de  la  forme 
a’  — h,  parce  qu’alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira 
pour  la  résoudre. 

Or,  pour  qu’elle  se  réduise  à cette  forme  , il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition  Ib  -t-  ma  — — [la  -+•  mb); 
il  en  résulte  (/  -f-  m ) [a  b)  = o. 

Mais  on  ne  peut  avoir  a -+-  b = o,  puisque  le  coefficient  du  se- 
cond ternie  de  la  proposée  est  différent  de  o ; on  a donc  néces- 
sairement 

l -h  m = o,  d’où  /=  — m. 

D’ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l’objet 
que  l’on  s’était  proposé;  ainsi,  m reste  indéterminé,  et  l’on  peut 
faire,  pour  plus  de  simplicité , ni  — i,  ce  qui  donne  l = — i . 
L’équation  (1)  devient  alors 

[a  -t-  (a  — ù)j  [a  — («  — ù)]  = o ; 
ou,  réduisant,  a’ — a1 — b7  + 2ab  — o.  (2) 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
donne  (n°  292) 

Si  = n + 6 = — p , S,  — — pS, — 2 q—p7 — 2 q , ab  — q. 

Substituant  ces  valeurs  de  a7  -t-  b 7 et  de  2 ab  dans  l’équation  (2), 
on  obtient,  pour  cette  réduite, 

z- — /•>’ -4- 4 “7  = 0 ! d’où  a = rfc  \j  p7  — 

(Si  la  première  valeur  de  a représente  a — b , la  seconde  exprime 
celle  de  b — a.) 

Combinant  enfin  l’équation  a -+-  b — — p 

avec  la  relation  a — b — y p7  — 4 7 ' 

on  en  déduit 

a = — \ + j \TP — 4</.  h — vV  ~ 47 ' 

ou  bien , 

' c-  <*■  *•  T- 
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Er/nation  du  troisième  degré. 

397.  Soit  f+zix  + i/rn  l'équation  à résoudre. 

Puisque  le  sccontl  terme  manque  dans  cette  équation  , on  a 
déjà  entre  a,b,c,  la  relation  « + i + f = o;  si  donc  nous 
pouvions  former  deux  autres  équations  du  premier  degré  eu 
a,  b,  c,  les  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément 
déterminées. 

Désignons  par  la  -t-  mb  ne  une  des  fonctions  qui  doivent 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu’il  s’agit  d’obtenir, 

et  posons  la  -+■  mb  -+-  ne  — z.  (i) 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  differentes  par 
l’échange  des  lettres  a , b , r,  les  unes  dans  les  autres  , savoir: 

la  -|-  mb  -+-  ne,  Ib  -H  ma  -t-  ne, 

la  -t-  me  -+•  nb , et  II)  -f-  me  -f-  nn , 
le  -f-  ma  -h  nb  , le  -+-  mb  -h  na , 

l’équation  d’où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré.  Or, 
pour  qu’une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d’après  les 
principes  déjà  établis,  il  faut  (n"  370)  qu’elle  ne  renferme  que  les 
exposants  6 et  3;  c’est-à-dire  qu’elle  soit  de  la  forme 


z*  -I-  Ai5  -4-  B = O. 


« 


Tâchons  donc  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  les 
six  racines  de  cette  dernière  équation  , afin  d’en  déduire  celles  qui 
doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  u',  n"  les  deux  racines  que  l’on  obtient  immédia- 
tement en  posant  z1  = «; 


d’o 


u ’ + A«+ll  = o,  et  u 


-Wf 


B; 


appelons  en  outre  i,  a,  a3  les  trois  racines  cubiques  de  i : on  a 


z 


z 


ci1  u ; 
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Ainsi , en  prenant  la  -4-  »>b  -4-  ne  — z',  et  la  -4-  me  -4-  nb  =z  z" 
pour  les  deux  combinaisons  principales,  si  l’on  veut  exprimer  que 
les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  (2), 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  les  relations  : 

i°.  le  -t-  ma  -4-  nb  = a {la  + ni  b -t~  ne), 

Ih  ■+■  me  4-  na  = a1  ( la  -+-  mb  ■+■  ne)  ; 

2".  Ib  ■+■  ma  -4-  ne  = a {la  -4-  me  -4-  nb) , 

le  -4-  mb  -4-  na  — a’  {la  -4-  me  -4-  nb). 

{Il  est  h remarquer  que  l’on  ne  doit  pas  égaler  indifférem- 
ment une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  pro- 
duit de  a,  ou  de  a',  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  soin 
(pie,  dans  la  combinaison  prise  pour  le  premier  membre  de 
la  relation , aucune  des  lettres  a,  h , c ne  soit  affectée  d’un 
coefficient  égal  à celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  second  membre  : 
autrement  on  serait  conduit  à des  relations  qui  impliqueraient 
contradiction.  ) 

Les  quatre  relations  precedentes  peuvent  être  transformées 
ainsi  : 

(/  — an ) c -4-  i m — al)  a -4-  {n  — a m)  b = o , 

{l  — arm)  b -4-  {m  — a7n)  c -4 - {n  — a-  l)a  = o , 

(/  — an)  b -4-  {m  — al)  a -f - (n  — am)  c = o , 

(/  — a-  ni)  e -f-  (ni  — or  n)  b -I - (n  — a1/)  a ~ o ; 

et  ces  conditions  seront  évidemment  satisfaites  si  l’on  a sépa- 
rément 

l — an,  ni  = al,  n = a ni , 

t ~ ar  m , ni  — a?  n , n = a1/. 

■Or  celles-ci  se  réduisent  à deux  essentiellement  différentes, 

■savoir  : m — al  et  n — a?l. 

JCn  eflet , on  a »•*  — 1 ; d’où  a — — et  a‘  — - : 

a?  a 

donc  m = al  revient  à m — — .1,  d’où  l — arm. 

a? 
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De  même,  n = a7  l revient  à «=■-./,  d'où  / — an; 

a 

enfin  , les  mêmes  relations,  m = a/,  n =r  a1/,  divisées  l’tme  par 

i /«  i „ , i 

I autre,  donnent  — = d ou  m = - n = x7n  et  n = a /«. 

n y a 

Donc  il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 
cm  --  ni  et  n — x1/. 

Comme  res  relations  donnent  m et  « en  fonction  de  l,  et  que  l 
reste  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

/ = i , ce  qui  donne  « = a , « = a3  ; 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  m,  n ne  sont  autre  chose  que 
les  racines  cubiques  de  l'unité. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

In  -+-  mb  -|-  ne  = z’,  in  -4-  me  -+-  nb  = z"  ; 
il  vient  n -t-  y.b  -*-a;r  z=  z‘,  n - f-  a c -h*7 b = s". 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  ensuite  l’équation  en  z;  mais 
observons  que , vu  la  forme  (2)  qu’elle  doit  avoir,  ses  six  racines 
sont  comprises  dans  les  deux  équations 

z3  z'1  r=  (a  -+-  nb  a’c)3 , z3  — z"'  ~ a -+-  ac  -f-  a 7 b)7 , 

ou,  ce  qui  revient  au  même  , dans  l’équation  unique 

[z1  — (n  a b -f-  st’c)’]  [z3  — (ci  ac  -+-  a3  ù)3]  = o. 

Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  produit 
à ceux  de  l’équation  (2),  on  trouve 

A = — [( a -t-  nb  -4-  a5c)J  -t-  (a  -h  ne  — a1  £)•'], 

B = (ci  + a b -+-  a’c)3  (a  ac  -f-  a b ) . 

Si  l’on  remonte  à la  composition  primitive  de  l’équation  en  z, 
on  reconnaît  que  cette  équation  est  svmétriquc  en  «,/<,<;  ainsi. 
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les  coefficients  A et  B peuvent  (n°  891»)  s’exprimer  au  moyen  îles 
coefficients  de  la  proposée,  et  la  difficulté  consiste  à évaluer  les 
diverses  fonctions  symétriques  dont  A et  B se  composent. 

Avant  d’aller  plus  loin,  rappelons-nous  que  i,a , a-  étant  les 
racines  de  l’équation^3  — 1 = o,  l’on  a 

a3  = i , a1  = a 1 . a = a , a1  ==  a’ , a6  = I , . . . 
et  i + « + a’  = o ; d’où  « -+-  a’  = — i . 

Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  A et  B ; il  vient  : 
i°.  . . A = — [2  Ta3  -t-  3 (a  -+-  a!)  Ta’  b -+-  12  abc], 
ou  A — — (2  T nz  — 3 T«’  b - 1-  12  abc]. 

Or  les  formules  des  nos  298  et  suivants,  appliquées  à l’équa- 
tion x3  -+- px  H-  7 — o , donnent 

S,=o,  Sj= — PS, — 2Q=  — 2/>,  S.,=  — PS,— QS,—  3R=—  3ry; 
d’où  T à1  b — S;  S,  — S,,  = — S.,  = 37. 

D’ailleurs  on  a nbc  — — 7 ; 

donc  A = — ( — 67  — 97  — 127)  = 277. 

2°.  . . B = [(«  + ab  -4-  a’c)  («  +*c  + i’  i)]3. 

Mais 

(a  -+-  ab  -f-a’c)  (a-i-ac-h  aJ  b)  — Trt1  -t-  (a  4-  *’)  Tnb—  in-  in  b ; 

d’ailleurs  on  a T«’  = S,  = — 2/»,  Tu/;  = p ; 
ainsi,  B = ( — 3 /;)3  = — 27  /»•’. 

Donc  , enfin,  l’on  obtient  pour  l’équation#en  z, 
z°  -+-  27  7Z3  — 27  y;3  = o. 

Cette  équation  donne  d’abord 

* = -lr±s/(t*3r)‘ ^'lpi  ’ 

ou  bien , Z3  = 27  ^ | ± \J  H-  ; 
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d’où  l’on  tire,  pour  les  valeurs  de  z'  et  de  z" , 


f»53 


£l. 

2 7 


Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  a , b , c,  il 
suffit  de  combiner  les  trois  équations 

a ah  y}c  = z' , 
b -4-  ac  — z" , 
a -h  b - (-  c = o , 


dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l’avons  déjà  vu,  que  la 
proposée  est  privée  de  son  second  terme. 

D’abord  , l'addition  de  ces  trois  équations  donne  , en  vertu  de 


la  relation  i -t-  a -+-  a1  = o , 
d’où  l'on  déduit 


3«  = »'  + *"} 


a 


ou  , remplaçant  z!  et  z par  les  valeurs  ci-dessus, 


C’est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n°  590. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a,  la  seconde 
par  a-,  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation;  l’on 
obtient 


3r  = az'-t-  a:z"  ; d’où  c = 


az'+a1  z" 


= atn  a’  n , 


s / 


m et  / 1 désignant  toujours  ( n”  590)  les  deux  radicaux  W — — • 

Enfin  , multiplions  la  première  par  a’  et  la  seconde  par  a,  puis 
ajoutons;  il  vient 


3 fc  = «’  z'-t-  az"  ; d’où  b : 


az" 


Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode.  . 
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Équation  du  quatrième  dcgvc. 

098.  Soit  jt'H-  pjc2-t-  qx  4-  r = o l’équation  à résoudre. 
Comme  on  a déjà  la  relation  a 4-  b 4-  c -+-  d=  o,  il  faut  tâcher 
d'obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en  a , b , r,  d. 

Désignons  par  ha  4-  Ib  4-  me  -I-  nd  l’une  de  ees  fonctions  dont 
il  s’agit  de  trouver  la  valeur.  Puisque , en  permutant  les  lettres 
a,  b,  c,  d de  toutes  les  manières  possibles,  on  pourrait  (n°  148) 
former  5-4  combinaisons  différentes , il  s’ensuit  que  la  réduite  en  s 
serait  du  vingt-quatrième  degré;  ainsi,  nous  devrions  faire  en 
sorte  de  la  ramener  à la  forme 

zJ‘  -t-  Az,84-  Bz“-f-  C = o, 

pour  qu’elle  fut  résoluble  à la  manière  de  celles  du  troisième. 
Mais  d’abord  il  est  possible,  à l’aide  de  quelques  artifices  d'ana- 
lyse, d’abaisser  son  degré. 

En  effet,  k,  l,  m,  ri  étant  ries  indéterminées,  on  réduit  le  nom- 
bre des  combinaisons  à douze  par  la  supposition  de  X = /. 

Faisant  ensuite  m — n , on  obtient  les  six  combinaisons 

l{a  -H  b)  4-  m (c  -t-  d\,  l[c  4-  d)  -f-  m(a  -t-  b), 

l{a  4-  c)  4-  m (b  4-  d) , et  l ib  4-  d)  4-  m (a  4-  c'), 

t («  4-  d)  4-  m (b  -h  c),  l(b  4-  c)  + m (a  4-  d)\ 

toutes  les  autres  rentrent  évidemment  dans  celles-là. 

Cela  posé,  puisque  la  nouvelle  équation  en  z est  du  sixième 
degré,  il  faut  tâcher  de  la  ramener  à la  forme 

z“4- Az' 4- BzJ  4- C = O ; (2) 

ce  qui  exige  que  ses  racines  soient  égales  deux  à deux  et  désignés 
■contraires.  Or  il  est  évident  que  l’on  satisfera  à cette  condition 
en  posant  l — — m — 1 ; car  alors  les  combinaisons  précédentes 
deviendront 

a -h  b — (c  4-  d) , c 4~  d — (a  4-  b ) , 

a 4-  r — (i  4r/),  et  b 4-  d — («  4-  e } , 

a -4-  il — ( b c),  h 4-  ç — [11  4 d). 
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Observons  les  combinaisons  placées  sur  une  même  ligne 
horizontale  sont  égales  et  de  signes  contraires  ; donc,  en  multi- 
liant  entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  z qui  corres- 
pondent à ces  valeurs,  on  obtiendra  pour  la  réduite, 

[z7 — (a  -f-  b — r — f/  i3]  x [z7  — (a  -+-  c — b — d)-\ 

X [z’  — (a  4-  il  — b — c)3]  = o . 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a,  b , r,  d , 
ses  coefficients  peuvent  s’exprimer  au  moyen  des  coefficients  de  la 
proposée;  mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
considérations  suivantes  : 

D’abord  («-+-/<  — c — f/)7,  développé,  revient  à 
(a  -+-  b c -f-  il)  — q (ar  + ad  4-  bc  -f-  bd). 

JWais  on  a 

« -+-  b c -+-  d = o , et  nb  4-  ai:  4-  ail  -+-  bd  4-  rd  — /i  ; 

donc  — (a  -h  b — < — d)2  = l\  />  — 4 (°b  •+•  ci/ 1 : 

on  trouverait  de  même 

— (a  -f-  c — b — d )'  — 4/>  — 4 ( “r  4-  bd) , 

— (fl  4-  il  — b — r i*  = 4/i  — 4 (n,l  •+■  br). 

Ainsi,  soit  pose  z1  -+-  — 4 a ; _ (3) 

l’équation  en  z se  change  en  celle-ci  : 

[it  — (a b -t-  cd  )]  | « — (fie  bd))  [«  — (ad  -4-  bc)]  =;  o , 

équation  de  la  forme  u?  4-  A'  «7  4-  B'  « 4-  C'  = o,  et  dont  il 
ne  s’agit  plus  que  de  déterminer  les  coeflicients. 

Or  on  a : t"...  A’  = — (a  b -+■  ac  ad  ■+■  bc  -t-  bd  -f-  cd)  — — />. 
2"....  B'  = (nb  -f-  cd)  (ac  4-  bd)  4-  (ab  4-  cd)  (ad  4-  bc) 

4-  (ac  4-  bd)  (ad  4-  bc), 

ou,  développant  et  employant  les  notations,  IV  = Ta'  bc. 


Digitized  by  Google 


C>56  MKTHODK  I>K  RÉSOLUTION 

Mais  la  première  formule  «lu  n°  29/i , qui  peut  s’écrire  ainsi, 

T n„  fap  rp  ^1»  (Sp)‘  a S,  Si,  S,,  4~  2 S n+3p  " 

2 5 

devient,  dans  l’hypothèse  de  a — 2 et  p — i , 

^ S,  (S,)-  a S.,  S,  (S,)* -4-  2 Si  _ 

2 3 

d’ailleurs , la  proposée  étant  x'  4-  px1  4-  gx  4-  /•  = o , 

on  a S,  = — P = o , S,  = — ?Q  = — 2 p,  S,  = — 3R  = — 3 <7, 
S,  — — QS,  — 4-S  = zp1  — \r  ; 

tl’où , substituant  dans  la  valeur  B'  = Ta'  bc  , 

— 4r  -+■  4 p2—pr 


B'  = Ta1  bc  : 


— in 


3° C'  = — (a  b 4-  cd)  ( ac  4-  bd)  ( ad  -f-  bc) , 

et  en  développant,  C'  — — (Tu1  b' c'  -t-  abcd  X Ta1). 

Or  la  seconde  formule  du  n°  2M,  qui  peut  s’écrire  ainsi , 

O ti 

devient,  dans  le  cas  de  ti  — 2j 

(S,)3  — 3 S,  S,  4-  2 Su 


T«!  b1c1 


6 


D’ailleurs  on  a déjà  trouvé 

S,  = o , S,  = — 2 p , S.,  = — S,  = 2 p1  — 4c; 
d’où  S„  = — QS,  — RS,  — SS,  = • — 2 pi-+-  4 pr  4-  3 <y 3 4-  2 />/• 

— — 2/4  4-  6/>r  4-  3 q:. 

Donc  Tn'b'c'  = -8/^4- 

O 

ou  , en  réduisant , Tn!  Lie-  — <)'  — ?./)/-. 
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On  a enfin  abcd,  ou  le  dernier  terme  de  l’équation,  égal  à r, 


d’où  abat  X Ta’  = abcd  X S,  = — 2/>r; 

donc  C'  = — q-  •+•  2 pr  -+-  2 pr  = 4 Pr  — 7’ 


Ainsi,  l’équation  en  u devient 

h'  — pu1  — 4 r"  -+-  4 pr  — q'1  ~ o. 

Remplaçant  maintenant  « par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (3), 

j-  -|“  4- p 

c’est-à-dire  par  — -r — , ou  plutôt  par  z -f -p,  afin  de  conserver 

la  réduite  au  troisième  degré  et  d’avoir  des  coefficients  plus  sim- 
ples , on  obtient  finalement  pour  résultat , 

Z1  -f-  2 pz*  +{p'  — 4 r)z  — q — O , (4) 

équation  identique  avec,  la  réduite  obtenue  (n°  594  ) d’après  la 
première  méthode. 

Si  l’on  désigné  par  z',  z" , z"’  les  racines  de  cette  équation, 
4z\  4z" , 4 z"  seront  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a -é- b — c — d , a c — b — d , n-f-rf — b — c, 

puisque  l’on  a remplace  dans  l’equation  primitive  en  z,  z5  par  \ 
Ainsi,  l’on  a,  pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a b — c — rf  = ±2y/z', 

/j-t-  c — b — t/  = i 2 v;  z"  , 

/i-f-rf  — b — c — + 2 \Jzm . 

Combinant  ces  trois  relations  avec  l’equation  déjà  établie, 
a-hb  + c+  d— o, 
on  trouve  premièrement , par  leur  addition, 

4 a — ± 2 yV  ± 2 \/z"  -Jz  2 \!zm , 


d’où 


± - y'z'  dh  - \U"  de  - y z"  • 
2 2 2 


.-//if.  //.,  io'  êd. 


42 
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Secondement , ajoutant  la  première  et  la  quatrième,  puis  sous- 
trayant de  leur  somme  celle  des  deux  autres  , on  obtient 

4 b =z±i\Jz'z^.7.\JV'-j^2.  \/7" , 

d’où  b=±^7+.'-J7z F 

on  trouverait,  par  des  moyens  analogues, 


d — zp  - J z1  zp  - y/z"  ziz  - Jz‘"  ■ 
2 ' ~ 2 2 


Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  analogue  à celle  que  l’on  a 
rencontrée  dans  l’emploi  de  l’autre  méthode  : elle  est  relative  aux 
signes  dont  les  radicaux  doivent  cire  affectés.  Pour  déterminer 
ces  signes,  il  suffit  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a + b — c — d,  a -+-  c — b — d,  a -4-  d — b — c. 

Or,  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit, 

Tir’  — Tu’  b 2 T abc, 

et  comme 

T«s  = S,  = — 3 1/ , Tu’è  = S2S, — S.,  = 3iy,  ’tabc  = — «y, 
il  en  résulte 

(a  -t-  b — c — d)  («  -I-  c — b — d)  (a  4-  d — b — c)  — — 8 1 y , 

ce  qui  prouve  que  les  radicaux  \[7 , y/z",  y/z'"  doivent  cire  af- 
fectés de  signes  tels,  que  leur  produit  soit  positif  si  < y est  négatif, 
et  négatif  si  <y  est  positif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  memes  valeurs  que  celles  qui  ont  été 
obtenues  par  la  première  méthode. 

599.  Scolic  général.  — Kn  appliquant  la  même  méthode  à 
l’équation  du  cinquième  degré , on  devrait  chercher  la  valeur  d’une 
fonction  de  la  forme  ha  kb  -t-  le  -4-  nid  -+-  ne.  Comme  les  cinq 
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lettres  a , b , c , d,  c fournissent  2.4  X 5 ou  120  permutations 
differentes  ( n"  14&  ),  il  s’ensuit  que  la  détermination  de  cette  fonc- 
tion dépendrait  d'une  équation  du  cent  vingtième  degré , dont  il 
faudrait  ensuite,  à l’aide  de  quelques  artifices  d’analyse,  faire  en 
sorte  d’abaisser  le  degré.  Mais  jusqu’ici  les  efforts  que  l’on  a tentés 
pour  obtenir  une  réduite  convenable  ont  été  infructueux;  et  l’on 
doute  si  jamais  on  pourra  y parvenir,  à cause  de  la  longueur  et  de 
la  complication  des  calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations , problème  qui  ne 
peut  être  d’aucune  utilité  dans  les  applications  numériques;  le 
seul  avantage  qu’offriraient  les  résultats  serait  de  confirmer  la 
proposition  hypothétique  (n°25«î):  Toute  équation  a au  moins 
une  racine. 


4a- 
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CHAPITRE  X. 


Complément  de.  la  théorie  des  Suites. 


§ Ie1'.  — Des  Séries  récurrentes. 


400.  Nous  avons  vu  [ n”  185)  que  les  fractions  algébriques 
a a -4-  bx 

rationnelles  de  la  tonne  — ; 77—’  77 — — donnent 

a’  H-  b'  x a'  -4-  b x -h  c'  x‘ 

lieu  à des  séries  d’une  nature  particulière,  connues  sous  le  nom  de 
séries  récurrentes.  Or  on  peut  se  proposer,  sur  ces  sortes  de  séries, 
deux  questions  analogues  à celles  que  nous  avons  résolues  pour 
les  progressions  par  quotient,  qui  sont  d’ailleurs  elles-mêmes 
( n°  198  ) des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a pour  objet  de  déterminer  le  terme  gé- 
néral d’une  série  récurrente , c’est-à-dire  une  expression  à l’aide 
de  laquelle,  le. rang  d’un  terme  étant  donné,  on  puisse  obtenir  la 
valeur  de  ce  terme  sans  être  obligé  de  former  d’abord  tous  ceux 
qui  précèdent. 

La  seconde  a pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à la 
fraction  génératrice,  ou , ce  qui  est  la  même  chose,  tle  déterminer 
la  somme  des  termes  de  ta  série. 

Nous  supposerons  que  l'on  ail  revu  avec  attention  ce  qui  a été 
dit  aux  nos  i85  et  184  sur  les  séries  récurrentes. 


Première  question-.  — Détermination  du  terme  général. 

401.  Pour  passer  du  simple  au  composé,  considérons,  en  pre- 
mier lieu,  la  fraction  — — 5 qui , comme  on  sait,  donne 

n -t-  b x 

naissance  à une  série  récurrente  du  premier  ordre. 
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On  ,i  irotivi'  ( nu  179 


a a 

a ' -+-  b'  x n' 


ti  h ’ 

a 

b"1 

t * r 

-H  -7 

• — — 

a a 

n 

f>tn 


Or  cette  série  n’est  autre  chose  qu'une  progression  par  quotient 

dont  le  premier  terme  est  -- i et  la  raison  -x-,  donc,  d’après 

n a 

ce  qui  a été  dit  au  n”  l ‘J 2 , le  terme  gênerai  de  cette  série , ou  le 
a ! b’ 

n‘,me  terme,  est  — • - x 

a \ a j 


Wl.  Soit  maintenant  la  fraction 
Tient  (n"  579)  mettre  sous  la  forme 


a -f-  bx 

n'  -t-  b'  x ■+■  dx'  ' 


que  l’on 


a 

en  posant  — — z, 
a' 


G.v 


y.  *+-  •'/  X X5 


c 


(') 


Désignons  par  x — p et  x — q les  deux  facteurs  du  trinôme 
x’  + fj1  x -|-  a*;  et  concevons  qu’on  ait  décomposé  l’expression  (i 
da ns  la  somme  des  deux  fractions  simples 


B 


X — q 


A et  B ayant  été  déterminés,  soit  par  la  méthode  du  n"  580 , 
soit,  plus  simplement,  par  celle  du  n"581,  on  a trouve 


'ip  -t-  a ë<7  -+-  « 

p — q ~ p — q 


Comme  chacune  de  ces  fractions  donne  lieu  à une  série  récur- 
rente du  premier  ordre,  si  l’on  forme  ces  deux  séries  séparément, 
ainsi  que  le  terme  général  de  chacune  d’elles  , la  somme  des  deux 
termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre. 

Cela  posé,  si  l’on  compare  les  deux  fractions  — — — , — ? — : 

x — p r — q 
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a 


— , pour  laijiiclle  le  terme  général  est  ( n"  401) 


b'x 


u / b'  y- 

— -,  I . .r  j i il  vient,  pour  le  terme  general  tic  la  série  qui 

correspond  à la  fraction  (1), 

a i t y—  b fi  y-1  /a  b\ 

P / ? '//  7 ’ <UI  \/  + ?7  ’ 

expression  dans  laquelle  il  ne  s’agirait  plus  que  de  remplacer  A 
cl  B par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 

Soit,  pour  exemple,  la  fraction 


2 j; 


3 ■+•  2 x 


3 -+-  2 X — X^  ’ — 3 2X  ■+■  X- 

pour  laquelle  on  a déjà  trouvé  (n°  581), 

3 5 
A = v,  «=r 

4 4 - 

Kn  vertu  de  la  formule  — ^ ^ x"~' , le  terme  général 

3 2.x 

du  développement  de  - est 

|J  1 f 1 %C  4 Tj 

— L?  * ^ * r=i)=]  ' 

Soit  n — i ; cette  expression  devient  — (y  — jr°,ou  4-  i . 

\4  4/ 


a = 2 . . 

' ~ (473 

i*1» 

ou 

_4, 

3 ’ 

n 

CO 

'~{r* 

-?) 

1 x\ 

ou 

1 1 

vJ* 

Il 

*7 

ou 

-M*. 

27 
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Ou  a donc,  (mur  le  développement  lui-même, 

3 — 7.x  4 1 1 , 34 

_ — . — 1 — — x x 1 x*  -H 

3 -+-  7.  X — x ■ 3 9 27 


!i(>3 


résultat  qu’il  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série  d’après 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avan- 
tage qu’on  retire  de  la  détermination  du  terme  général , c’est  de 
pouvoir  obtenir  tin  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par 
tous  les  termes  intermédiaires. 


’t 03  Dan  s le  cas  particulier  de  p — q , le  terme  général  de  la 
traction  génératrice  ne  peut  plus  être  déterminé  de  la  même 

manière,  puisque  le  mode  de  décomposition  en  — — 1 ? — 

x — p x — p 

est  impossible  (n°582). 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction,  devenant  alors 

a -I-  <>x 

F1?’ 

peut  (même  numéro)  se  décomposer  en  ces  deux-ci  : 

a H-  Kp  G 

-, H 

(*—/»)'  x — p 

Or  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à une  série 
récurrente  du  premier  ordre,  qui  a ( n°  401  ) pour  terme  général , 

/ S' 


-çy 

Quant  à la  première , elle  revient  a 

(a  -+-  G p)  ( p — x)  >,  ou  — — (j  — -J  ■ 

Kn  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  binôme,  on  a 

(x  \ — 5 2 x 3 x1  4 x'  nxH~' 

1 J =i-| 1 H -4- . . . -I - , 

P}  PP  P P 

//  désignant  le  rang  d’un  terme  quelconque;  donc  le  terme  général 
correspondant  à la  première  partie  est 

a -f-  %p  nx“  ' 

— • 7 tilt  

p'  p"~'  p!" 


n (a  H-  S p) 

OU — • X " 
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Ainsi , le  terme  général  qui  correspond  à la  proposée  (?.)  est 


n (a  -+■  tp) 


S 

— .r" 


x"- 


404.  Iæ  cas  où  les  deux  racines  p et  q sont  imaginaires  semble 
aussi  devoir  faire  exception , puisque  l’expression  du  terme  général 
renferme  les  quantités  p et  r/,  et  qu’alors  elle  doit  être  elle-même 
compliquée  d'imaginaires.  Mais  il  est  facile  de  s’assurer  que  les 
imaginaires  se  réduisent  et  disparaissent  tout  à fait. 

A 

En  effet,  si  l’on  remplace  dans  — | — 


lî 

r. 


A et  B pat- 


leurs  valeurs 


, _ fjP  * u _ s7  + “ 
p — g p — g 

(6c/  4-  a)  p"  — (6 p + a)  9"  _ xli_  1( 

p" g"  [p  — g) 


il  vient 


expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

g (p-  — g")  + 6 (//—'  — g"-') 
p"  q"  ( p — q)  p"-  ' r/"-1  {p  — q) 

Cela  posé  , si  l’on  a p — r s \j — i , 


on  a aussi  nécessairement  q = r — s y — i ; 
d’où  pq  ™ r2  -f-  s‘,  p"  q"  — (r-  -4-  s1')",  p'‘~'  q"~'  = (r  ‘ + J2)"-1, 

p — q—y.s  \f-~  i , p” — qn=(r+.s  q — i / — (/• — s y — i )"=2Â  \/ — i 
(en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant);  enfin, 

p — q"—1  — ili’  y — i. 

Le  terme  général  devient  donc 

f*  2a l . \j — I ^ 26X'.y' — i 

(r z -+•  a’)"  .2  s \l  — i (r1  -t-  x1  . 2 s — i 
I aX  <5X'  1 

I x(r2-|- j,)‘1  f1)*"1  I ’ 

expression  tout  à faildebarrassce  d’imaginaires. 
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W;î.  Reman/ue.  — En  réfléchissant  sur  la  marche  que  l’on  a 
suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à une  série 
récurrente  du  second  ordre,  on  aperçoit  facilement  que  la  ques- 
tion est  ramenée  à la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
fractions  simples ; problème  qui  a été  résolu  à la  lin  du  huitième 
chapitre  ( nos  379  et  suivants). 

Tant  que  les  racines  du  dénominateur  égalé  à o seront  iné- 


gales, la  décomposition  en  fractions  de  la  forme pourra 

toujours  être  opérée  : et  la  détermination  du  terme  général  se 
réduira  à celle  d’un  terme  général  d’une  série  récurrente  du 
premier  ordre.  Mais  s’il  y a des  racines  égales,  on  sera  conduit  à 

la  recherche  du  terme  «encrai  d’une  expression  telle  nue — 

v \ ~n 

l J ; ce  qui  est  toujours  facile  par  l’application 

de  la  formule  du  binôme.  Toutefois,  pour  ne  rien  laisser  à dési- 
rer, il  reste  à indiquer  comment  on  peut  arriver  au  terme  général 

, , - U A A A 

il  expressions  telles  (lue  - , 


"?(■ 


40(5.  Soit  d'abord  l’expression 


(x-pf  (x  -/,)<’  (X  -/.)*’■ 

A 


\x — P 


(-r= 


H-  3 


. 4 • o x- 
2.3  p 1 


qui  revient  a 
On  a 

X 3.4  X 

r 2 p 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

3 . 4 • 5 . 6 . . («  — 1 ) . n . (n  -+-  1 ) .v"~‘ 

2.3  4 • 5 . . . (n  — r p"~' 

. ....  n(n  -+-  1)  x"~' 

ou,  en  simplifiant , — • 

Donc  le  terme  général  de  l’expression  proposée  est 

A n (n  -H  1 ) xn  1 . . n in  -t-  1 ) A 

— _ . — î , nu  bien 

p'  2 p"~' 
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(>()('. 

De  même , 


revient 


* M-r> 


[*—pY 

. / x\~'  , x 4 • 5 ’x1  4-5.6  j: ' 

mais  1 =1+4 1-- :+-— ~ ; + 

\ pj  p 2 />3  2.3  yj3 

série  dont  le  terme  général  est 

4 • 5 . 6 . 7 . . . (n  — 1 ).«.(«  + 1 ) («  + 2)  1 

2.3  4 • 6 • 6 . 7 ...  [n  — î)  p"~'  ' 


ou  , en  réduisant, 


n(n  + 1)  (n  + 2)  x"~ 


1.2.3  p"-' 

Donc  on  a , pour  le  terme  général  de  l’expression  proposée, 

A n [n  + 1)  n + 2)  x”~  ' n (n  + 1 ) In  + 2)  A 

— — — . ou  bien  — i — ’ 1 — - • x"~ 


P' 


2.3 


p"-' 


2 3 


et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  nous  pouvons  regarder  comme  résolu  complètement  le 
problème  de  la  détermination  du  terme  général  d’une  scrie  récur- 
rente. 


Seconde  question.  — Sommation  des  séries  récurrentes. 

Cette  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  l’on  demande  la  somme  des  termes  de  la  série  tout  entière  , 
c’est-à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a donné  lieu  à cette  série, 
ou  bien  , la  somme  d’un  nombre  limité  de  termes. 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à traiter 

407.  Première  partie.  — Soient  A,-B,C,D,E,F,  ...  les 
termes  d’une  série  récurrente;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons 
que  la  série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire 
s’appliquera  aisément  à une  série  d’un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à celle  qui  a été  suivie  (n°  195)  pour 
les  progressions  par  quotient. 

Désignons  par  p,  <7,  r les  quantités  qui  forment  l’échelle  de 
relation,  c’est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il  faut 
multiplier  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C,  pour  former  E, 
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cl  ainsi  (le  suite  ; on  aura  les  relations 

D =n  Cp  -4-  tiq  -+■  A r, 
K = Dp  -F-  Cq  -f-  Br, 
F — E p -f  Dt]  O, 
G - F p -f-  ¥.q  -f-  De , 


l>(>7 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini;  donc,  si  on  les  ajoute 
terme  à terme,  et  que  l’on  appelle  S la  somme  ou  la  fraction  gé- 
nératrice cherchée,  on  obtiendra 


S — A — B — C = p (S  — A — B)  -+-  q (S  — A)  -+-  rS, 


„ v „ ....  c />  ( A -t-  B ) -+•  </A  — (A  -)-B+C' 

il  où  I on  déduit  S = — ! ' 1 

p + q + r — t 

En  suivant  la  mëiucmarche  pourlessériesdu  premier,  deuxième, 
quatrième, . . . ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 


t'rordrcS  = 


— A 


pK  — (A  H-  B) 


3,  g _ P (A  -F  B)  -f-  qS  — (A  4-  B -F-  C) , 
p -I-  q -+-  r — 1 


2e.  . . 

, . .s 

3r.  . . 

, . . s 

4*... 

. . . s 

(*) 

(2) 

(3) 


£ />(A4-B4-C)  (A-f-B) -4-/*A — (A4-B4-C4-D)  _ ,,, 

f + q + r -h  s — 1 ’ 

. . et  ainsi  de  suite. 

Soit  pour  exemple  la  série  du  troisième  ordre. 


1 — 2i  + 3l’  — IO^  + Sîj1  — 5 I **  4-  125*“...  , 


dont  l’échelle  de  relation  se  conquise  de  l’ensemble  des  quan- 
tités 

( — * , 4-  2 x- , — 3 x1  ) ; 
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on  trouve  , en  appliquant  la  formule  (3),  et  observant  «pie  l’on  a 
A — i , B = — 1 x , C = 3.):’ , p — — x , ' «y  ==  -+-  2 x1 , r — — 3a':, 

_ — x(i  — a x)  -t-  2 x3 — i 4-  2 x — 3. y- r — x — x3 

— x — f-  2 x2 — 3.C3 — i i+i — î.r'  + Si' 

Il  arrive  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux  ou 
trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de  récur- 
rence. Cela  provient  ( n"  184)  de  ce  que,  dans  la  fraction  qui  lui 
a donné  naissance,  le  degré  du  numérateur  est  plus  élevé  que 
celui  du  dénominateur.  Dans  ce  cas,  pour  obtenir  la  fraction  ge- 
neral rite  , on  commence  par  faire  abstraction  des  termes  dont  on 
vient  de  parler;  puis,  après  avoir  obtenu,  d’après  les  formules  pré- 
cédentes, la  somme  des  autres  termes,  on  y ajoute  les  termes  dont 
on  avait  d’abord  fait  abstraction,  en  ayant  soin  de  réduire  le  tout 
en  une  seule  expression  fractionnaire. 

408.  Seconde  partie.  — Dans  les  formules  précédentes,  il  n’entre 
«pie  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment 
l’échelle  de  relation.  Mais  , si  l’on  demande  Y expression  de  la 
somme  d’un  nombre  détermine  de  ternies,  il  faut  en  outre  connaître 
les  derniers  termes  de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont  les 
premiers  termes  sont  A,B,C,D,E,...,  l’échelle  de  relation 
(p,  «y,  r)  , et  les  derniers  termes,  K,  L,  M , N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a les  relations 

D C p -f*  Tl  «y  — A/', 

K — D p + C<7  -+-  B/-, 

F = E/j  + D7  h-  O, 


N ■ ~T~:  M p — t—  L«y  — j—  Tv  r . 

[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des 
termes  dont  on  cherche  la  somme,  diminué  de  trois.] 

Cela  posé,  eu  les  ajoutant  terme  à terme,  et  désignant  par  S la 
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soinuie  cherchée,  on  a évidemment 

S — A — B — C — p(S  — A-B-N)  -4-  q S- A - N - M)-f-  /-fS-  N - M - I,'; 
d'oii  l’on  tire 

/>{  A -t-B-t-N ) 4-q{K -4- N-t-M)  + /'(N  -+-  M-f-L)  — (A  -t- B -f-  ( 

p + r — i 

On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatives  à une  série 
récurrente  d’un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (3)  du  n"  407,  ou 
voit: 

in.  Que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu’on  vient  d’obtenir,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectés  dcL,  M,  N,  . . ; 

2°.  Que,  pour  appliquer  la  formule  (3),  il  suffit,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  l’échelle 
de  relation;  tandis  que,  pour  faire  usage  de  la  formule  précé- 
dente, il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des  trois  termes 
qui  précèdent  celui  auquel  on  a arrêté  la  série  : ce  qui  exige  que 
l'on  sache  trouver  le  terme  généra I de  la  série , c’est-à-dire  l'ex- 
pression d’un  ternie  de  rang  quelconque , question  qui  devient 
très-compliquée  quand  la  scrie  est  d’un  ordre  un  peu  élevé. 

409.  Au  reste,  les  formules  relatives  au  cas  de  la  somme  d’un 
nombre  détermine  de  termes  s’appliquent  principalement  aux 
xéries  récurrentes  numériques . 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  ordre, 
dont  les  trois  premiers  ternies  étant  i , 2,  3,  le  suivant  est  égal 
au  double  du  troisième , augmente  de  la  somme  des  deux  premiers  ; 
le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième,  augmenté  de  la 
somme  du  troisième  et  du  deuxième;  et  ainsi  de  suite.  Le  déve- 
loppement de  cette  série  sera 

t,  2,  3,  9,  2.3 , 58,  i ^8,  377,  960,  2445,  6227, 

Cela  pose,  pour  obtenir  la  somme  des  onze  premiers  termes,  on 
fera,  dans  la  formule  ci-dessus, 

A = t ,B=2,C=3,  p= 2,  q~  1 ,r==i,N=6?.27,M=3445,L=96o; 
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ce  qui  donnera 

2 x t>23o  + 86n3  + q632 — 6 
S = j - — 10253. 

Si  l’on  demandait  la  somme  d’un  plus  grand  nombre  de  termes, 
par  exemple  la  somme  des  5o  premiers  termes,  il  faudrait  pousser 
la  série  jusqu’au  cinquantième  inclusivement,  ce  qui  ne  laisserait 
pas  que  d’être  fort  long. 

Ou  bien,  il  faudrait  former  directement  les  quarante-huitième, 
quarante-neuvième,  cinquantième  termes,  d’après  l’expression 
du  terme  général.  Or,  pour  obtenir  celui-ci  par  la  méthode  expo- 
sée précédemment,  on  commencerait  par  mettre  la  série  proposée 
sous  la  forme 

î 4-  2 .v  + 3 x‘  + g.r3  + 23 x‘  -+-  5Sxé  -4-  ...  ; 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a donné  lieu  à cette 
série,  et  on  la  décomposerait  ( n°  402  ) en  trois  fractions  simples 
pour  chacune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant 
ensuite  la  somme  de  ces  trois  ternies  généraux,  on  aurait  celui  de 
la  série  l + 2 1 + 3.t’  + . . . ; enfin  , on  supposerait  x = i , ce 

qui  donnerait  le  terme  générai  de  la  série  1 + 2-4-34*9-)- 23-4- 

Mais  il  est  facile  de  s’assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent 
impraticables.  , 

En  effet,  si  l’on  applique  la  formule  (3)  du  n"  407  à la  série 
i + 2r  4 3.r!  + gx1  + . . . , en  y supposant  A = t , B = ji, 
C = 3xs,  p — 9.x , q = x1,  r = x',  on  aura 

I — 2 X* 

s = 

I 2 X — X" X1 

Or  l’équation  x'  + x2  + 2 x — i = o ne  peut  évidemment 
avoir  que  des  racines  incommensurables;  ainsi,  la  décomposition 

1 — "2.  JC* 

de  la  fraction en  fractions  simples  ne  peut  se 

i — 2 x — x ’ — x-1 

faire  d’une  manière  exacte. 

Ces  réflexions  prouvent  que  certains  résultats  analytiques  , 
simples  en  théorie,  sont  quelquefois  peu  susceptibles  d'appli- 
cation. 
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410.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par 
l’exposition  d'un  moyen  dû  à Lagrange,  pour  reconnaître  si  une 
série  proposée  est  t/e  /a  nature  des  séries  récurrentes . 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 
i°.  Si  la  série  proposée,  que  nous  désignerons  par  S,  est  une 
sérié  récurrente  du  premier  ordre,  elle  provient  d'une  fraction 

de  la  forme  — — — 77— • 
a'  b’x 

a'  b'x  a'  b' 

Or  on  a = 1-  — x , 

a a a 


ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée,  ou,  ce  qui  revient  au 
même , l'unité  divisée  par  ta  série  proposée,  S , doit  donner  pour 
quotient  une  fonction  entière  de  x ( n°  Îi50)  égale  h p-+-qx.  Si 
cette  division  ne  se  fait  pas  exactement , c’est  que  la  série  (en 
supposant  qu’elle  soit  récurrente)  est  du  second  ordre  ou  d’un 
ordre  supérieur. 

Si  c’est  une  série  récurrente  du  second  ordre , elle  provient 

d’une  fraction  de  la  forme  — -rr— — ; or  on  a 

a'  4-  b x -4-  c'x' 


a'  -f-  b'x  -+-  c'x 5 
a -+-  bx 


a'  a b'  — b a’ 

h 

a a 


a7c' — b {a  b — ba') 
a2  {a  4-  bx)  ' X 


ou 


t/x 


a 4-  bx 


ce  qui  prouve  que  l 'unité , divisée  par  S , doit  donner  lieu  à un  quo- 
tient entier  de  la  forme  p 4-  qx  , plus  un  produit  de  s?  par  une  série 
récurrente  du  premier  ordre , c’est-à-dire  qu’en  désignant  par 
S'x!  le  reste  auquel  on  parvient  après  avoir  divisé  1 par  S et  ob- 
tenu le  quotient  p 4-  qx  , on  doit  trouver  ^7  égal  à un  quotient 
exact  de  la  forme  p' 4-  q'x;  et  ainsi  de  suite. 


4M.  Guide  par  ces  considérations,  Lagrange  a donné  la  règle  • 
suivante  pour  reconnaître  si  une  série  proposée  est  récurrente  : 

Soit  S = A 4-  Ba.1 4-  Gr*  4-  Dx'  4-  . . cette  série. 
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iu.  Divisez  l'unité  par  S , et  poussez  l'opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p -+-  qx,  et  tel  que  S'.r!  (S'  dé- 
signant une  série  indéfinie  de  la  forme  A'  4-  B' x -(-  C'x2  4-  . . .). 

2°.  Divisez  S par  S',  et  poussez  l’opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  y/  q’  x , et  un  reste  tel 
que  S"  x‘  (S"  étant  égal  à A"4-  B"xa4-  C"x! 

3°.  Divisez  S'  par  S",  et  poussez  l’opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p"- (-  q" x , et  un  reste  tel 
que  S"'x5. 

4°.  Divisez  S par  S",  et  poussez  l’opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  pa  4-  q’"x , et  un  reste  S,Txî; 
et  ainsi  de  suite. 

Dès  que  l’une  de  ces  divisions  se  fait  exactement , la  série  pro- 
posée est  récurrente , et  l’ordre  de  la  série  est  marqué  par  le  rang 
de  la  division  qui  s’est  faite  exactement. 

Quant  à l’échelle  de  relation  de  la  série,  on  l’obtiendrait  aisé- 
ment (n°  184)  si  l’on  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division 
se  fasse  exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d’équations 


i S'  , 

- =/>  + y.r  + - x’, 


S , , S" 

g7  = />  + î*  + 


!«=/>"  -+-?"*• 


S" 

La  dernière  donne  — - 


I 

p"  4-  q"x  ' 


d’où  , en  substituant  dans  la  seconde, 


S , , x1 

-,—p  +7x4-  -j—- - 


{p’  4-  g’ x)  ( p"+  q"x)  ■+■  x- 
P"  + <l"* 


Donc 


p"-\~  q"x  • 

S [p'  -f-  q’x)  ( p " 4-  q" x)  4- 


Digitized  by  Google 


qll’uNK  SÉRIE  EST  RÉCURRENTE.  6^3 

Substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation , on  trouve 
i (/'4-?"x)x> 

S + ,X  ^ (p'  -t-  q'x)  (/)"  4-  q'x)  -+-  X 
J_  _ (/'  -H  7-e)  l>'+  q'x)  {p'.'-+-  q"x)  4-  {p  4-  qx)  X*4~  (p"  + q"x)  X1  _ 


j , ou  bien 


S 

donc  enfin 
S = 


\p'  -t-  q'x)  [p"  4-  q"x)  -+-  X1 
(p'  4-  q'x)  (p"  4-  q"x)  -t-  X* 


{p  -t-  qx  (//  q'x)  ( p " 4-  y"x)  -+-(/>-+-  qx)x,-\-  (p"-h  q"x)x* 

expression  qui,  simplifiée,  est  de  la  forme 

a 4-  bx  4-  ex* 

a'  -+•  b'x  4-  c'x1  -t-  rf'x 1 

et  l’échelle  de  relation  est  alors  (n°  184} 

*/  b’  c’  cl’  \ 

,*> -,x\ ;x!  • 

' « n al 

Prenons  pour  exemple  la  série 

i,  3,  6,  to,  i5,  2t,  28,  36,  45, • • • , 

dont  chaque  terme  s’obtient  d’après  l’expression  générale... 

n (n  -4- 1)  ,,  . , , „ 

— s , n désignant  le  rang  du  terme  que  1 on  veut  former. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente,  on  la  mettra 
d’abord  sous  la  forme 

i -+-  3x  + 6x34-  iox'4-  i5x’  -H  2 1 xs4-  aSa^-f-  36x:4-45x"4- , . . 
Cela  posé,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus,  on  trouve 

t i , , S'  a 

S i -f-  3 x -+-  6 jc1  -f- . . . * Xnr  S * 

(S'  ayant  pour  développement 

3-|-8x-i- 1 5x,-+-24x54-35x'+48x'-f-63x"-t-8ox:-f-c)9x,-t- . . . ); 

S i -t-  3x  -t-  6x’  4- . . . _ i i x1  S" 

S'  3 4- 8x  4- i5x!  4- . . . 3 9 9 S' 

(S"  = i + 3x  + Gx1  4-  iox3  4-  . . .) ; 

S'  3 4- 8x  4- i5xJ  4- . , , 


S"  i 4-  3 x 4-  6x’  4-  l ox3  -h  . . ■ 


: 3 — x. 


quotient  exact. 

A /g . B .,  i oe  «Vf. 
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Ainsi , la  série  est  récurrente  et  du  troisième  ordre. 

Pour  obtenir  l’échelle  de  relation , rapprochons  les  équations 


la  dernière  donne 
d’où 


t — 3 x . x\ 


S i i S" 

S'=3+9r  + Ô’S'1 

^ _ 3 r • 

S 


i 


S" 

s7-  ~ 3 - x’ 

S 3 +-  x x3 

S7  *“ 


9 


9 3 — x 


et,  par  conséquent,  — — i — 3x-f-x3(3 — x)=t — 3x+3x3 — x' ; 


donc  enfin 


3x-f-  3rJ  — x’  (i  — x)3 


Ainsi  l’échelle  de  relation  de  la  série  t + 3x  + 6x’  H-  . . . se 
compose  des  quantités  (3x,  — 3x%  -+-  x’),  et  l’échelle  de  relation 
de  la  série  proposée,  i + 3 + 6 + io+...  , est  l’ensemble  des 
nombres  (3,  — 3 , — i ) ; ce  qu’il  est  facile  de  vérifier. 

Par  exemple , le  ternie  28  se  compose  de  la  somme  des  produits 
des  trois  termes , 21,  1 5 , t o , 

multipliés  respectivement  par  3,  — 3,  -f-  1 . 

N.  R.  — On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le 
moyen  de  retrouver  l’échelle  de  relation  d’une  série  récurrente, 
quand  la  trace  en  a été  perdue. 


s II.  - Des  S (•ries  de  nombres  Jigurés  et  de  celles 
qui  en  dépendent. 

Il  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles  on 
peut  obtenir  facilement  le  ternie  général  et  l’ expression  de  ta  nomme 
d'un  nombre  limité  de  termes  : ce  sont  les  séries  numériques  qui 
tirent  leur  origine  d’une  progression  par  différence. 
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412.  D ètermination  du  terme  général  de  la  série 

am  -+■  bm  -+-  c™  -t-  rf™  4-  . . . , 

a , b , c , d, . . . étant  les  termes  d’une  progression  par  différence. 
On  a vu  ^n"  100)  que,  dans  toute  progression  par  différence, 

: a.  b . c . d . e . f . g . A ....  , 

le  terme  général , / , a pour  expression  / = a + (n  — t )r,  r dési- 
gnant la  raison  et  n le  nombre  des  termes  ; donc  le  terme  général 
de  la  série  des  mi>mt‘  puissances  des  différents  ternies  de  cette  pro- 
gression a pour  valeur, 

/"  = [a  (n  — t ) r]™. 

Soit  proposé1,  pour  exemple,  de  trouver  te  quinzième  terme 
de  la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progression 
il. 3. 5. 7.9.11.13....  On  aura,  en  faisant  dans  la  formule,* 
n = 1 5 , m — 5 , a — 1 , r = 2 , 

P — (l  -4-  l4X2)i=  29'  = 2.o5t  ! l49' 

413.  — Sommation  des  termes  de  la  série. 


a"  bm  -t-  r"  dm  -H  . . . -t-  A™  -f- 

a , b,  c,  d, . . . , k , t étant  les  termes  d’une  progression  par  dif- 
férence. 

On  a,  d’après  la  formule  du  binôme, 


bm  = (a  ■+■  r'f*  — am  -4-  , 


m r1  am~~*  + 

2 


c™  — (b  - 1-  r)m  = bm  -4-  mrbm~'  + m 


r'bm- 


lm  = (X  -(-  r)"'  — X*  -4-  mrbm~'  -+■  m 


•r*/-"-*- 


Ajoutant  toutes  res  égalités  membre  à membre,  et  désignant 

43. 
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par  S//j  j Sfft—j  y Sw_a j...,  SjjSi  » 

puissances,  on  obtient 


P i I SSA  NC  F.S  S KM  B LA  ftl.KS 

les  sommes  des  m“m",  (in  — 


* 


*r 


s„— «”'=Sm 


^(Sm_ 


ou  réduisant, 

— mr(S„  -,  — /”  -■)  4-  ni  * (s<”-=  — 1”~’) + * • • » (A) 


formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances,  depuis  Sm„, 
jusqu’à  S„  inclusivement. 

(S„  étant  égal  à a»  H-  b°  4-  c"  4- h 4- 1° , équivaut  à n.) 

Pour  faire  connaître  l’usage  de  la  formule  (A),  faisons  successi- 
vement m = i , 2,  3,  4»  5 . . . . 


Soit,  i°.  m = i ; on  trouve 
l—  a — r iS„  — /”) ; d’où  S„  = 


l — a 


[n  — '\ 


| r-hr 


■ ", 


^résultat  que  l’on  connaît  déjà. 

2°.  m — 2;  il  vient  P — a*  =2r(S, — /)  4-r’(S„  1°) , 


d’où 


S,  - / = 


r — a 3 r(l—a ) 


2 r 


2 r 


donc 


P — r(<4-«)  _ (l4a)(/  — "4-f) ? 

’’  jr  2 r 2 r 

ou  bien , à cause  de  l — a -r-  [n 1 ) r , d’où  l a + r — ni, 

S — + q)  • nr  _ (l  + a)n 


résultat  qui  est  encore  connu  (n°  187). 

3°.  m — 3;  la  formule  (A)  devient 

i>  — «’=  3r  (S,  — 1‘)  4-  3r’(S,  — l)  + r>(S0—  /”), 

résultat  qui  fera  connaître  S,  en  fonction  de  S,  et  de  S0- 

4°.  m = 4 î 

/>  _ „«  = 4 r (S,-  / ’) 4-  6 r’  (S>-  /*)  4-  4 c’  (S,  - 1 ) 4-  r • (S„-  /•)  ; 
et  cette  formule  donnera  S.,  en  fonction  de  S,,  S,,  S„;  ainsi  de 
suite. 
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D’où  l’on  voit  qu’on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des 
puissances  Semblables  d’un  nombre  déterminé  de  termes  en  fonc- 
tion des  sommes  des  puissances  inférieures,  quels  que  soient  les 
degrés  de  ces  puissances. 

414.  Prenons  pour  exemple  la  suite  naturelle  des  nombres 
1 , 2,  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9,  . 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc. , des  n pre- 
miers termes. 

On  a , d’après  les  formules  précédentes , et  en  observant  que 
a — 1 , r — 1 , I — n , S„  = n , 

n [h  -H  1 ) ri  -f-  // 

‘ ‘ — ' 2 ’ 2 


2".  ri  — 1 = 3 (S,  — n2)  4-  3 (S,  — /i)  q-  « — i ; donc 
ri  — t n2  — n n — i 2 n2  ■+-  3 ri  // 


S , = ri  -f-  - 


. //|B  + lj(2/H-  l) 

ou  bien  encore,  S,  =:  — — _ =. 

2 . 3 


6 


3".  ri  — j =4  (S,  — ri)  -1-  6(S,  — ri)  -t-  4 (Si  — n)  n — 1 ; 

n‘  — 1 a ri  — 3 n‘  4-  //  /?’  — n n — 1 

“ T-’ 


donc  Sj  t=  ri  4- 


4 


e __  *+"  2 -+■  _ *’  ("  + *)’  _ ,c  U 

4 “4  -',' 


On  trouverait  pareillement 

6ns-t-  l5n'  4-  ton1  — n 


S, 


3o 


et  ainsi  de  suite. 


N.  B.  — Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  termes  de  la  série  naturelle  t , 2,  3, . . . , des  sommes 
relatives  à toute  autre  progression,  nous  désignerons  dorénavant 
les  premières  par  J\ , J\,  f , , „ . , fp-,  en  voici  l’usage  : 

4 1 ’ï . On  peut  toujours,  à l’aide  de  ces  expressions,  nbtçnirla 
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valeur  de  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  d’une  série 
dont  le  terme  général  est  une  ponction  rationnelle  kt  entière  du 
nombre  des  termes  que  l’on  considère. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  terme  général  est 
anP,  a étant  un  nombre  connu  quelconque,  p un  exposant  entier 
et  positif,  n le  rang  du  terme  que  l’on  considère. 

La  série  proposée  est  alors  de  la  forme 

a . i p -4-  a . 7.P  a . 3''  -+-  a . 4^  -+-  . • • -f-  a . nP , 
série  qui  revient  évidemment  à 

a[\f  + 2P-+  3f  + 4''+  • • ■ 4-  nP)  = a ,jp. 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprime  par 
a . nt  ± b . ni  ± c . nr , revient  à 

«(iP-t-af-H  3? né)  j 
± b (il  -f-  2'/  •+•  3»-+-  . . . -+-  ni)  > = a .fp±b  ./,  rtc  ,fr. 
riz  c ( i r -i-  2r  -+-  3 r -+- . . . -t-  nr)  ) 

Or  les  expressions  fP,JqiJr  sont  connues  d’après  les  formules 
du  n°  414  ; ainsi  la  somme  des  n premiers  termes  de  la  série 
proposée  est  également  déterminée. 

416  Application  aux  séries  de  nombres  figurés.  — On  appelle 
ainsi  les  séries  que  l’on  déduit  d’une  progression  par  différence, 
dont  le  premier  terme  est  l’unité,  et  la  raison  un  nombre  entier, 
en  faisant  successivement  la  somme  des  deux  premiers , des  trois 
premiers  , des  quatre  premiers , . . . termes  de  la  progression  , et 
opérant  ensuite  sur  la  nouvelle  série  que  l’on  obtient  par  ce  moyen , 
comme  on  a opéré  sur  la  progression  ; et  ainsi  de  suite. 

Soit  d’abord  la  progression  naturelle  des  nombres 


T ! . 2. 

3. 

4 5. 

6. 

7 . . . 

• • • 9 

f 1,  3, 

6, 

to,  i5, 

21 , 

28. .. 

• • • 9 

) 1 > . 4> 

IO, 

20,  35, 

56, 

00 

4^ 

• • • 9 

Les  séries  ( i , 5 , 

i5. 

35,  70, 

126, 

210 .. . 

• • • 9 
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dont  la  première  se  forme  en  ajoutant  alternativement  les  deux 
premiers,  les  trois  premiers  , . . . termes  de  la  progression  propo- 
sée , dont  la  seconde  se  forme  à l'aide  de  ta  première  comme  celle- 
ci  s’est  formée  au  moyen  de  la  progression  , dont  la  troisième  est 
déduite  de  la  seconde  comme  celle-ci  l’a  été  de  ta  première, ...  ; 
ces  sériés,  dis-je,  sont  celles  des  nombres  figurés  de  ta  première 
i/assc. 

I.a  première  est  la  série  des  nombres  triangulaires; 

I .a  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  triangulaires. 

Les  séries  qui  viennent  après  la  seconde  n’ont  pas  reçu  de 
dénominations  particulières. 

I.a  progression  i 1 . 3.  5.  7.  9.  1 1 ...  2.//  — 1 donne  naissance 
aux  nombres  figures  de  lu  seconde  classe;  et  les  séries  qui  en 
dépendent  sont  , d’après  la  loi  ci-dessus, 

1 , 4 > 9 > • 6 , 7.5 , 3<>  . . , 

1 , 5,  14,  3o , 55 , 91 . . . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés;  la 
seconde  , celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangnlaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  l’analogie  que  ces  nombres 
ont  avec,  certaines  figures  géométriques. 

417.  Les  séries  qui  viennent  d’être  formées  jouissent  de  plu- 
sieurs propriétés  curieuses , dont  nous  ferons  connaître  la  plus  im- 
portante : c’est  que  l’on  peut  toujours  former  leur  terme  général , 
et  obtenir  l'expression  de  la  somme  des  n premiers  termes  , en  fonc- 
tion des  quantités  J , , J,,  J -,  . . . . 

En  effet,  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des 
séries  qui  eu  dérivent  est  telle,  que  son  n terme  est  égal  à la 
somme  des  n premiers  termes  de  la  progression  proposée  ; donc  , 
i°  ce  terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en  fonction 
île  n ; 2°  puisque  ce  terme  général  est  line  fonction  rationnelle  de  n , 
la  somme  des  n premiers  termes  peut  (n°  415)  être  exprimée  au 
moyen  des  sommes  f{ , f,,  f .... , dont  les  valeurs  sont  connues. 
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Ainsi , soient  la  progression  i i . 2.  3.  4-  5..., 

et  les  suites  qui  en  dérivent,  1,  3,  6,  10,  i5..., 

1 , 4 » loi  20 1 35. . . , 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant  ■ — - — , le  ternie 

2 

.....  . , • (n  + i'\n  n 1 n . 

general  de  la  première  suite  est  , ou  — — ; donc 

(n°  413)  la  somme  des  n premiers  termes  île  cette  suite  a pour 
expression 

ou,  remplaçant  J, , /,  par  leurs  valeurs  ( n°  414  ) , 

2fl!  + 3«’  + n n' n «3 3 /?’ -t- 2« 

12  ”+"  4 6 ’ 


expression  qui  peut  encore  s écrire  ainsi 


, . . . . n (n  -h  1 ! (n  -b  2) 

re  s écrire  ainsi  : ~ - 

2.3 


De  même,  le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 

n3  3 n7  + 2 n 1 , , ' , , 1 

2 , ou  ^ 4-  - n2  + x // , 

6 b23 

on  a polir  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  suite , 

1 r 1 r 1 r 
+ 3/; 

mi,  substituant  pour/, ,/,,/,  leurs  valeurs, 

* / 

n‘  + 2 B1  + n%  2 «5  -+-  3 «’  -t-  n ■+■  n 

7 1 1 

24  12  b 

-h  6 «3  -f-  1 1 ri1  -+-  6 n n (n  -f-  1 ) (n  + 2)  (n  -1-  3) 

24  2.3-4 

On  aurait  de  même  pour  le  terme  général  de  la  troisième  suite  , 

n'  -t-  6 «3  -f-  1 1 «3  •+-  6 n 1 , 1 , il,  1 

t : ou  — 7 n‘  4-  y n 1 H 7 «’  -+-  7 n : 

• 2.4  24  4 24  4 
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t't,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  n premiers  termes , 

ré-h  l O n*  -t-35  rd-Jr’jo  n^-ht^n  i ) («-t-3)  (/ï-4~4) 

120  _ 2 . 3 . 4 • 5 

ainsi  de  suite. 

N.  R.  — Il  est  à remarquer  que  les  expressions 
n n (n  -+-  i ) n { n ■+■  l ) (/?  -f-  a J n [n  -+-  i ) (n  -+-  2)  ( n -+-  3) 

— , , : ■ , r -, 5 

I 2 2.3  2.3.4 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coefficients  du 
développement  de  (l. — x)_",  en  supposant  successivement  m — 1, 
tn  = 3 , m = 4 1 ,n  = 5 , . . . . (Poj  cz  à ce  sujet  le  n°  40G.) 

•418.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  correspondent  à la 


progression 

T 1 . 3 . 

5. 

n . 

J 9 

9-  • 

.2  n — 1 , 

savoir 

< i 4» 

9» 

16, 

25.  . 

1 , 5, 

■4, 

3o , 

55. 

y 

Le  n"""  terme  de  la  série  des  nombres  carrés , étant  la  somme  des 
n premiers  termes  de  la  proposée  , a pour  expression 

(2  n — 1 -f-  1 ) n t 


Donc  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  même  série  est 


égale  à J t,  ou  (nn  412  ) à 


, 2»’  + 3»!  + n 


6 


expression  qui  revient 


« (n  -f-  1 2n  + 1) 

acore  a — 

2 . 3 

, . . , ...  2fl1  + 3/i'  + n 

Le  n""'  terme  de  la  seconde  série  étant ^ 1 


ou  bien  , 


t 1 1 

- «■'  "ï  II  , 

3 2 <> 
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4 19.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne,  en  gê- 
nerai, le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  x suivant  les  di- 
verses puissances  de  cette  lettre.  Réciproquement,  cette  fonction, 
que  l’on  peut  designer  par  y,  étant  développée  suivant  les  puis- 
sances de  x , on  peut,  par  la  même  méthode,  obtenir  le  développe- 
ment de  la  quantité  x suivant  tes  puissances  de  y ; et  c'est  en  cela 
que  consiste  le  retour  des  suites , ou  la  méthode  inverse  des  séries. 

Soit 

y = ax  -+-  bx7  -f-  ex3  +-  dx'  ( i , 

la  fonction  développée  suivant  les  diverses  puissances  de  a 
(a,  b , c,  d, . . . étant  des  quantités  connues);  on  demande  réci- 
proquement la  valeur  de  x en  y,  c’est-à-dire  les  coefficients  du 
développement 

x = A y -+-  B y1  -f-  Cr'  -I-  Dr'  + ...  . (2) 

Pour  y parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube,... 
les  deux  membres  de  l’équation  (1);  il  vient 

y7  = a'-x 1 -+-  aab  x’  -H  b-  x‘-+-  1 ad  j x3  -f-  . . . , 

-1-2  ac  -t-  2 bc  | 
y7  = a3x3  -1-3 a7  bx'  -y  3 ab'-  1 .lé  , 

-+-  Za7c  [ 

y*  = a' x'  -1-  4 u7  bx3  -1-  . . . , 
y3  z=  a'x7  -f-  . . . ; 
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d’où,  substituant  dans  l’équation  (2)  et  ordonnant, 

o — A17  ,r  -H  Ab  I .r5  Ar  jr5  4-  A d x*  4-  . . . . 

— 1 -t-  Bfl'l  -t-3B«é  4-  Bi1 

-t-  Ca‘  4-  2B ac 
4-3C« 2 b 
-+-  Do1 

Égalant  à o les  coefficients  de  x,  x2 , x' , a;1, . . . , ou  obtient  les 
équations 

An  — 1=0,  Ab  4-  Brt;  = o , Ac  2 B ab  4-  C a'  — o , 

Ad 4-  Bè’  4-  2 Brtc  4*  3CrtJi  4-  Drt*  = o, . . . , 


desquelles  on  déduit  successivement 
A — - B AA  _ _b_  _ 

n2  n7  ’ 


Ac  — 2 B ab  2 b2  — cre 


5 abc  — 5 b — crd 


Ainsi  l’on  obtient  pour  le  développement  demandé, 


1 b 

JC  Z=.  -•}' Y 

n ' rt5  - 


2 b 2 — ac  3 5 b 3 — 5 abc  H-  a'd  ( 


N.  D.  — Si  l’on  a un  développement  de  la  forme 

/ = «4-(u4-  b.r 7 4-  ex •’  4-  • • • , 

il  est  facile  de  s’assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente,  que 
l'on  11e  peut  pas  développer  x suivant  les  puissances  de  la  fonc- 
tion y elle-même;  mais  on  peut  faire  y — a = z,  ce  qui  donne 

z = ax  4-  bx ■ 4-  c.r’  4-  . . . . 

Posant  ensuite  x — Az  4-  BzJ  4-  C z’  4-  . . . , on  déterminera  les^ 
coefficients  A,  B,  C,...;  après  quoi  l’on  remettra  pour  z sa 
valeur  y — a;  et  alors  le  développement  de  x procédera  suivant 
les  puissances , non  de  la  fonction  /,  mais  de  l’expression  y — a. 
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420.  Applications.  — Soit,  pour  premier  exempte,  la  série 
y.  = x 4-  x’  -|-  x3  -1-  x*  4-  xs  4-  . . ■ . 

Posons  x = K y 4-  B^’  4-  Cy3  4-  Dr*  4-  E^3  4-  • . • • 

En  formant , comme  ci-dessus  , les  diverses  puissances  de  y,  et 
substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité,  on  obtient  les 
équations  suivantes  : 

A — 1 — o,  A 4*  B — o,  A 4-  2 B 4-  C — o,  A 4*  3 B + 3C  4-  D — o, 
A4-4B_l-6C4-4l)  + E = o; 
d’où  l’on  déduit  successivement 

A = 1 , B = — 1 , C — 4-  1 , D = — 1,  E = 4-  1 1 ■ • . • 
Donc  x =_v  — y3  4-  y*  — y*  4-  J3  — .... 

Et,  en  effet,  x 4-  x-  4-  x3  4-  ...  est  une  série  récurrente  dont  la 
fraction  génératrice  est  (n°  410) 


Ainsi  l’on  a y = — , d’où  l’on  tire  x = — 

1 — x 1 +.r 

Or,  en  développant  cette  dernière  expression  en  série  par  la  divi- 
sion , on  trouve 


x =zy  — y1  +y}  —y*  4 -y3  — . . . . 
Soit , pour  second  exemple , l’équation 


y 


x- 
I . 2 


X3  X* 

— ■ { - 1 ■ • -■  -4»  • « • s 

1.2.3  I .2.3.4 


(0 


dont  le  second  membre  n’est  autre  chose  (pie  le  développement 
de  c*  ( voyez  n°  22!)). 

En  faisant  y — 1 = z , on  a 


x3 
1 .2 


x3  x* 

1T2T 3 1.2. 3. 4 4 


Posons  alors  x = Az  4-  Bz1  4-  Ci1  4-  Dz‘  4-  . . . . 


(*) 


En  formant,  à l’aide  de  l’identité  (1),  les  diverses  puissances 
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des,  puis  substituant  leurs  valeurs  dans  l’identité  (2),  on  sera 
conduit  aux  équations  suivantes  : 

A A A 78  3C  „ 

A — 1 — o,  — (-B — o,  — -4-B-t-L — o , — 7 -f- 1 hb — o,...  j 

2 b 24  1 2 2 

d'où  l'on  déduit 


A — 1 , 


Donc  le  développement  de  x en  z est 


ainsi  l’on  a pour  celui  de  x en  /, 

(y  — 1)  (y—  ■)’  , (/  — «)' 

x~  i “ + S'- 


Observons d’ailleurs  que  l’équation  y = c*  donne  (n"  208), 
dans  le  système  népérien , x = 1'.  y ; donc 

„ _(/  — •)  (y  — •)’  , (y  — & (y  — ')'  , 

ljr~ — r~  2 + 3 4 4'"“ 

Tel  est,  en  effet  (n°  228),  le  développement  en  série  du  loga- 
rithme naturel  d’un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d’un  usage  peu  fréquent, 
parce  qu’il  est  difficile  de  reconnaître , d’après  la  nature  des  cal- 
culs, une  loi  deformation  pour  les  coefficients;  et  l’on  est  sou- 
vent obligé  de  déterminer  un  grand  nombre  île  coefficients  avant 
de  pouvoir  saisir  celte  loi. 

A21 . Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à dire  sur  cette  mé- 
thode par  la  remarque  suivante  : 

Si  l’on  a une  équation  de  la  forme 

ay  -f-  bÿ1  -|-  cy*  -f-  . . . = a'  x -f-  b'  X*  -4-  c'  *3  -+-  . . . , 

formée  par  deux  séries  , et  qu’on  veuille  exprimer  y en  x par  une 
série  telle  que  y — A.r  Rr’  -f  Grl  -f-  . . . , il  faut , pour  obtenir 
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A,  B,  C,.  . . , former  les  diverses  puissances,  y3,  y3,  y',.  . . , à 
l’aide  de  cette  dernière  équation,  puis  les  substituer  dans  la  pre- 
mière , ce  qui  donne  alors  une  équation  identique  en  x , dont  on 
égale  séparément  à o les  coefficients  correspondants. 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  sont  souvent 
impraticables,  parce  que  les  coefficients  A,  B,  C,...  entrent, 
dans  les  équations  de  condition , à des  puissances  de  degré  supé- 
rieur au  second. 

§ IV.  — Des  Séries  irigonomé triques  et  circulaires. 

Nous  compléterons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sinx, 
cos  a;,  tang.r,  suivant  les  diverses  puissances  de  l’arc  x,  séries 
qui  servent  à la  confection  des  tables  trigonométriques. 

Développement  (le  siu  x et  de  cos  x. 

422.  Pour  résoudre  cette  question , nous  partirons  de  la 
formule 

(cos  a -t-  sin  a . \j  — i )"  = cos  ma  -f-  sin  ma  ,\J  — t , 
démontrée  (n"  580). 

Si  l’on  développe  le  premier  membre  de  cette  équation  d’après 
la  formule  du  binôme  , il  est  aisé  de  voir  que  le  développe- 
ment se  compose  de  deux  parties  distinctes  : une  partie  réelle 
et  une  partie  affectée  de  \J — i.  Or,  pour  que  l’équation  précé- 
dente puisse  exister,  il  faut  qu’il  y ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des  deux  membres  et  entre  les  deux  parties 
imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué;  nous  obtiendrons 
les  deux  nouvelles  équations 

m — t 

cos  ma  — cos ma  — m . . oos'"~'  a . sin1  a 

2 

m — i m — 2 m — 3 

-t-  m . = y — •cos"''1  a . sin 1 a . . . , 

2 3 4 

m — 1 m — 2 

-un  wa=m.  ros"“'«.stn<7 — m. - cos"-*/!  .sin3  or -4-.... 

2 3 
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Ces  formules  servent,  en  Trigonométrie , à déterminer  les  sinus 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples,  ma  , en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  l’arc  a-,  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du 
sinus  et  du  cosinus  d’un  arc  en  fonction  de  cet  arc. 

^25.  Observons  d’abord  f|ue,  d'après  la  relation 

sin  n 

tant:  a — > 

cos  a 


on  |>eut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 


cos  ma 


=cos"  a | 


ni  — 1 m — 1 m — 2 m — 3 

-jw. . tang’«-+-jw. • — ^ — .tang 


2 3 

m — 1 m — 2 


ang1  a — ...^' 


I m — 1 m — 2 \ 

sut  ma  — cos  "a  |^/w  . tang  a — m . — ^ — . tang’w  -+-  ...  J 


Cela  posé  , faisons  ma  — x,  d’où  m 
deviennent 


ces  formules 


1 x — a tantî'rt  x — a x — 2</  x — 3 a tant:1  a \ 

ios.r  = cos",a  1 — x. ~ hx. , — ...  ] , 

\ 2 ré  2 3 4 a'  ) 

. 1 tanew  x — a x — 2 a tangua  \ 

sinx  = cos*rt  x. — - x. i h...  ) • 

\ a 2 3 n3  ‘ 


Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités  , a , x et  jji  , 

étant  liées  par  la  relation  ma  = x ou  m — — , on  peut  faire 

varier  jw  et  a de  manière  que  leur  produit  x reste  constant;  car  si 
l’on  prend  pour  a , par  exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à fait 
arbitraires,  les  valeurs  de  m , correspondant  à ces  valeurs  de  a et 
à la  valeur  constante  dex,  s’obtiendront  au  moyen  de  la  relation 

m=~.  D’un  autre  côte,  l’on  sait,  d’après  les  principes  de  la 

Trigonométrie , que  plus  un  arc  a diminue,  plus  il  approche  de 

devenir  égal  à son  sinus  et  à sa  tangente;  ce  qui  revient  à dire  que 

sinrt  tang  a .... 

le  rapport , ou  , tend  sans  cesse  vers  l unité,  et  que, 

quand  on  suppose  l’are  moindre  que  tout  arc  donné,  ce  rapport 
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ne  diffère  de  l'unité  que  d’une  quantité  moindre  que  toute 
grandeur  donnée,  en  termes  algébriques  ; si  l’on  suppose  a =.  o , 
il  en  résulte 

sin  o tang  o _ 

o o 


D’après  ces  considérations,  faisons  a = o dans  les  deux  for- 
mules ci-dessus:  les  premiers  membres  ne  changeront  pas  puisque 
l’on  suppose  x constant;  mais  les  seconds  membres  deviendront 


cos" 


cosmo 


x 3 x‘  xc 

1.2  ' ^ 1.2. 3. 4 ' I . 2. 3. 4.5  6' 


x3  x* 

1.2.3  ’ ' 1 .2. 3. 4-5 


d’ailleurs  on  a coso  = r , d’où  cos™  o = 1 ; donc,  enfin,  l’on 
obtient 


cos  x = 1 


x’ 


2 1.2. 3. 4 1.2. 3. 4*5-6 


. x x- 

sm  x =- 


1.2.3  1.2. 3. 4*5 


(A) 

(B) 


(*)  En  appliquant  aux  séries  (A)  et  (B)  les  principes  établis  à la  fin  du 
sixième  chapitre  [Note  sur  les  séries  convergentes' , il  est  aisé  de  reconnaître 
qu’elles  finissent  toujours  par  devenir  convergentes. 

En  effet,  le  rapport  d’un  terme  quelconque  au  précèdent  peut  être 
exprimé 

JT* 

pour  la  première  série  , par  — * 

(2  n — 1)  . 1 n 

x5 

et  pour  la  seconde,  par  

1 3 an.(an+ij 

(n  désignant  le  rang  du  terme  à partir  du  second). 

Or,  x ayant  une  valeur  finie  et  déterminée , il  est  toujours  possible  de 
prendre  n assez  grand  pour  que  le  rapport  soit  une  fraction  j et  celte  frac- 
tion diminuera  indéfiniment  à mesure  que  n augmentera. 

Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  du  n°  2 de  la  note  qui  vient 
d’être  citée. 
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424.  Pour  faire  servir  ces  formules  à la  construction  des  tables 
trigonométriques,  il  faut  supposer,  1“  que  l'on  connaisse  le  rap- 
port j:  = 3,i4'5g26 de  la  circonférence  au  diamètre,  ou 

de  la  demi-circonfcrence  au  rayon  ; 2°  que  x représente  la  lon- 
gueur d'un  are  d’un  certain  nombre  de  degrés,  rapportée  au  rayon 
pris  pour  unité.  . 

D’après  cela,  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus 
de  l’arc  A' une  minute. 


Comme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i,  a pour  va- 
leur 3, 14*5926. , il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence  , 
1,5707963  . . , et  pour  l'arc  de  t',  qui  est  le  10000'*'"' du  r/ua- 
drans  dans  la  division  centésimale,  0,00015707963.  11  suffit  donc 
de  substituer  dans  les  deux  formules  (A)  et  (lî)  cette  valeur  à la 
place  de  x , en  calculant  les  deux  premiers  termes  seulement  ; car 
il  est  visible  que  les  autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut 
même  observer  que,  les  termes  étant  alternativement  positifs  et 
négatifs,  l’erreur  commise  s’estime  (n"  !7G)  par  le  premier  des 
termesque  l’on  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  premier  terme  x de  la  série  relative 
au  sinus,  pour  exprimer  sin  1';  l’erreur  commise  est  moindre  que 


(0,00015707.  . .)•' 
2.3 


Or  on  a 


0,00015707  (o  ,0001 6;1,  ou  o,ooooooooooo4oi)6  ; 

le  sixième  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001  : 
donc  la  valeur  de  sin  1 ' ne  diffère  pas  de  l’arc  lui-même,  dans  les 
douze  premiers  chiffres  décimaux. 

En  général,  tant  que  r sera  une  fraction,  ce  qui  aura  toujours 
lieu  si  l’on  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de  la  circon- 
férence (ou  5o°),  les  deux  séries  seront  très-convergentes;  et  un 
petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  très-rap- 
prochces  de  sin  .r  et  de  cos  x. 

42.1 . Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à des  conséquences 
assez  importantes  que  nous  allons  déduire  successivement. 

Alg.  B , 10'  é,L  44 
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Prt'M  i t're  cnn. tri/  uni  et' . — lf.n  comparant  cos  tiens  séries 
X*  x' 


CCS  X — I — 


1.2  l . 2 . 3 îi 

x’  x' 


.2.3 


.2.3 


4 5 


(^) 


(R) 


:i  celle  qui  donne  le  ilévelopppcment  de  e1  ( n"  220  , 


x x-  x‘ 

c*=H 1 1 î 

I 1.2  1.2.3 


.2.3.4^’ 

on  voit  que  leur  somme  donne  cette  dernière  série , aux  signes 
près,  de  deux  en  deux  rangs  ; mais  si  l’on  remplace  dans  celle- 
ci  , x par  x \j — i , et  qu’on  multiplie  les  deux  membres  de  (B)  par 
y/ — i,  on  aura,  en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 
\] — i sont  périodiquement  (4-  — 1 1 — '»  — V — ï",  -f-i), 

. jp  . — JQ  * 

cosx-f-\/-t  sinx=i-+--V-1 


x , — x' 

y - 1 H x->-t-... 

.2  1.2  3 1 .2.3.4 


et  r1 
donc 


.—  X , x! 

ex'/~'  — 


x 3 


5 V — I ~b  — « — 7 

1.2.3  1 . 2 . 3 . 4 

i . sin  x. 


+ . 


cosx  -t-  y- 

F.n  changeant  x en  — x,  et  observant  que  cos( — x)  — cosx, 
ct  s;n  / — x)  — — sin  x , on  trouverait 

c~x  ' = cos  x — y — 1 . sin  x ; 
ce  qui  donne  enlin  la  nouvelle  formule 

- cosx  rt  y* — ' ■ sin  -r-  (C) 

Pf,  B.  — T.es  valeurs  qu’on  vient  d’obtenir  pour  c+x  , 
combinées  par  addition  et  par  soustraction  , conduisent 
aux  deux  formules  suivantes,  qui  sont  employées  assez  fréquem- 
ment : 

COSX  = Y (c+rl/— ' -+-  , 


sin  x 


— ! (n-hxy/~'  — 

2 y — 1 
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4Î0.  Deuxième  conséquence. — Si , dans  la  formule  (C)  , on  mi  l 
nx  à la  place  de  x , u étant  un  nombre  réel  quelconque,  il  vient 

c±jtxv-  i __  (.ÜS  nx  ^ — , sjn  nx  . 

d’un  autre  côté , 

e±JI ’ ' = ( c±-r  *'  " )“  xx  (eus  x rh  v'1  — i • sin  x)"  ; 
ilonc  (cosx  rfc  ^ — i . sin  x)”  — cos  nx  ± y/ — i . sin  nx. 

Ainsi,  la  formule 

( cos  u ziz  sin  a . y — i )™  = cos  «/«  -f-  sin  »/n  ^ — i , 

<|ui  n’avait  été  démontrée  ( nu  5IU)  ) que  dans  le  cas  où  ni  était  un 
nombre  entier  et  positif , est  maintenant  vérifiée  pour  un  exposant 
quelconque. 


4Ü7.  Troisième  conséquence.  — De  la  formule  (C)  l’on  déduit 
encore,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le 
système  népérien , 

dtxy — l = T ( cos  x ± y' — i . sine); 

d’où,  en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci  , et 
retranchant  la  seconde  de  la  première , 


7.x  y- 


ou  bien,  2xy — i ~ I 


— _ j,  cos  x -f-  y — I . sin  x 
cos  x — \) — i . sin  x 

i -+-  y — i . tangx 


Or  on  a trouvé 


i — q — ~ÿ.  tang  x 

faisant  dans  cette  formule,  y — y — i . tangx,  ou  obtient 
,,  t -y  J — i.  tangx  / tang'  x tano*  x \ , 

1 dhrdr*  - 2 H*  - -r-" 


donc 


/ / tang-’.r  tarie1  x \ , — 

x ^ — 2 ^lang  x >-  -l-  - . . . j y _ , ; 
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et,  par  conséquent, 


SERIES  CIRCULAIRES. 


tang3  x tan  g1  x 

x — tang  x 1 1 1 


(D) 


Cette  formule  donne  la  valeur  d'un  arc  en  fonction  de  la  tan- 
gente de  cet  arc.  Donc,  par  la  méthode  inverse  des  séries  (n°  417), 
on  pourrait  développer  réciproquement  tang  x en  fonction  de  x. 
Mais  on  parvient  aussi  à ce  dernier  développement  par  le  moyen 
qui  suit  : 

Soit  tang  x = Ax  -+-  Bx’  -+-  Cx5  -+•  Dx’ 

(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus,  ne  peut  ren- 
fermer dans  son  développement  aucune  puissance  de  degré  pair 
de  l’arc,  puisqu’elle  doit  changer  le  signe  avec  cet  arc). 

Pour  déterminer  A,  B,  C,...  , on  substitue  dans  la  relation 
tang  x . cos  x = sin  x , à la  place  de  sin  x et  de  cos  x , leurs  déve- 
loppements trouvés  au  n°  421 , puisa  la  place  de  tangx,  la  série 
ci-dessus  ; et  il  vient 

(Ax+Rx'-t-Cx^+Dx7...)^!  ~i^~^7T^~3T4  i .2.3^4.5.~6~*  ’) 


X Xs 

Xb 

X 7 

-4-  , ■ 

~ 1 1.2.3 

1.2.3. 

4-5  1.2. 3. 4-5. 6. 7 

Effectuant  la  multiplication  indiquée,  et  égalant  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x,  on  trouve  successivement 

A = 

i 

B=  — — 

I .2 

1.2.3’ 

B 

A 

1 

1 

1.2 

1 .2.3.4 

1.2.3  4.5’ 

D = _L_ 

B 

- 1 

A 1 

1 .2 

1 .2.3.4 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 1.2. 3. 4-5. 6. 7 

et  ainsi  de  suite. 

428.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  numéro 
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précédent  à la  détermination  du  rapport  approche  tic  la  circonfé- 
rence au  diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il 
faut  que  l’arc  dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal 
à 5o" , puisque  l’on  a tang  5o°  = i . 

Cela  posé,  soit  5o"  = rn  -+-  n,  et  prenons  pour  m l’arc  dont  la 


tangente  est  égale  à ji 


auquel  cas  on  a,  d’après  la  formule  (D), 


i i 1 i 

m = 4 “ FTf + 574*  “ TT  + ’ 

série  très-convergente  et  dont  la  loi  est  manifeste. 

D’ailleurs,  l’équation  5o"  ==.-  m -+-  n donne  n — 5o“  — ///;  d’où 


tang  5o'*  — tang  m 

tang  n = 5 s 

i -+-  tang  m tang  5o° 


^ 4_3. 

i ~ 5 ’ 

,+4 


clone,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 


_ 3 3 ' 3*  3- 

" ~ 5 “ 3 . 5 1 + 57?  — 77?  + • 
ainsi  (m  -+-  n) , ou  l’arc  de  5o°,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries 


iii  1 3 3*  3*  3: 

4 3.4^5.4‘  f4'~h'"+5  3.5’ "‘"îT?  7.5’+‘” 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n’est  pas  très-convergente,  et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  degré 
d’approximation  suffisant. 

429.  Mais  on  peut  parvenir  à deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes. 

Soitc  l'arc  dont  la  tangente  est  égale  ;T:  il  en  résulte 


u 1 1 

**  — ? — i — ë . + 


3 . 5-*  5.5*  7.5’"" 

Or  on  a,  d’après  les  formules  trigonométriques , 

2 tang  v 5 ,2  tang  2 v 

tang  2e  = 2 — = — , tang4e= = 

1 — tang’c  12  t — tang’ 2 e 


I 

1 IÇ( 
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Connue  celle  dernière  tangente  diffère  très-peu  de  l’unité  , on 
peut  déjà  conclure. que  l’arc  \ v diffère  peu  tic  5o“,  et  qu'ainsi  la 
tangente  de  4 <'  — 5o°  doit  être  une  fraction  très-petite. 

Cela  posé,  soit  2 = 4 » — 5o",  d’où  tang  z = tang  (4  <’  — 5o°i  ; 


il  vient 


tang  z — 


tang  4 <’  — 1 1 

1 -+-  tang  4 23 9' 


1 1 1 

donc  z = -5 5 — 5—.  -t-  = — 5—.  — ...  ; 

209  3.239-  0.209' 

d'ailleurs , l’équation  z = 4 v — 5ou  donne  5o"  = !\  «■  — i. 

Mettant  dans  cette  expression,  à la  place  de  r et  de  z , leurs  va- 
leurs , on  obtient 

„ ( 4 (5  ~ 375’ + O*  ~ 77?  + ' ) 

5o"  = l ' ‘ V, 

( ( 239  3 . 239’'  5 . 239'  ) j 

d’où  l’on  conclut  enfin  , pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  ou  pour  le  rapport  delà  demi-circonférence  au  rayon, 


200°  ou  7!  — 


_1  (j  375“  **”  57?  ) 


! 4 (239' 


3 . 2.39 ; 5 . 239* 


•) 


Il  est  facile  de  s’assurer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la  pre- 
mière série  et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde-  donnent 
la  valeur  de  -tt  à moins  de  0,00001  près. 


450.  Conclusion  générale.  — En  réfléchissant  à tout  ce  qui 
vient  d’être  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  trigonométriques , on  voit 
le  parti  que  l’on  peut  tirer  de  l’emploi  des  symboles  imaginaires, 
pour  résoudre  des  questions  d’une  très-grande  utilité.  Comme, 
pour  parvenir  à ce  but,  on  étend  à des  expressions  imaginaires, 
«les  formules  qui  d’abord  n’avaient  été  reconnues  vraies  que  poui 
«les  quantités  réelles , on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en  doute 
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l'exactitude  dos  résultats  auxquels  on  est  conduit  ; cependant  si, 
après  certaines  transformations,  on  parvient  à des  expressions  dé- 
barrassées d'imaginaires,  qui  s’accordent  avec  celles  que  fourni- 
rait un  raisonnement  rigoureux  et  direct , on  est  forcé  d’admettre 
la  légitimité  des  movens  employés. 

C’est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  im- 
portantes, auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difficilement 
par  des  moyens  en  apparence  plus  satisfaisants. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  ,r  et  cos  ,r 
offre  encore  l’exemple  d’un  raisonnement  qui  conduit  prompte- 
ment au  but,  quoique  laissant  d’abord  un  peu  de  vague  dans 
l’esprit. 

Pour  parvenir  à ces  expressions,  on  suppose  que,  l’arc  a de- 
tang  a . . 

venant  nul,  le  rapport  — - — se  réduit  a i.  Au  premier  abord , 

on  a de  la  peine  à concevoir  que,  l’arc  étant  nul , il  puisse  exister 
un  rapport  entre  l’arc  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal 
à i ; mais  si , au  lieu  de  supposer  l’arc  tout  ?»  fait  nul,  on  suppose 
qu’il  ne  diffère  de  o que  d’une  quantité  extrêmement  petite  , le 
rapport  entre  la  tangente  et  l’arc  est  alors  calculable  et  diffère  très- 
peu  de  l’unitc  ; et  plus  l’arc  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de 
l’unité.  D’où  l’on  peut  conclure  qu’à  la  limite  de  décroissement 


tan"  fi 

de  l’arc,  c’est-à-dire  quand  a devient  nul,  on  a — - = i . L’exac- 


titude des  formules  auxquelles  on  parvient  ainsi,  exactitude  qui 
sc  trouve  vérifiée  par  les  applications  que  l’on  en  fait  à la  déter- 
mination des  sinus  et  des  cosinus  de  certains  arcs,  confirme 
aussi  l’exactitude  des  principes  qui  y ont  conduit. 

La  considération  des  rapports  des  grandeurs  variables , dans  1rs 
limites  de  leurs  accroissements  ou  de  leurs  décroissements,  est 
l’objet  de  l’ Analyse  infinitésimale , nouvelle  branche  des  Mathé- 
matiques à laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée  comme 
une  espèce  d’introduction. 


fi  T5  ^5 

J*,",, 
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